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1 Цель, планируемые результаты обучения по дисциплине (модулю)

Целью изучения дисциплины «Математическое моделирование биосистем» является
освоение принципов динамического математического моделирования биологических
процессов.

Задачи дисциплины сводятся к изучению математических методов, используемых при
моделировании биологических процессов, ознакомление с наиболее важными типами
моделей динамики биосистем, моделями теории эволюции и глобальной динамики.

Планируемыми результатами обучения по дисциплине (модулю), являются знания,
умения, навыки. Перечень планируемых результатов обучения по дисциплине (модулю),
соотнесенных с планируемыми результатами освоения образовательной программы,
представлен в таблице 1.

Таблица 1 – Компетенции, формируемые в результате изучения дисциплины (модуля)

Название
ОПОП ВО,

сокращенное

Код и
формулировка
компетенции

Код и
формулировка

индикатора
достижения

компетенции

Результаты обучения по дисциплине

Код
резуль

тата
Формулировка результата

01.03.04
«Прикладная
математика»

(Б-ПМ)

2 Место дисциплины (модуля) в структуре ОПОП

Дисциплина "Математическое моделирование биосистем" относится к базовой части
Блока 1 дисциплин учебного плана направления Прикладная математика.

3. Объем дисциплины (модуля)

Объем дисциплины (модуля) в зачетных единицах с указанием количества
академических часов, выделенных на контактную работу с обучающимися (по видам
учебных занятий) и на самостоятельную работу, приведен в таблице 2.

Таблица 2 – Общая трудоемкость дисциплины

Название
ОПОП ВО

Форма
обуче-

ния

Часть
УП

Семестр
(ОФО)

или курс
(ЗФО,
ОЗФО)

Трудо-
емкость Объем контактной работы (час)

СРС
Форма
аттес-
тации(З.Е.) Всего

Аудиторная Внеауди-
торная

лек. прак. лаб. ПА КСР

01.03.04
Прикладная
математика

ОФО Б1.Б 4 3 37 18 18 0 1 0 71 З

4 Структура и содержание дисциплины (модуля)

4.1 Структура дисциплины (модуля) для ОФО

Тематический план, отражающий содержание дисциплины (перечень разделов и тем),
структурированное по видам учебных занятий с указанием их объемов в соответствии с



учебным планом, приведен в таблице 3.1
Таблица 3.1 – Разделы дисциплины (модуля), виды учебной деятельности и формы

текущего контроля для ОФО

№ Название темы
Код ре-
зультата
обучения

Кол-во часов, отведенное на Форма
текущего контроляЛек Практ Лаб СРС

1 Моделирование
биологических систем РД1 1 0 0 3 собеседование

2

Непрерывные по времени
модели динамики
численности локальной
популяции

РД2 2 2 0 8
собеседование,
практическая работа
№ 1

3

Модели, описываемые
системами двух линейных
дифференциальных
уравнений

РД2, РД3 2 2 0 8
собеседование,
практическая работа
№ 2

4

Модели, описываемые
системами двух
нелинейных автономных
дифференциальных
уравнений

РД2, РД3 3 2 0 8 собеседование

5 Модели взаимодействия
двух видов

РД1, РД2,
РД3 2 2 0 8

собеседование,
практическая работа
№ 3

6 Колебания в
биологических системах РД2, РД3 2 4 0 8 собеседование

7
Дискретные по времени
модели динамики
численности популяции

РД1, РД2,
РД3 2 4 0 8

собеседование,
практическая работа
№ 4

8
Дискретные модели с
учетом управляющего
воздействия

РД1, РД2,
РД3 2 2 0 10

собеседование,
практическая работа
№ 4

9 Глобальные модели РД1 2 0 0 10 собеседование
Итого по таблице 18 18 0 71

 

4.2 Содержание разделов и тем дисциплины (модуля) для ОФО

Тема 1 Моделирование биологических систем.
Содержание темы: Понятие модели. Объекты, цели и методы моделирования.

Специфика математического моделирования живых систем. Современная классификация
моделей. Регрессионные, имитационные, качественные модели.

Формы и методы проведения занятий по теме, применяемые образовательные
технологии: стандартная.

Виды самостоятельной подготовки студентов по теме: подготовка к теоретическому
опросу, подготовка к итоговому тесту.

 
Тема 2 Непрерывные по времени модели динамики численности локальной популяции.
Содержание темы: Модели Мальтуса, Ферхюльста-Пирла-Рида. Принцип Олли,

модель Базыкина. Модели Пелла -Томлинсона и Фокса.
Формы и методы проведения занятий по теме, применяемые образовательные

технологии: стандартная.
Виды самостоятельной подготовки студентов по теме: подготовка к теоретическому

опросу, подготовка к практической работе, подготовка к итоговому тесту.
 
Тема 3 Модели, описываемые системами двух линейных дифференциальных

уравнений.
Содержание темы: Линейные двумерные модели. Фазовая плоскость. Фазовый

портрет. Типы положения равновесия: узел, седло, фокус, центр.
Формы и методы проведения занятий по теме, применяемые образовательные

технологии: стандартная.



Виды самостоятельной подготовки студентов по теме: подготовка к теоретическому
опросу, подготовка к практической работе, подготовка к итоговому тесту.

 
Тема 4 Модели, описываемые системами двух нелинейных автономных

дифференциальных уравнений.
Содержание темы: Нелинейные двумерные модели. Метод Ляпунова линеаризации

систем в окрестности стационарного состояния. Примеры исследования устойчивости
стационарных состояний моделей биологических систем. Метод функции Ляпунова.

Формы и методы проведения занятий по теме, применяемые образовательные
технологии: стандартная.

Виды самостоятельной подготовки студентов по теме: подготовка к теоретическому
опросу, подготовка к итоговому тесту.

 
Тема 5 Модели взаимодействия двух видов.
Содержание темы: Классификация типов взаимодействия. Модели конкуренции,

хищник-жертва. Обобщенные модели взаимодействия видов Модель Колмогорова. Модель
Базыкина.

Формы и методы проведения занятий по теме, применяемые образовательные
технологии: стандартная.

Виды самостоятельной подготовки студентов по теме: подготовка к теоретическому
опросу, подготоввка к практической работе, подготовка к итоговому тесту.

 
Тема 6 Колебания в биологических системах.
Содержание темы: Понятие предельного цикла и автоколебаний. Бифуркация

Андронова – Хопфа. Брюсселятор. Ритмическая активность головного мозга.
Формы и методы проведения занятий по теме, применяемые образовательные

технологии: стандартная.
Виды самостоятельной подготовки студентов по теме: подготовка к теоретическому

опросу, подготовка к итоговому тесту.
 
Тема 7 Дискретные по времени модели динамики численности популяции.
Содержание темы: Общая схема исследования дискретных динамических моделей

численности популяции. Теорема Шарковского. Основные модели: модель Мальтуса, Мэя,
Риккера.

Формы и методы проведения занятий по теме, применяемые образовательные
технологии: стандартная.

Виды самостоятельной подготовки студентов по теме: подготовка к теоретическому
опросу, подготоввка к практической работе, подготовка к итоговому тесту.

 
Тема 8 Дискретные модели с учетом управляющего воздействия.
Содержание темы: Изучение моделей с учетом управления. Постановка задачи

оптимального управления. Концепция уравновешенного дохода и проблема устойчивости.
Формы и методы проведения занятий по теме, применяемые образовательные

технологии: стандартная.
Виды самостоятельной подготовки студентов по теме: подготовка к теоретическому

опросу, подготовка к практической работе, подготовка к итоговому тесту.
 
Тема 9 Глобальные модели.
Содержание темы: Структура и уравнения глобальной модели Форрестера.

Исследование влияния управления на модель Форрестера. Модификации модели
Форрестера.

Формы и методы проведения занятий по теме, применяемые образовательные
технологии: стандартная.



Виды самостоятельной подготовки студентов по теме: подготовка к теоретическому
опросу, подготовка к итоговому тесту.

 

5 Методические указания для обучающихся по изучению и реализации дисциплины
(модуля)

5.1 Методические рекомендации обучающимся по изучению дисциплины и по
обеспечению самостоятельной работы

Для выполнения практических работ необходимо использовать программные средства
(Mathcad, Maple, RStudio и т.п.). Изучить методическую документацию по использованию
указанных систем.

При выполнении практических работ и домашних заданий необходимо использовать
теоретический материал, делая ссылки на соответствующие источники информации,
методологии, методики и пр.

5.2 Особенности организации обучения для лиц с ограниченными возможностями
здоровья и инвалидов

При необходимости обучающимся из числа лиц с ограниченными возможностями здоровья и
инвалидов (по заявлению обучающегося) предоставляется учебная информация в доступных
формах с учетом их индивидуальных психофизических особенностей:

- для лиц с нарушениями зрения: в печатной форме увеличенным шрифтом; в форме
электронного документа; индивидуальные консультации с привлечением
тифлосурдопереводчика; индивидуальные задания, консультации и др.

- для лиц с нарушениями слуха: в печатной форме; в форме электронного документа;
индивидуальные консультации с привлечением сурдопереводчика; индивидуальные задания,
консультации и др.

- для лиц с нарушениями опорно-двигательного аппарата: в печатной форме; в форме
электронного документа; индивидуальные задания, консультации и др.

6 Фонд оценочных средств для проведения текущего контроля и промежуточной
аттестации обучающихся по дисциплине (модулю)

В соответствии с требованиями ФГОС ВО для аттестации обучающихся на
соответствие их персональных достижений планируемым результатам обучения по
дисциплине (модулю) созданы фонды оценочных средств. Типовые контрольные задания,
методические материалы, определяющие процедуры оценивания знаний, умений и навыков,
а также критерии и показатели, необходимые для оценки знаний, умений, навыков и
характеризующие этапы формирования компетенций в процессе освоения образовательной
программы, представлены в Приложении 1.

7 Учебно-методическое и информационное обеспечение дисциплины (модуля)

7.1      Основная литература
1.    Лобанов А. И., Петров И. Б. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

НЕЛИНЕЙНЫХ ПРОЦЕССОВ. Учебник для вузов [Электронный ресурс] , 2020 - 255 -
Режим доступа: https://urait.ru/book/matematicheskoe-modelirovanie-nelineynyh-processov-
452200

2.    Орел Е. Н., Орел О. Е. НЕПРЕРЫВНЫЕ МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ 2-е



изд., испр. и доп. Учебное пособие для вузов [Электронный ресурс] , 2020 - 120 - Режим
доступа: https://urait.ru/book/nepreryvnye-matematicheskie-modeli-455111

3.    Ризниченко Г. Ю. МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ
БИОЛОГИЧЕСКИХ ПРОЦЕССОВ. МОДЕЛИ В БИОФИЗИКЕ И ЭКОЛОГИИ 2-е изд., пер.
и доп. Учебное пособие для вузов [Электронный ресурс] , 2020 - 181 - Режим доступа:
https://urait.ru/book/matematicheskoe-modelirovanie-biologicheskih-processov-modeli-v-biofizike-
i-ekologii-451558

4.    Ризниченко Г. Ю., Рубин А. Б. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ В БИОЛОГИИ И
ЭКОЛОГИИ. БИОФИЗИЧЕСКАЯ ДИНАМИКА ПРОДУКЦИОННЫХ ПРОЦЕССОВ В 2 Ч.
ЧАСТЬ 1 3-е изд., пер. и доп. Учебник для вузов [Электронный ресурс] , 2020 - 210 - Режим
доступа: https://urait.ru/book/matematicheskie-metody-v-biologii-i-ekologii-biofizicheskaya-
dinamika-produkcionnyh-processov-v-2-ch-chast-1-451557

5.    Ризниченко Г. Ю., Рубин А. Б. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МЕТОДЫ В БИОЛОГИИ И
ЭКОЛОГИИ. БИОФИЗИЧЕСКАЯ ДИНАМИКА ПРОДУКЦИОННЫХ ПРОЦЕССОВ В 2 Ч.
ЧАСТЬ 2 3-е изд., пер. и доп. Учебник для вузов [Электронный ресурс] , 2020 - 185 - Режим
доступа: https://urait.ru/book/matematicheskie-metody-v-biologii-i-ekologii-biofizicheskaya-
dinamika-produkcionnyh-processov-v-2-ch-chast-2-452308

 

7.2      Дополнительная литература
1.    Вагин Д. В. Численное моделирование динамических систем, описываемых

обыкновенными дифференциальными уравнениями : Учебники [Электронный ресурс] -
Новосибирск : Новосибирский государственный технический университет , 2019 - 63 - Режим
доступа: http://biblioclub.ru/index.php?page=book_red&id=573956

2.    Каракулина, Е.О. ОБЫКНОВЕННЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ.
СИСТЕМЫ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ : Допущено УМС ОГПУ в качестве
учебно-методического пособия (электронное издание) для обучающихся по направлениям
подготовки 44.03.05 Педагогическое образование (с двумя профилями подготовки) профилям
Математика и Информатика, Математика и Физика; 02.03.03 Математическое обеспечение и
администрирование информационных систем, профилю Общий по дисциплинам
«Математический анализ», «Дифференциальные уравнения» . / И. А. Акимов; Е.О.
Каракулина .— : [Б.и.], 2019 .— 139 с. : ил. — URL: https://lib.rucont.ru/efd/688284 (дата
обращения: 30.09.2024)

3.    Кердяшов, Н.Н. Математические методы в биологии / Н.Н. Кердяшов .— Пенза :
ПГАУ, 2017 .— 192 с. — URL: https://lib.rucont.ru/efd/579006 (дата обращения: 30.09.2024)

4.    Клочкова О.И., Шабанов Г.А. Сеансовая динамика изменений биоэлектрической
активности мозга при интеллектуальной работе за компьютером // Национальный
психологический журнал. 2020. № 1 (37). С. 78–93

5.    Официальный сайт Mathcad (https://www.mathcad.com)
6.    Система электронного обучения ВГУЭС (http://edu.vvsu.ru)
7.    Шабанов Г.А., Рыбченко А.А. и др, Новые подходы к функционально-топической

диагностике заболеваний внутренних органов человека на основе анализа ритмической
активности головного мозга. Тихоокеанский медицинский журнал. 2012;(4):99-100.

 

7.3      Ресурсы информационно-телекоммуникационной сети "Интернет",
включая профессиональные базы данных и информационно-справочные
системы (при необходимости):

1.    Единое окно доступа к информационным ресурсам. Математика и
математическое образование (http://window.edu.ru)

2.    Курс математические модели в биологии Г.Ю. Ризниченко (http://mathbio.ru/)
3.    Математический форум Math Help Planet (http://mathhelpplanet.com/static.php)
4.    Официальный сайт RStudio - Режим доступа: https://rstudio.com/



5.    СПС КонсультантПлюс - Режим доступа: http://www.consultant.ru/
6.    Электронная библиотечная система «Университетская библиотека онлайн» -

Режим доступа: http://biblioclub.ru/
7.    Электронно-библиотечная система "РУКОНТ"
8.    Электронно-библиотечная система издательства "Юрайт" - Режим доступа:

https://urait.ru/
9.    Open Academic Journals Index (OAJI). Профессиональная база данных - Режим

доступа: http://oaji.net/
10.    Президентская библиотека им. Б.Н.Ельцина (база данных различных

профессиональных областей) - Режим доступа: https://www.prlib.ru/

8 Материально-техническое обеспечение дисциплины (модуля) и перечень
информационных технологий, используемых при осуществлении образовательного
процесса по дисциплине (модулю), включая перечень программного обеспечения

Основное оборудование:
· Мультимедийный комплект №2 в составе:проектор Casio XJ-M146,экран

180*180,крепление потолочное
· Облачный монитор 23" LG CAV42K
· Облачный монитор LG Electronics черный +клавиатура+мышь
· Усилитель-распределитель Kramer VP-200N 1:2
Программное обеспечение:
·  Mathcad
·  Python
·  RStudio
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Перечень практических занятий 

1Введение. Моделирование биологических систем  

2 Непрерывные по времени модели динамики численности локальной популяции  

3 Модели, описываемые системами двух линейных дифференциальных уравнений 

 4 Модели, описываемые системами двух нелинейных автономных дифференциальных урав-

нений  

 5 Модели взаимодействия двух видов  

6 Колебания в биологических системах 

7 Дискретные по времени модели динамики численности популяции  

8 Дискретные модели с учетом управляющего воздействия  

9 Глобальные модели 



 

 

 

Занятие 1 Практическая работа 1 (часть1). Введение  

Собеседование 

Цели собеседования и практической работы 

Сформировать у обучающихся умения и навыки применения процесса математического моде-

лирования к решению практических задач в биологии. Усвоить классификацию моделей. Оценить 

актуальность и  эффективность полученных результатов моделирования[1,2] 

Планируемые результаты обучения 

Формирование умения построить модель и получить решение в MS Excel. Формирование 

навыков работы с MS Excel и использовать методы естественнонаучных дисциплин в профессио-

нальной деятельности для теоретического и экспериментального исследования. 

Содержание работы 

Задание 1 

Ознакомиться с теоретическим материалом по теме в системе Moodle 

Пройти тест по данной теме 

 

Задание 2 

Письменно дать ответы на вопросы 

1. Определить динамическую систему в биологии 

2. Определить фазовое пространство и фазовые переменные  

3. Охарактеризовать фазовое пространство, фазовые переменные и фазовые траектории для 

примера на рисунке 

  

 

 

 

 

 

 

4. Запишите общий вид дифференциального уравнения автономной, неавтономной, точечной 

и распределительной  биологической системы 

5. Запишите общий вид уравнения биосистемы с непрерывным временем и дискретным 

6. Запишите общий вид линейного и нелинейного уравнения по виду оператора эволюции 

Et(x+x’) 

7. Запишите общий вид уравнения случайной динамической системы, основной моделью ко-

торых являются стохастические дифференциальные уравнения 

 

Краткие методические указания 

При подготовке к лабораторной работе необходимо обратить внимание на содержание основ-

ных теоретических вопросов, связанных с выполнением данной практической работы  

Отчет о выполнении лабораторной работы должен быть представлен как результат теста в си-

стеме moodle и на бумажном носителе (задание 2). 

 

Шкала оценки 

Баллы Описание 

2 
Задание выполнено полностью и абсолютно правильно. Оба задания вы-

полнены 

1 
Задание 2 выполнено частично, имеет ошибки, осуществлена попытка 

решения на основе правильных методов и идей решения. 

0 Задание не выполнено. 

 



 

Практическая работа 1(часть2) Моделирование биологических систем 

Собеседование. 

Введение. Известно, что для линеаризации систем в окрестности стационарного состояния 

используется разложение функций в ряды Тейлора, Маклорена и др. 

Контрольные задания 

1.Записать разложение функции в ряд Тейлора 

2.Записать разложение функции в ряд Маклорена 

3 Сформулировать принципиальное различие рядов Тейлора и Маклорена 

Показать преподавателю 

Цели собеседования и практической работы 

Сформировать у обучающихся умения и навыки моделирования и примеры моделей. Специ-

фика моделирования живых систем. Применение к решению практических задач в биологии.  

Планируемые результаты обучения 

Формирование умения построить модель и получить решение в MS Excel. Формирование 

навыков работы с MS Excel и использовать методы естественнонаучных дисциплин в профессио-

нальной деятельности для теоретического и экспериментального исследования. 

Содержание практической работы 

Задание 1 Моделирование эпидемии в электронных таблицах MS Excel 

1 В системе Moodle по данной теме найти задание с основными формулами  

2. В электронных таблицах MS Excel моделирование развития эпидемии 

при  и  до того момента, когда количество больных станет равно нулю. Постройте 

график изменения количества больных. 

 

 Задание 2 

1. Сравнить модель, использованную в этой работе, со следующей моделью: 

 

 

 

2. Анализируя результаты моделирования, докажите, что эта модель неадекватна. Какие 

допущения, на ваш взгляд, были сделаны неверно при разработке этой модели? 

3. Сравните поведение двух моделей при К=0; К=0,3   и К=1 . Сделайте выводы. 



 

 

Результаты (графики) покажите преподавателю  

 

Знать ответы на следующие вопросы  

1. Когда закончится эпидемия? 

2.  Сколько человек переболеет, а сколько вообще не заболеет гриппом? 

3.  Каково максимальное число больных в один день? 

4.  Изменяя коэффициент  К, определите, при каких значениях К   модель явно перестает быть 

адекватной. 

 

Краткие методические указания 

При подготовке к лабораторной работе необходимо обратить внимание на содержание основ-

ных теоретических вопросов, связанных определением булевых функций, изложенных на лекцион-

ных занятиях.  

Отчет о выполнении лабораторной работы должен быть представлен в электронном виде (на 

языке программирования Python). 

 

Шкала оценки 

Баллы Описание 

5 
Задания, включая контрольное, выполнены полностью и абсолютно пра-

вильно.  

4 
Задания, включая контрольное, выполнены полностью и правильно, но 

решение содержит некоторые неточности и несущественные ошибки  

3 
Задания, включая контрольное, выполнены не полностью, с существен-

ными ошибками, но подход к решению, идея решения, метод правильны. 

2 

Задания, включая контрольное, выполнены частично, имеет ошибки, 

осуществлена попытка решения на основе правильных методов и идей 

решения. 

0 Задания не выполнено. 

 

 

Занятие 2. Практическая работа 2 Непрерывные по времени модели динамики 
численности локальной популяции 

Собеседование. 

Введение. Известно, что линеаризации систем в окрестности стационарного состояния ис-

пользует. На непрерывных одномерных моделях объясняется фазовая плоскость, репеллеры, аттрак-

торы. Примерами непрерывных линейных моделей являются модель Мальтуса и Ферхюльста. 

Контрольные задания 

1. Записать уравнение Мальтуса. Нарисовать фазовую диаграмму модели 

2. Назвать основное следствие, вытекающее из модели Мальтуса 

3.  Записать уравнение Ферхюльста. Нарисовать фазовую диаграмму модели 

4. Назвать основное следствие, вытекающее из модели Ферхюльста 

5. Отметить принципиальное различие моделей(устно) 

Показать преподавателю 

 

Цели практической работы 

Сформировать у обучающихся умения и навыки моделирования непрерывных по времени  

моделей динамики численности локальной популяции с непрерывным временем. Применение к ре-

шению практических задач в биологии.  

Планируемые результаты обучения 



 

Формирование умения построить модель и получить решение в MS Excel. Формирование 

навыков работы с MS Excel и использовать методы естественнонаучных дисциплин в профессио-

нальной деятельности для теоретического и экспериментального исследования. 

Содержание практической работы 

Часть 1 Непрерывные по времени модели динамики численности локальной популяции 

 Задание 1 Моделирование в электронных таблицах MS Excel 

 1 В системе Moodle в разделе части 1 открыть файл «Непрерывные и дискретные по времени 

модели»  

2. Выполнить задания 2.1-2.3 включительно 

Показать преподавателю 

Задание 2  

1. В системе Moodle выполнить задание Модель Саморегуляции в электронных таблицах 

2. Знать ответ на указанные в задании вопросы 

3. Показать преподавателю 

 

Часть 3 Дискретная модель логистического роста 

 Задание 3 Моделирование в электронных таблицах MS Excel 

1. В системе Moodle открыть файл «Непрерывные и дискретные по времени модели»  

2. Выполнить задание 2.4 

3. Ответить на вопросы в конце задания 2.4 

4 Устно охарактеризовать различие логистического роста в непрерывной модели и дискретной 

5 Показать преподавателю 

    

Часть 4  

Пройти тест «Непрерывные одномерные модели» 

Краткие методические указания 

При подготовке к практической работе необходимо обратить внимание на содержание основ-

ных теоретических вопросов, связанных с вопросами моделей с непрерывным временем и дискрет-

ным, изложенных на лекционных занятиях.  

Отчет о выполнении лабораторной работы должен быть представлен в электронном виде  

 

Шкала оценки 

Баллы Описание 

5 
Задания, включая контрольное, выполнены полностью и абсолютно пра-

вильно.  

4 
Задания, включая контрольное, выполнены полностью и правильно, но 

решение содержит некоторые неточности и несущественные ошибки  

3 
Задания, включая контрольное, выполнены не полностью, с существен-

ными ошибками, но подход к решению, идея решения, метод правильны. 

2 

Задания, включая контрольное, выполнены частично, имеются ошибки, 

осуществлена попытка решения на основе правильных методов и идей 

решения. 

0 Задания не выполнены. 

 

Занятие 3 Практическая работа 3 Модели, описываемые системами двух линей-
ных дифференциальных уравнений 

Собеседование 

Введение. Известно три основных подхода к анализу динамических систем[2]: 

1) аналитическое решение задачи Коши – решение дифференциального уравнения типа 

xt=f(xt), x0 , φt -решение не всегда удается получить; 

2)  численное решение задачи Коши – решение численными методами (Эйлера. Рунге- Кутта) 

дифференциального уравнения типа xt=f(xt), x0, φt -не всегда можно получить фазовый 

портрет; 



 

3) качественный анализ динамических систем xt=f(xt), дает фазовый портрет 

Контрольные задания 

1. Нарисовать фазовый портрет модели Ферхюльста 

2. Записать систему уравнений хищник -жертва в мальтузианской модели 

3. Нарисовать фазовые траектории модели хищник- жертва 

Показать преподавателю 

 

Цели практической работы 

Сформировать у обучающихся умения и навыки моделирования систем, описываемых систе-

мой из двух линейных дифференциальных уравнений. Применение к решению практических задач в 

биологии.  

Планируемые результаты обучения 

Формирование умения построить модель и получить решение в MS Excel. Формирование 

навыков работы с MS Excel и использовать методы естественнонаучных дисциплин в профессио-

нальной деятельности для теоретического и экспериментального исследования. 

Содержание практической работы 

Задание 1  

Пройти тест «Двумерные динамические системы» 

  

Задание 2 Моделирование в электронных таблицах MS Excel 

 1 В системе Moodle в разделе «Модели, описываемые системами двух линейных дифференци-

альных уравнений» открыть папку «Модель популяции в электронных таблицах» 

2. Выполнить задание  

3. Устно ответить на вопросы 

 Показать преподавателю 

Задание 3 Моделирование в электронных таблицах MS Excel 

 1 В системе Moodle в разделе «Модели, описываемые системами двух линейных дифференци-

альных уравнений» открыть папку «Моделирование Хищник- жертва» 

2. Выполнить задание  

3. Устно ответить на вопросы 

Показать преподавателю 

Задание 4 Моделирование в RStudio 

 1 В системе Moodle в разделе «Модели, описываемые системами двух линейных дифференци-

альных уравнений» открыть файл «векторное поле» 

2. Выполнить задание в RStudio 

 Показать преподавателю 

Задание 5 Моделирование в RStudio 

 1 В системе Moodle в разделе «Модели, описываемые системами двух линейных дифференци-

альных уравнений» открыть папку «RStudio лабораторные»  

2. Выполнить  задание в RStudio 

3. Нарисовать графики 

Показать преподавателю 

 

Краткие методические указания 

При подготовке к лабораторной работе необходимо обратить внимание на содержание основ-

ных теоретических вопросов, связанных с построением моделей, изложенных на лекционных заняти-

ях.  

Отчет о выполнении лабораторной работы должен быть представлен в электронном виде (на  

 

Шкала оценки 

Баллы Описание 



 

5 
Задания, включая контрольные, выполнены полностью и абсолютно пра-

вильно.  

4 
Задания, включая контрольные,  выполнены полностью и правильно, но 

решение содержит некоторые неточности и несущественные ошибки  

3 
Задания, включая контрольные,  выполнены не полностью, с существен-

ными ошибками, но подход к решению, идея решения, метод правильны. 

2 

Задания, включая контрольные,  выполнены частично, имеются ошибки, 

осуществлена попытка решения на основе правильных методов и идей 

решения. 

0 Задания не выполнены. 

 

Занятие 4. Практическая работа 3 (часть1) Собеседование «Модели, описывае-
мые системами двух нелинейных автономных дифференциальных уравнений»  

Собеседование. 

Введение. Известно, что линеаризации систем в окрестности стационарного состояния ис-

пользуется метод Ляпунова[2].  

 

 

Более короткая запись через якобиан системы 

 

 

Здесь  

 

 

 

Признаки устойчивости нелинейных двумерных систем 

 

 

 

 

 

Через собственные значения якобиана можно определить грубые точки: 

 

 

 

 

 



 

 

Алгоритм исследования системы на устойчивость представлен ниже 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Здесь  -      -след якобиана, т.е. сумма диагональных элементов определителя якобиана 

Ниже приведен результат исследования устойчивости системы по грубым стационарным точ-

кам 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

На вышеприведенном рисунке отмечены аттракторы(зеленым цветом) и репеллеры(красным 

цветом) 

Негрубые точки не имеют такой определенности 

 

 

 

 

 

Поскольку устойчивость определяется собственными значениями якобиана, которые опреде-

ляются по формуле 

 

 



 

 

Результаты, показанные  выше на рисунках имеет смысл обобщить на бифуркационной диа-

грамме (см ниже) 

 

 

 

 

 

 

 

   

Примерами исследования устойчивости стационарных состояний моделей биологических си-

стем являются уравнения Лотки-Вольтерра[1,2].  

Контрольные задания  

(устный ответ) 

1.Объяснить выбор осей на бифуркационной диаграмме 

2.Объяснить появление параболы на бифуркационной диаграмме 

3. Исследовать (письменно) на устойчивость нижеприведенную систему уравнений 

 

Показать преподавателю 

Практическая работа 3 (часть1) 

Цели практической работы 

Сформировать у обучающихся умения и навыки использования метода Ляпунова для линеари-

зации полученных при моделировании систем.  Применение к решению практических задач в биоло-

гии.  

Планируемые результаты обучения 

Умения построить модель и получить решение в RStudio. Формирование навыков работы в 

RStudio и использовать методы естественнонаучных дисциплин в профессиональной деятельности 

для теоретического и экспериментального исследования. 

Содержание практической работы 

Задание 1  

1. Ознакомиться с информацией в файле «Метод изоклин по Ризниченко»  

2.Открыть папку «RStudio практика2» 

3. Выполнить задания в «RStudio практика2» 

4 Нарисовать графики 

Показать преподавателю  

 

  

Краткие методические указания 

При подготовке к лабораторной работе необходимо обратить внимание на содержание основ-

ных теоретических вопросов, связанных с понятием и  построением изоклин , изложенных на лекци-

онных занятиях.  

 

Шкала оценки 



 

Баллы Описание 

5 
Задание 1 и контрольные задания выполнены полностью и абсолютно 

правильно.  

4 
Задание 1 и контрольные задания выполнены полностью и правильно, но 

решение содержит некоторые неточности и несущественные ошибки  

3 
Задание 1 и контрольные задания выполнены не полностью, с существен-

ными ошибками, но подход к решению, идея решения, метод правильны. 

2 

Задание 1 и контрольные задания выполнены частично, имеет ошибки, 

осуществлена попытка решения на основе правильных методов и идей 

решения. 

0 Задания не выполнены. 

 

Занятие 5. Практическая работа 3(часть 2) Модели взаимодействия двух видов 

Собеседование. 

Введение. Известно, что линеаризации систем в окрестности стационарного состояния ис-

пользуется метод Ляпунова и метод функций Ляпунова[2] 

 

 

 

 

 

 

 

Примерами являются функции, задаваемые уравнениями 

V=ax2+bx2 

V=ax4+bx4         (1) 

a, b >0  

Графически эти решения  имеют вид 

 

 

 

 

 

 

При исследовании функций Ляпунова используют частные производные, градиент и скаляр-

ное произведение 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

Можно ввести условие устойчивости в этом случае 

 

 

 

 

Примерами исследования устойчивости стационарных состояний моделей биологических си-

стем являются уравнения Лотки, уравнения Вольтерра.  

Известны две теоремы устойчивости 

 

 

 

 

 

 

 

 

Контрольные задания 

1. Показать на каких примерах можно иллюстрировать справедливость последних двух тео-

рем 

2. Показать, что приведенные примеры (1) являются функциями Ляпунова и удовлетворяют 

последним теоремам 

Показать преподавателю 

Цели практической работы 

Сформировать у обучающихся умения и навыки использования метода Ляпунова для линеари-

зации полученных при моделировании систем.  Применение к решению практических задач в биоло-

гии.  

Планируемые результаты обучения 

Умения построить модель и получить решение в RStudio. Формирование навыков работы в 

RStudio и использовать методы естественнонаучных дисциплин в профессиональной деятельности 

для теоретического и экспериментального исследования. 

Содержание практической работы 

Задание  

1. Ознакомиться с информацией в файле «Исследование устойчивости по Ризниченко»  

2.Пройти тест «Взаимодействие двух видов» 

3 В системе PowerPoint составить презентацию (не менее 25 слайдов) информации в  файле 

«Исследование устойчивости по Ризниченко» 

4. Составить 10 вопросов по презентации  

5. Показать презентацию преподавателю 

6. Открыть папку «RStudio практика2» 

7. Выполнить невыполненные ранее задания в «RStudio практика2» 

8 Нарисовать графики 

Показать преподавателю 

 



 

 Краткие методические указания 

При подготовке к лабораторной работе необходимо обратить внимание на содержание основ-

ных теоретических вопросов, связанных определением множеств, изложенных на лекционных заня-

тиях.  

Отчет о выполнении лабораторной работы должен быть представлен в электронном виде (на 

языке программирования Python). 

 

Шкала оценки 

Баллы Описание 

5 
Задания, включая контрольное, выполнены полностью и абсолютно пра-

вильно.  

4 
Задания, включая контрольное,  выполнены полностью и правильно, но 

решение содержит некоторые неточности и несущественные ошибки  

3 
Задания, включая контрольное,  выполнены не полностью, с существен-

ными ошибками, но подход к решению, идея решения, метод правильны. 

2 

Задания, включая контрольное,  выполнены частично, имеет ошибки, 

осуществлена попытка решения на основе правильных методов и идей 

решения. 

0 Задание не выполнено. 

 

  

Занятие 6. Практическая работа 4 (часть1) Колебания в биологических системах 

Собеседование. 

Введение. Известно, что автоколебательния системы   изображается на фазовой плоскости в 

виде предельных циклов. Возбуждение колебаний можно классифицировать как мягкое и жесткое. 

Условия существования предельных циклов и рождение предельного цикла интересно рассмотреть 

на бифуркация Андронова -  Хопфа. Особенности  автоколебательных моделей процессов в живых 

системах обычно рассматривают  в темновых процессах фотосинтеза и в модели гликолиза 

Модель простейшего предельного цикла представлена системой уравнений 

 

Переход к линейному приближению – дает тривиальные решения в фазовом пространстве 

 

 

Более продуктивным оказывается переход к полярным координатам  



 

 

С помощью такого перехода система преобразуется в систему 

 

 

При ρ>1 получается предельный устойчивый предельный цикл в фазовой плоскости yОx 

(см.рис.ниже) 

 

 

При 0 <ρ<1 получается цикл, (не путать с фокусом), который от нулевой точки начинает раз-

матываться и приходит к устойчивой окружности(см рис. ниже) 

 

 

Графики траекторий при этом имеют вид 

 

 

 

  

 

Критерии, которые позволяют однозначно определить отсутствие в системе предельных цик-

лов приведены ниже 

 



 

Рождение предельного цикла. Бифуркация Пуанкаре- Андронова- Хопфа представлена систе-

мой уравнений в полярной системе координат 

 

В случае α<0, фазовые портреты имеют вид устойчивого фокуса 

 

 

 

В случае α>0, фазовые траектории меняют качественно меняются и на фазовом портрете по-

является устойчивый предельный цикл, хотя в линейном приближении предсказывается неустойчи-

вый фокус 

 

 

 

 

 

Контрольные задания 

1. Получить систему уравнений, записанную в декартовых координатах  в полярной системе 

координат 

2.  Решить систему уравнений в полярной системе координат 

3. Преобразовать решение, полученное в полярной системе в декартову и нарисовать фазовые 

траектории в осях yOx. 

4. Получить траектории в осях xOt и  yOt 

5. Существуют ли замкнутые фазовые траектории у динамической системы 

 

, 

если b(x,y)= exp(-βx)? Ответ обосновать с помощью критерия Дюлака. 

6. Что измениться, если b(x,y)=0 ? 



 

7. Придумать пример системы с отсутствием предельных циклов по критериям Бендиксона и 

Дюлака 

8.  Ознакомиться с информацией в файле «Колебания в биосистемах по Ризниченко»  

9. Составить презентацию из 20 слайдов: 10 вопросов и 10 ответов по информации в  файле 

«Колебания в биосистемах по Ризниченко»  

10. Домашнее задание (5 баллов). Обосновать предсказание неустойчивого фокуса в линейном 

приближении бифуркации Пуанкаре- Андронова- Хопфа  

 
Подсказка Найти собственные значения λ для якобиана системы 

 

 

 

Показать преподавателю 

Цели собеседования и практической работы 

Сформировать у обучающихся умения и навыки использования моделей колебаний живых си-

стем.  Применение к решению практических задач в биологии.  

Планируемые результаты обучения 

Умения построить модель и получить решение в MS Excel и RStudio. Формирование навыков 

работы в MS Excel и RStudio и использовать методы естественнонаучных дисциплин в профессио-

нальной деятельности для теоретического и экспериментального исследования. 

Содержание практической работы 

Задание  

1.Открыть папку «Дифференциальные уравнения колебательного процесса. Численный метод 

Эйлера» 

3. Выполнить задания по численному методу Эйлера в MS Excel способом, который указан в 

файле «ДУ второго порядка» 

4 Выполнить задания по численному методу Эйлера в RStudio способом, который указан в фай-

ле «ДУ второго порядка» 

 Показать преподавателю 

2.Краткие методические указания 

При подготовке к лабораторной работе необходимо обратить внимание на содержание основ-

ных теоретических вопросов, связанных определением колебаний в биосистемах, изложенных на 

лекционных занятиях.  

Шкала оценки 

Баллы Описание 

5 
Задания, включая контрольные, выполнены полностью и абсолютно пра-

вильно  

4 
Задания, включая контрольные, выполнены полностью и правильно, но 

решение содержит некоторые неточности и несущественные ошибки  

3 
Задания, включая контрольные, выполнены не полностью, с существен-

ными ошибками, но подход к решению, идея решения, метод правильны. 

2 

Задания,  включая контрольные, выполнены частично, имеет ошибки, 

осуществлена попытка решения на основе правильных методов и идей 

решения. 

0 Задания не выполнены. 

 



 

Занятие 7. Практическая работа 4 (часть 2) Динамический хаос. Дискретные по 
времени модели динамики численности популяции 

Собеседование. 

Введение. Динамический хаос. Известно, что динамический хаос описывается система урав-

нений Лоренца 

 

 
Решение которой (зависимость от времени) имеет нижеследующий вид при заданных кон-

стантах  

 
В трехмерном фазовом пространстве получается «бабочка» с двумя точками аттракторами 

 

 
 

 

Дискретные по времени модели динамики численности популяции.Теорема Шарковско-

го Исследуя унимодальные отображения, в частности, квадратичное отображение, А. Н. Шарковский 

в 1964 году обнаружил, что в области «хаоса» на соответствующей бифуркационной диаграмме 

имеются так называемые «окна периодичности» — узкие интервалы значений параметра r, в которых 

существуют периодические движения; им и соответствуют переходы в порядке Шарковского[1,3] 

 
В верхней строчке выписаны в порядке возрастания все нечётные числа, кроме 1, во второй 

строке — произведения нечётных чисел (кроме 1) на 2, в третьей — произведения нечётных чисел на 

2², в k-й строке сверху — произведения нечётных чисел на . Наконец, в последней (нижней) 

строке представлены чистые степени двойки. 

Например, в  логистическом уравнении при r = 3 собственное значение, вычисленное в непо-

движной точке u ∗ 2 = (r − 1)/r, равно минус единице, происходит бифуркация удвоения периода. 

Теорема Шарковского[2] . Пусть f : R → R — непрерывное отображение, и пусть f имеет цикл 

длины k. Тогда f имеет цикл длины m для всех таких m, что k > m в указанном выше порядке. Из этой 

теоремы следует, что если отображение не имеет циклов длины два, то оно вообще не имеет никаких 

циклов. Если отображение имеет цикл длиной три, то оно имеет циклы всех возможных длин.  



 

Из этой теоремы следует, что если отображение не имеет циклов длины два, то оно вообще не 

имеет никаких циклов. Если отображение имеет цикл длиной три, то оно имеет циклы всех возмож-

ных длин. 

Пример. Дискретное логистическое уравнение. Чтобы не допустить экспоненциального роста 

численности популяции, описываемого уравнением 

 

 
где 

 
была предложена модель (так называемое дискретное логистическое уравнение), в которой 

коэффициент прироста непостоянен:  

 
В литературе последнее уравнение также называют уравнением Ферхюльста с дискретным 

временем.  

Вышестоящее уравнение можно записать через параметр r   : 

 
Неподвижные точки находятся следующим образом 

 
 

Возвращаясь к теореме Шарковского, можно получить, что при r = 3 собственное значение, 

вычисленное в неподвижной точке u ∗ 2 = (r − 1)/r, равно минус единице, происходит бифуркация 

удвоения периода.  

Рассмотрим вторую итерацию уравнения:  

       
 Это отображение имеет четыре неподвижные точки: 

 

    
 Две последние точки существуют, если r > 3.  

Собственные значения  

 
Отображения f 2 в точках u3,4 одинаковы и равны µ = 4 + 2r − r 2 . Эти точки линейно устойчи-

вы для 3 < r < 1 + √ 6. Если же r = 1 + √ 6, то µ = −1. Можно доказать, что при этом значении пара-

метра снова происходит удвоение периода, рождается устойчивый цикл длины четыре 

Контрольные задания 

1.Что понимается под переменными в левой части  системы уравнений Лоренца, если рас-

сматривать движение нагретой жидкости (см.рис.ниже) 

 

2.Решить уравнение f2(u) - см выше для r=2 

3.Решить уравнение f2(u) - см выше для r=3 

4.Решить уравнение f2(u) - см выше для r=4 



 

 

Показать преподавателю 

 

Цели собеседования и практической работы 

Сформировать у обучающихся умения и навыки использования понятия странных аттракторов 

в модели динамического хаоса, проведения линейного анализа устойчивости траекторий, знакомство 

с примерами устойчивости хаотических решений моделей.  Применение к решению практических 

задач в биологии.  

Планируемые результаты обучения 

Формирование умения построить модель и получить решение в RStudio. Формирование навы-

ков работы в RStudio и использовать методы естественнонаучных дисциплин в профессиональной 

деятельности для теоретического и экспериментального исследования. 

Содержание практической работы 

Задание 1  

1. Ознакомиться[2] с уравнением Рикера  

 

где ut — безразмерная плотность популяции в момент времени t, r > 0 — коэффициент ро-

ста. 

2.Получить и исследовать решение. 

3 В MS Excel получить график u(r) [2], который демонстрирует удвоение периода 

 

Показать преподавателю 

Задание 2  

1. Открыть в системе Moodle папку «Теория Хаоса»  

2. Сделать презентацию по файлу РизниченкоЛекция Хаос (20-30 слайдов)  

3. Получить график странного аттрактора RStudio с параметрами a = -8/3 ; b =-10; c =28, в 

системе (10.1) и начальными состояниями X =1 , Y =1 , Z =1 



 

 

 

4.  Показать преподавателю  

5.  Пройти тест «Хаос» 

Краткие методические указания 

При подготовке к лабораторной работе необходимо обратить внимание на содержание основ-

ных теоретических вопросов, связанных определением основных формул по теме хаос изложенных 

на лекционных занятиях.  

Отчет о выполнении лабораторной работы должен быть представлен в электронном виде  

 

Шкала оценки 

Баллы Описание 

5 
Задания, включая контрольные, выполнены полностью и абсолютно пра-

вильно  

4 
Задания, включая контрольные,  выполнены полностью и правильно, но 

решение содержит некоторые неточности и несущественные ошибки  

3 
Задания, включая контрольные,  выполнены не полностью, с существен-

ными ошибками, но подход к решению, идея решения, метод правильны. 

2 
Задания выполнены частично, имеет ошибки, осуществлена попытка ре-

шения на основе правильных методов и идей решения. 

0 Задания не выполнены. 

 

Занятие 8. Практическая работа 4(часть 3) Дискретные модели с учетом управ-
ляющего воздействия 

Собеседование. 

Введение. Объектами моделирования и управления являются микробные популяции с непре-

рывной культурой микроорганизмов. В качестве примера обычно рассматривается модель Моно. С 

микроэволюционными процессами в микробных популяциях. Особый интерес представляют воз-

растные распределения: двухвозрастная модель и непрерывные возрастные распределения 

Контрольные задания 

1.Ознакомиться с информацией в файле «Управление микробными популяциями Ризниченко» 

2. Составить презентацию в PowerPoint, где рассмотреть вопросы 

 а) условия выращивания микроорганизмов, особенно автотрофных бактерий и дрожжей 



 

 б) пояснить рисунок 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

в)модель Моно 

3. Записать систему уравнений Моно 

4. Получить корни характеристического уравнения  

 

5. Логически обосновать, что   точка (0,y0) неустойчива - седло. 

 

Показать преподавателю 

 

Цели собеседования и практической работы 

Сформировать у обучающихся умения и навыки использования моделей с учетом управляю-

щих воздействий на  живые системы.  Применение к решению практических задач в биологии.  

Планируемые результаты обучения 

Формирование умения построить модель и получить решение в RStudio. Формирование навы-

ков работы в RStudio и использовать методы естественнонаучных дисциплин в профессиональной 

деятельности для теоретического и экспериментального исследования. 

Содержание собеседования и  практической работы 

 

Задание  

1.В RStudio получить фазовые портреты модели Моно 

  
 

Показать преподавателю 

 

Краткие методические указания 

При подготовке к лабораторной работе необходимо обратить внимание на содержание основ-

ных теоретических вопросов, связанных определением основных формул по теме управления микро-

организмами.  



 

Отчет о выполнении лабораторной работы должен быть представлен в электронном  

 

Шкала оценки 

Баллы Описание 

5 
Задания, включая контрольные, выполнены полностью и абсолютно пра-

вильно  

4 
Задания, включая контрольные,  выполнены полностью и правильно, но 

решение содержит некоторые неточности и несущественные ошибки  

3 
Задания, включая контрольные,  выполнены не полностью, с существен-

ными ошибками, но подход к решению, идея решения, метод правильны. 

2 

Задания, включая контрольные,  выполнены частично, имеет ошибки, 

осуществлена попытка решения на основе правильных методов и идей 

решения. 

0 Задания не выполнены. 

 

Занятие 9 Практическая работа 4(часть 4) Структура и уравнения глобальной 
модели Форрестера 

Собеседование. 

Введение. Известно, что в 1970 году, посетив по приглашению Римского клуба его заседание, 

Форрестер в первых числах июля 1970 года разработал модель развития человечества «World1», пер-

вые рабочие версии которой заработали 4 июля 1970 года. В модели «Мировая динамика» (МД)Дж. 

Форрестер выделяет пять основных переменных, которые характеризуют состояние всего мира: чис-

ленность населения, основные фонды, доля фондов в сельском хозяйстве, уровень глобального за-

грязнения и запас природных ресурсов [4] (модель приведена в Приложении). 

Уровни МД: 

 ─ численность людей на Земле в году  ; 

 ─ количество природных ресурсов в году ; 

 ─ количество производственных фондов в промышленности и сельском хозяйстве в году ; 

 ─ доля фондов в сельском хозяйстве; 

 ─ уровень загрязнения окружающей среды в году . 

Следующие соотношения определяют значения перечисленных характеристик в году  по их зна-

чениям в предыдущем году : 

      , (1) 

  , (2) 

  , (3) 

   , (4) 



 

CIAFt+1 = CIAFt + DT    (CFIFRt  CIQR t − CIAFt), (5) 

где ─ временной шаг, равный одному году; 

 ─ количество людей, родившихся в единицу времени момента (т.е. в году ); 

 ─ количество людей, умерших в единицу времени момента (т.е. в году ); 

 ─ уменьшение количества природных ресурсов в единицу времени около момента (т.е. в го-

ду) вследствие их изъятия для нужд производства; 

 ─ количество новых производственных фондов, созданных в единицу времени около момента 

(т.е. в году ) вследствие инвестиций; 

 ─ уменьшение количества фондов в единицу времени около момента (т.е. в году ) вследствие 

их амортизации; 

 ─ количество антропогенных выбросов загрязнителей в окружающую среду в единицу вре-

мени около момента (т.е. в году ); 

 ─ уменьшение количества загрязнителей в единицу времени около момента (т.е. в году ) 

вследствие свойства самоочищения окружающей среды; 

CIAFt = 15 лет ─ характерное время изменения структуры фондов в сельском хозяйстве по сравне-

нию с характерным временем их изменения в промышленности (вследствие инвестиций и амортиза-

ции): считается, что характерная скорость изменения доли фондов в сельском хозяйстве в 15 раз 

меньше характерной скорости изменения фондов в промышленном производстве. 

Модель МД содержит четыре параметра, способных ограничить рост населения — это истоще-

ние природных ресурсов, увеличение уровня загрязнения, перенаселённость, нехватка продуктов пи-

тания. 

В результате исследований было установлено, что модель МД представляет систему, в которой 

процесс роста сменяется упадком. Результаты одного из экспериментов приведены на рисунке ниже. 

 

 
 

 

 

 

 

 



 

Контрольные задания 

1. Ознакомиться в системе Moodle (или в Приложении к Методическим указаниям) с файлом 

«Модель Форрестера Махов» 

2. В презентации в PowerPoint составить вопросы и ответы по ключевым разделам файла (25 

слайдов) 

3. Слайд с выводами по моделям Форрестера 

4. Определить -чем вызван упадок численности населения согласно графикам МД, приведен-

ным на рисунке выше (устно) 

5. Объяснить обозначение надписей вдоль осей 

Показать преподавателю 

Цели собеседования и практической работы 

Сформировать у обучающихся умения и навыки использования моделей глобального развития 

живых систем.  Применение к решению практических задач в биологии.  

Планируемые результаты обучения 

Формирование умения построить модель и получить решение в RStudio. Формирование навы-

ков работы в RStudio и использовать методы естественнонаучных дисциплин в профессиональной 

деятельности для теоретического и экспериментального исследования. 

Содержание практической работы 

Задание   

1 В RStudio получить графики (рис.3) согласно уравнениям (1)-(5)-см.Приложение 

2. Показать преподавателю 

 

Краткие методические указания 

При подготовке к лабораторной работе необходимо обратить внимание на содержание основ-

ных теоретических вопросов, связанных определением основных формул по теме глобальной модели 

Форрестера. Отчет о выполнении лабораторной работы должен быть представлен в электронном ви-

де 

 

Шкала оценки 

 

Баллы Описание 

5 
Задания, включая контрольные,  выполнены полностью и абсолютно пра-

вильно. 

4 
Задания, включая контрольные,  выполнены правильно, но одно из зада-

ний  выполнено частично 

3 
Задания, включая контрольные,   выполнены не полностью, с существен-

ными ошибками, но подход к решению, идея решения, метод правильны. 

2 

Задания, включая контрольные,  выполнены частично, имеет ошибки, 

осуществлена попытка решения на основе правильных методов и идей 

решения.  

0 Задания не выполнены. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ  

Математическое моделирование мировой динамики и устойчивого развития на 

примере модели Форрестера 

  

Исторический экскурс 

  

В 1968 г. по инициативе Аурелио Печчеи [1, 2] (общественного деятеля и бизнесмена, тогда 

входившего в руководство фирмы "Оливетти") был создан Римский клуб – неправительственная ор-

ганизация ученых, предпринимателей, общественных деятелей. Клуб был создан с целью анализа и 

поиска решений глобальных проблем. С самого начала существования Клуба его задачей стало при-

влечение внимание широкой общественности к накопившимся глобальным проблемам. Довольно 

быстро члены Клуба осознали, что наилучшей формой достижения подобной цели было бы создание 

и использование математических моделей. Это позволило бы, с их точки зрения, представить суще-

ствующие проблемы в наиболее объективном ракурсе и поставить их в центр внимания всего обще-

ства. 

В июне 1970 г. на заседании в Берне Римский клуб предложил профессору МТИ, руководите-

лю группы системной динамики Дж. Форрестеру разработать модель глобального развития. Уже че-

рез 4 недели тот представил примитивную модель, грубо имитирующую основные процессы миро-

вой системы. Эта модель получила название "Мир-1". Последующая доработка и отладка привела к 

появлению так называемой модели "Мир-2". Именно ее мы и рассмотрим подробнее. Описание са-

мой модели, анализ полученных результатов и выводы были опубликованы в книге "Мировая дина-

мика" [3], увидевшей свет в 1971 г. Кратко изложим саму модель. 

Модель Форрестера построена на основании принципов системной динамики – метода изуче-

ния сложных систем с нелинейными обратными связями, который до этого сам Форрестер со своими 

сотрудниками разрабатывал с конца 50-х годов. Аналитические основы построения модели, предна-

значенной для имитации мировых процессов, были рассмотрены в его предыдущих работах, посвя-

щенных изучению промышленных и урбанизированных систем [4]. Качественный скачок заключался 

лишь в том, чтобы перейти от подобных микросистем к глобальной макросистеме. 

Метод системной динамики предполагает, что для основных фазовых переменных (так назы-

ваемых системных уровней) пишутся дифференциальные уравнения одного и того же типа: 

  

,                                                                                       

  

где y+ – положительный темп скорости переменной y, включающий в себя все факторы, вызы-

вающие рост переменной y; y–– отрицательный темп скорости, включающий в себя все факторы, вы-

зывающие убывание переменной y. 

Предполагается, что эти темпы расщепляются на произведение функций, зависящих только от 

"факторов" – комбинаций основных переменных, т.е., в свою очередь, самих являющихся функциями 

системных уровней: y± = g(y1, y2,…, yn) = f(F1, F2,…, Fk) = f1(F1) f2(F2) … fk(Fk), 

где  – факторы, причем m = m(j) < n, k = k(j) < n (число уровней). Т.е. факторов 

меньше, чем основных переменных, и каждый фактор зависит не от всех системных уровней, а толь-

ко от какой-то их части. Это позволяет упростить задачу моделирования. 

Непосредственно моделирование мировой динамики проводилось Форрестером поэтапно. Ос-

новные этапы таковы. 

1. Концептуализация – выделение главного. На этом этапе выделялись наиболее существен-

ные, на взгляд Форрестера, мировые процессы, такие как: 1) быстрый рост населения; 2) индустриа-

лизация и связанный с ней промышленный рост; 3) нехватка пищи; 4) рост отходов производства; 5) 

нехватка ресурсов. 

Отсюда основные переменные (системные уровни): 

1)     население P; 

2)     основные фонды K; 



 

3)     доля фондов в сельском хозяйстве (т.е. в отрасли обеспечения пищей) X; 

4)     уровень загрязнения (или просто загрязнение) Z; 

5)     количество невозобновляемых (невосстановимых) природных ресурсов R. 

А также факторы, через которые и осуществляется взаимовлияние переменных при построе-

нии дифференциальных уравнений: 

·        относительная численность населения PP (население, нормированное на его численность в 

1970 году); 

·        удельный капитал KP; 

·        материальный уровень жизни C; 

·        относительный уровень питания (количество пищи на человека) F; 

·        нормированная величина удельного капитала в сельском хозяйстве XP; 

·        относительное загрязнение ZS; 

·        доля остающихся ресурсов RR. 

Помимо перечисленных переменных, Форрестер ввел еще понятие о "качестве жизни" Q. Этот 

фактор является своего рода мерой функционирования исследуемой системы, т.е. носит характер ин-

дикатора. Зависит этот индикатор от четырех факторов PP, C, F, ZS: Q = QC QF QP QZ. В целом он не 

играет существенной роли в модели, поэтому, в дальнейшем не рассматривается. 

Скажем несколько слов по поводу единиц измерения основных переменных. Население есте-

ственно оценивать числом людей, доля фондов в сельском хозяйстве – безразмерная величина между 

0 и 1. Выбор единиц для фондов, загрязнения и ресурсов осуществлялся привязкой к базовому году. 

Единицей капитала считается условная величина – капитал, приходящийся на душу населения в 1970 

г.; единицей ресурсов считается их годовое потребление в 1970 г.; за единицу загрязнения принима-

ется условная величина – загрязнение, приходящееся на одного человека в 1970 году. 

2. Составление уравнений. Для системных уровней пишется система дифференциальных 

уравнений, которая в упрощенном виде записывается так: 

  

,                                                                                                   (1) 

,                                                                                                    (2) 

,                                                                                                    (3) 

,                                                                                                     (4) 

 ,                                                                                                           (5) 

  

где B = B(C, F, PP, ZS) = cB·BC(C)·BF(F)·BP(PP)·BZ(ZS) – темп рождаемости, 

D = D(C, F, PP, ZS) = cD·DC(C)·DF(F)·DP(PP)·DZ(ZS) – темп смертности, 

K+ = K+(P, C) = P·KC(C) – скорость производства основных фондов, 

X+ = X+(F, Q) = XF(F)·XQ(Q) / TX – прирост доли сельскохозяйственных фондов, 

Z+ = Z+(P, KP) = P·ZK(KP) – скорость генерации загрязнения, 

TZ = TZ(ZS) – характерное время естественного разложения загрязнения, 

R- = R-(P, C) = P·RC(C) – скорость потребления ресурсов. 

  

Уравнения для вспомогательных переменных: 



 

  – относительная плотность населения  

  – удельный капитал 

 – относительное загрязнение  

  – доля оставшихся ресурсов 

 – относительная величина сельскохозяйственных фондов 

 – относительное качество жизни   

 – уровень питания  

 – материальный уровень жизни 

Все обозначенные выше буквы с подстрочными символами (BC, BF, KC и т.д.) суть таблицы с 

линейной интерполяцией (так называемые множители). Эти таблицы строились (задавались) либо 

экспертами в данной области, либо – если экспертов не было – самим Форрестером (в качестве при-

меров см. рис. 1 и 2). 

  

  

         Рис. 1. Множитель BC(C)                        Рис. 2. Множитель ER(R) 

  

Константы: 

cB = 0,04 – нормальный темп рождаемости, 

cD = 0,028 – нормальный темп смертности, 

cK = 0,05 – нормальный темп фондообразования, 

TK = 40 лет – постоянная износа основных фондов, 

TX = 15 лет – время выбытия доли сельскохозяйственных фондов, 

tN = 1970 – базовый год, 

PN = 3,6·109 – численность населения в 1970 г., 

XN = 0,3 – нормальная часть фондов в сельском хозяйстве, 



 

ZN = 3,6·109 – стандартное загрязнение, численно совпадающее с PN. 

  

Начальные данные: 

t0 = 1900,  P0 = 1,65·109,  K0 = 0,4·109,  X0 = 0,2,  Z0 = 0,2·109,  R0 =9·1011 (значение было взято, исходя 

из предположения, что ресурсов при скорости их потребления как в 1970 г. должно хватить на 250 

лет). 

  

Расчеты по своей модели Форрестер проводил для временного интервала с 1900 по 2100 г.г. С 

1900 г. по 1970 г. – главным образом, для того, чтобы "отладить" (настроить) параметры модели на 

известных данных, а с 1970 г. – уже как чисто прогнозные. Иными словами, параметры модели (в 

частности, cB, cD, cK ), начальные данные и отчасти табличные функции подбирались, чтобы динами-

ка системы совпала по возможности с реальной мировой динамикой на интервале от 1900 до 1970 

г.г., а дальше система пускалась, так сказать, "в свободное плавание". В результате этого расчета по-

лучилась картина развития, представленная на рис. 3. 

  

  

                        а)                                                                       б) 

Рис. 3. Модель Форрестера в первоначальном виде: кризис ввиду истощения ресурсов. Снача-

ла падает материальный уровень жизни, потом численность населения и капитал. Кризис наступает 

примерно к 2020-30 г.г. Все величины представлены в условных единицах (т.е. реально показаны 

не P, K, Z, R а PP,K/PN, ZS, RR соответственно). На рисунке б) графики представлены в двух масшта-

бах: один показан на левой оси ординат, второй – на правой оси. Т.е., такие переменные, как уровень 

питания F, уровень жизни C и количество ресурсов R меняются от 0 до 1.2, а доля фондов в сельском 

хозяйстве – от 0 до 0.45. 

  

Видно, что после периода монотонного роста численность населения с 2025 г. начинает 

уменьшаться, причем за 75 лет сокращается в полтора раза, т.е. почти на 2 млрд. человек. Невозоб-

новляемых природных ресурсов к 2100 году остается меньше ⅓ начальных запасов (т.е. R0), уровень 

загрязнения к 2050 г. в несколько раз превышает стандартный уровень ZN, а затем начинает падать, 

что является следствием общего упадка промышленности и сокращения численности населения. Ма-

териальный уровень жизни (или просто уровень жизни) достигает максимума примерно в 2000 г., а 

затем падает. Относительный уровень питания после 1970 г. незначительно уменьшается примерно 

до 2015 г., затем вырастает из-за того, что падает население, хотя в целом ведет себя весьма стабиль-

но – это связано главным образом с заложенным в модель механизмом распределения инвестиций по 

отраслям. Как только сокращаются ресурсы, резко падает численность населения и промышленное 

производство. 

Заметим, что о технологиях и их развитии Форрестер ничего не говорит и в свою модель яв-

ным образом не вводит, пожалуй, это одно из основных упущений его работы. Здесь позиция иссле-

дователя такова: зафиксируем наши возможности (технологический уровень) на данном этапе и экс-



 

траполируем современные тенденции в части потребления ресурсов, роста загрязнения, выбытия 

плодородных земель, демографической динамики. Понятно, к чему такое приведет. С другой сторо-

ны, тем самым Форрестер показал необходимость развития нужных технологий, решающих тот круг 

задач, который рассматривается в модели. 

Форрестер пробовал изменять по очереди параметры модели в разумных пределах (такие, как 

запасы ресурсов, их потребление на душу населения, продуктивность сельского хозяйства и т.п.); в 

результате несколько менялись величина и время наступления спада, но общая картина упадка (типа 

представленной на рис. 3) сохранилась. 

  

  

                        а)                                                                       б) 

Рис. 4. Результаты модели Форрестера в предположении о снижении в 1970 году скорости по-

требления ресурсов в 4 раза, что могло быть вызвано, к примеру, экономией. Это вызывает кризис 

загрязнений. Население резко уменьшается в несколько раз, также быстро падают фонды, рост уров-

ня питания и уровня жизни просто означает, что оставшийся капитал используется остальной частью 

населения (такое может быть справедливо в предположении, что все "вредные" производства нахо-

дятся в густонаселенных отсталых странах, а население, активно использующее капитал, проживает 

в других странах). 

  

В частности, на рис. 4 приведен расчет в случае, когда в 1970 г. происходит уменьшение ско-

рости потребления ресурсов в 4 раза, т.е. в соответствующем уравнении (5) в правой части появляет-

ся коэффициент 0,25. Иначе говоря, предполагается, что технологии обеспечивают тот же уровень 

жизни при меньшем истощении расходуемых невосполнимых ресурсов. Такое предположение при-

водит к кризису, связанного с загрязнением. Из-за того, что потребление ресурсов сократилось, их 

количество довольно велико для того, чтобы успели сильно вырасти численность населения, матери-

альный уровень жизни и фонды, что приводит к резкому росту загрязнения. Максимум загрязнения к 

2060 г. в 40 с лишним раз превышает стандартный уровень. Население достигает своей максималь-

ной численности в 2030 г., а затем в течение 20-летнего периода резко падает до шестой части этого 

наибольшего значения. 

Необходимо сказать, что в задачу Дж. Форрестера при построении модели не входило точное 

предсказание количественных характеристик мировой системы, но скорее выявление общих каче-

ственных тенденций динамики основных переменных, анализ чувствительности результатов по от-

ношению к различным заложенным в модель предположениям (сам Форрестер изначально считал 

"Мир-2" просто рабочей моделью, помогающей лучше освоить предмет системной динамики). Для 

достижения этой цели существенным является не столько точное количественное определение всех 

параметров модели, сколько правильный учет причинно-следственных связей системы. 

Следует обратить внимание на то, что численные результаты модели по населению вступают в 

противоречие с реальными данными о том, как на самом деле росло население Земли за последние 30 

лет. Так, например, в 2000 г. реальная численность населения была чуть больше 6 млрд. чел., в то 

время как модель "Мир-2" предсказывала 5 млрд. (см. рис. 3). Это дает повод усомниться в числен-



 

ном, количественном соответствии модели и реальности, но такая цель и не преследовалась автором 

модели. Здесь куда важнее качественная сторона результатов, т.е. вид динамики переменных, по-

скольку не вполне ясно в какой мере будут соотноситься модель и реальность в будущем. Может 

оказаться, кроме того, что реальная динамика более сжата или, наоборот, растянута по времени, т.е. 

условные годы – временные шаги модели – могут соответствовать месяцам или, наоборот, десятиле-

тиям в реальности. Для целей глобальной модели и то, и другое не столь существенно по сравнению 

с поведением переменных системы. И если удается это поведение хоть как-то предсказать, можно 

считать, что модель строилась не зря. С этой точки зрения вопрос о справедливости прогноза миро-

вой динамики, данный в модели, до сих пор остается открытым (еще не прошли сроки, позволяющие 

судить, оправдался ли сделанный прогноз). 

Результаты (в трактовке самого Форрестера и следующих за ним исследователей) показали 

неизбежность кризиса, связанного с истощением ресурсов и ростом загрязнения (рис. 3, 4), если со-

хранятся современные тенденции и не будет предпринято никаких мер для обеспечения бескризис-

ного развития. 

Единственный способ избежать кризиса, связанного, как считал Форрестер, с экспоненциаль-

ным ростом, – переход к глобальному равновесию, когда переменные системы выходят на стационар-

ные значения и не меняются. Подчеркнем, кризиса в рамках данной модели, а не в реальности. Соот-

ветствие модели действительности – отдельная проблема, которая здесь в полном объеме не рассмат-

ривается. Не касаясь вопроса, насколько вообще реальна концепция "нулевого роста", приписывае-

мая Форрестеру (а потом и всему Римскому клубу), обратим внимание лишь на то, что осуществить 

такую стабилизацию в рамках модели невозможно, поскольку ресурсы могут только убывать и, сле-

довательно, не могут стабилизироваться. Сам Форрестер это прекрасно понимал и в своей книге пи-

сал, что без регенерации отходов и применения заменителей истощение природных ресурсов рано 

или поздно вызовет кризис в моделируемой системе [3]. 

Тем не менее, для остальных переменных можно добиться выхода на стационар в течение рас-

сматриваемого Форрестером промежутка времени (с 1970 по 2100 г.г., после чего снова начинается 

деградация системы), что он и продемонстрировал (см. рис. 5), видоизменив модель и введя следую-

щие ограничения (начиная с 1970 г.): 

1)     темп потребления ресурсов уменьшен вчетверо по сравнению с 1970г. 

2)     генерация загрязнения уменьшена вдвое 

3)     фондообразование уменьшена на 40% 

4)     производство продуктов питания уменьшено на 20% 

5)     темп рождаемости уменьшен на 30% 

  

  

                        а)                                                                       б) 

Рис. 5. Модель Форрестера при условиях 1-5. Основные параметры стабилизируются до кон-

ца XXI века, после чего истощение ресурсов все-таки вызывает кризис. Чтобы это проиллюстриро-

вать, динамика переменных показана до 2150 г. 

  



 

Общий вывод, который можно сделать на основании модели "Мир-2", таков. Модель Фор-

рестера – простая, ясная и полезная модель, иллюстрирует интересный подход к моделированию 

сложных нелинейных систем. Задуманная как учебный пример применения метода системной дина-

мики, она стала неким образцом для последующих работ, привлекла внимание к проблеме мировой 

динамики, дала толчок к проведению других исследований, что привело к появлению целого направ-

ления, получившего название глобального моделирования. Вместе с тем нельзя не упомянуть и о не-

достатках модели: не учитывается много важных факторов, явным минусом также является затруд-

ненная идентификация модели, некоторые зависимости носят непроверяемый фантастический харак-

тер, метод построения модели не во всем адекватен, рекомендации Форрестера по предотвращению 

кризиса нереалистичны. 

После Форрестера разработка новой глобальной модели была осуществлена его учеником 

Д. Медоузом, построившим более подробную модель "Мир-3", являющуюся в некотором смысле 

продолжением работы Форрестера. Результаты его исследований стали широко известны после вы-

хода в свет в 1972 г. книги "Пределы роста", которая стала первым официальным докладом, подго-

товленного по инициативе Римского клуба. Как и "Мир-2", модель Медоуза основывается на методе 

системной динамики, в ней тоже 5 основных секторов (демографии, капитала, сельского хозяйства, 

загрязнения, невозобновляемых ресурсов), только переменных не по одной на каждый сектор, как 

было у Форрестера, а больше (за исключением загрязнения и ресурсов). То есть была проведена деза-

грегация переменных, кроме того были сделаны и другие небольшие изменения-усложнения. Как и у 

Форрестера, интегрирование системы уравнений проводилось на участке с 1900 г. по 2100 г. Расчеты 

по модели показали, что ее поведение качественно очень похоже на поведение модели "Мир-2". Ока-

залось, что здесь также неизбежна катастрофа по причине истощения ресурсов и чрезмерного роста 

загрязнения. 

К сожалению, несмотря на большую детализацию и кажущуюся поэтому большую объектив-

ность по сравнению с моделью Форрестера, модель "Мир-3", как нам представляется, является еще 

более некорректной чем "Мир-2". Сам Медоуз признавал, что обладал всего лишь 0,1% необходимой 

информации, остальное, по-видимому, он придумал сам. Поэтому, наверное, некоторые зависимости 

(табличные функции) получились просто неверными. Излишнее усложнение модели привело к тому, 

что ее идентификация еще более затруднилась (ввиду того, что количество параметров модели вы-

росло почти в три раза). То, что результаты в целом совпали, связано было именно с тем, что костяк 

модели остался прежним (т.е. такой же, как и в модели Форрестера), главным образом, это касается 

уравнений для ресурсов и загрязнения. А раз так, то и получается тот же эффект. Иначе говоря, до-

стоинств значительно не прибавилось, а вот минусов стало гораздо больше, поэтому усложнение, 

проведенное Медоузом, представляется с этой точки зрения (полученные результаты по отношению 

к затраченным усилиям) неоправданным. 

По тому же пути усложнений и детализации моделей двигались и последующие исследовате-

ли. Среди прочих работ по глобальному моделированию выделяются работы Месаровича – Пестеля, 

Эрреры, Кайя – Судзуки, Линнемана, Робертса, В.Леонтьева [2, 6], в Советском Союзе модели созда-

вались коллективами ВНИИСИ и ВЦ АН СССР. 

В подавляющем большинстве случаев эти модели очень "раздуты", количество переменных и 

параметров в них исчисляется сотнями или даже тысячами. Такие сверхсложные модели неудовле-

творительны: их трудно верифицировать, поскольку жизнь не стоит на месте, а мы имеем дело с не-

обратимо развивающейся сложной системой; в них трудно понять, какие факторы являются опреде-

ляющими, а какие сопутствующими; есть опасность подмены понимания вычислениями. 

Успехи, достигнутые в этом направлении, более чем скромны: только одному коллективу во 

главе с академиком Н.Н. Моисеевым удалось произвести воздействие на массовое сознание и на по-

литиков, сравнимое с тем, какое произвели первые глобальные модели. Именно, речь идет о модели-

ровании "ядерной зимы". Результаты, полученные группой Н.Н. Моисеева, оказали огромное влия-

ние на нашу жизнь, да и продолжают оказывать, продемонстрировав невозможность глобальной 

ядерной войны и, тем самым, очертив границы дозволенного человеку. Других глобальных моделей, 

которые давали бы такой же понятный и наглядный результат, по-видимому, не построено (либо они 

широко не известны). 

В 70-е и отчасти в 80-е г.г. XX века исследователи полагали, что достаточно учесть как можно 

больше факторов, чтобы адекватно описать реальное поведение мировой системы. Они не учли при 

этом трудности идентификации больших моделей, поскольку в большинстве случаев известны не ко-

личественные характеристики протекающих процессов, но лишь качественное поведение. "Глобаль-



 

ное моделирование" показало серьезную ограниченность существующих методов прогноза мировой 

динамики. Оказалось, что задачи, которые ставились при построении большинства моделей, не могли 

быть решены применяемыми средствами в силу общей ограниченности знания, носящей зачастую 

принципиальный характер. Поэтому большинство проведенных исследований зашло в тупик и не 

оправдало возлагавшихся на них надежд. 

В исследованиях мировой динамики, видимо, стоит опираться, прежде всего, на наглядные и 

простые базовые модели. К сожалению, таких моделей не очень много и модель Форрестера – одна 

из них. 

  

Глобальные модели и устойчивое развитие 

  

Модели Форрестера и Медоуза привлекли внимание мировой общественности и научного со-

общества к глобальным проблемам. Хотя в истории человечества не было недостатка в проблемах 

различной степени сложности и драматизма, но никогда еще не намечалось эпохи, когда бы пробле-

мы одна другой масштабнее и труднее возникали почти в одно и то же время перед человечеством в 

целом, да еще с такой категоричностью, которая ставит общество на грань гибели в случае недоста-

точно точного и правильного ответа на этот исторический вызов. Впервые в истории все человече-

ской общество оказалось перед выбором пути развития и, пожалуй, самое необычное в сложившейся 

ситуации то, что "оценивать" правильность выбора будут не столько сами люди, сколько окружаю-

щая их природная среда и биосфера в целом. От этого выбора будет зависеть существование самого 

человечества, на карту поставлена жизнь всей мировой цивилизации и человека как вида. 

Решение этих проблем требует решительного пересмотра существовавшей до сих пор пара-

дигмы развития мирового сообщества. По общему признанию, человечеству необходим новый путь 

развития, поскольку существующий завел в тупик, поэтому складывается впечатление, что многие 

нынешние мировоззренческие ценности, ориентиры, порожденные и взятые человечеством у Запад-

ной цивилизации, перестали быть адекватными при попытке справиться с растущими трудностями. 

На роль такой новой парадигмы претендует идея "устойчивого развития" (от англ. sustainable 

development, которое буквально переводится как согласованное, самоподдерживающее развитие), 

впервые озвученная в 1986г. Гру Харлем Брундтланд в докладе "Наше общее будущее". Именно с 

этого момента в средствах массовой информации начал употребляться термин "sustainable 

development", под которым стали понимать такую модель развития, при которой достигается удовле-

творение жизненных потребностей нынешнего поколения людей без уменьшения такой возможности 

для будущих поколений. Она получила поддержку в 1992г. на конференции ООН в Рио-де-Жанейро, 

где была принята Декларация по окружающей среде и развитию – декларация необходимых мер для 

проведения в жизнь стратегии устойчивого развития, основные идеи которой таковы. 

·        Люди имеют право на здоровую и плодотворную жизнь в гармонии с природой. 

·        Сегодняшнее развитие не должно осуществляться во вред интересам развития и охране 

окружающей среды на благо нынешнего и будущих поколений. 

·        Для достижения устойчивого развития защита окружающей среды должна составлять 

неотъемлемую часть процесса развития и не может рассматриваться в отрыве от него. 

·        Искоренение нищеты и неравенства в уровне жизни в различных частях мира необходимо 

для обеспечения устойчивого роста и удовлетворения потребностей большинства населения. 

·        Государства сотрудничают в целях сохранения, защиты и восстановления целостности эко-

системы Земли. Развитые страны признают ответственность, которую они несут в контексте 

международных усилий по обеспечению устойчивого развития с учетом стресса, который со-

здают их общества для глобальной окружающей среды, технологий и финансовых ресурсов, 

которыми они обладают. 

·        Государства должны ограничить и ликвидировать нежизнеспособные модели производства 

и потребления и поощрять соответствующую демографическую политику. 

·        Экологические вопросы решаются наиболее эффективным образом при участии всех заин-

тересованных граждан. Государства развивают и поощряют информированность и участие 

населения путем предоставления широкого доступа к экологической информации. 

·        Государства должны сотрудничать в деле создания открытой международной экономиче-

ской системы, которая приведет к экономическому росту и устойчивому развитию во всех 

странах. 



 

·        Устойчивое развитие требует более глубокого научного понимания проблем. Государствам 

следует делиться знаниями и новыми технологиями для достижения целей устойчивости. 

·        Война неизбежно оказывает разрушительное воздействие на процесс устойчивого развития. 

Поэтому государства должны уважать международное право, обеспечивающее защиту окру-

жающей среды во время вооруженных конфликтов, и должны сотрудничать в деле его даль-

нейшего развития. 

Несмотря на принятие концепции устойчивого развития, тем не менее, нельзя не отметить, что 

"... анализ даже научных публикаций показывает, что ясности в понимании самого понятия не приба-

вилось. Можно сказать, что идет ожесточенная борьба за выгодное каждому участнику этих научных 

и не очень научных дискуссий понимание этого термина. Суть проблемы заключается в том, что за 

этими двумя словами скрываются колоссальные материальные и финансовые интересы, которые и 

формируют различные в своих целях концепции устойчивого развития. В то же время существует 

ядро идей, которое признается всеми участвующими в общественном дискурсе сторонами, и которое 

было бы правильно называть парадигмой устойчивого развития" [7, с. 7]. 

Одним из последствий таких дискуссий стало принятие положения о том, что каждое государ-

ство должно разрабатывать собственную национальную концепцию устойчивого развития и страте-

гии перехода к нему. Наибольший интерес представляет возможная национальная концепция США 

(на основании материалов Президентского совета по устойчивому развитию), поскольку это пока 

единственная на сегодняшний день сверхдержава, во многом определяющая будущее мировой циви-

лизации. Следовательно, любая стратегическая инициатива, исходящая из Вашингтона, должна рас-

сматриваться предельно внимательно. 

Если кратко суммировать основные положения данной концепции и "Повестки на XXI век", то 

получатся следующие условия устойчивого развития: 

1.     скорейшая стабилизация численности населения планеты; 

2.     отказ от излишеств в потреблении, т.е. его сокращение; 

3.     минимизация удельных расходов сырья и энергии во всех видах производства и замена не-

возобновимого сырья на возобновимое везде, где это возможно; 

4.     недопущение роста загрязнений, переход к более чистому промышленному производству; 

5.     широкое вовлечение науки в решение вставших проблем (создание необходимых техноло-

гий). 

Сравнение условий 1, 3, 4 с условиями глобального равновесия в модели Форрестера показы-

вает, что, в общем и целом, это совпадающие понятия и в модели Форрестера устойчивое развитие 

может быть реализовано в виде стационарного (или близкого к нему, если вдруг окажется, что тех-

нологии будущего позволят экономический рост при стабилизации остальных переменных) решения. 

По упоминавшимся ранее причинам в классической модели такой режим оказывается невозможным, 

поэтому необходимо модифицирование модели Форрестера. 

Одна из таких модификаций была осуществлена в работах коллектива исследователей под ру-

ководством В.А. Егорова [5, 6]. В своих исследованиях они занимались вопросом введения управля-

ющих воздействий в глобальные модели "Мир-2" и "Мир-3" с целью предотвращения глобального 

кризиса. Для этого предлагается воздействовать на такие факторы как материальный уровень 

жизни C, относительное загрязнение ZS, уровень питания F путем распределения капиталовложений 

в предположении (при условии того), что: 

1) разработана и внедрена в промышленность технология утилизации и/или восстановления 

ресурсов; 

2) создана промышленная отрасль по искусственной очистке загрязнения; 

3) можно изменять инвестиции в сельскохозяйственные фонды. 

Тогда можно направлять капитал во вновь созданные отрасли и на изменение доли фондов в 

сельском хозяйстве. На языке уравнений это означает следующее. 

В правую часть уравнения для ресурсов (5) добавляется слагаемое , где UR – доля капи-

тала, идущая на восстановление ресурсов, cR – стоимость восстановления единицы ресурса, т.е.: 

  

                                                                                   (6) 



 

  

В правую часть уравнения для загрязнения (4) добавляется отрицательный член , 

где UZ – доля капитала, направляемая на борьбу с загрязнением, cZ – стоимость очистки единицы за-

грязнения, т.е.: 

  

.                                                                           (7) 

  

В правую часть уравнения для доли сельского хозяйства (3) вводится управляющее воздей-

ствие в виде множителя (1+UX), тогда: 

  

.                                                                         (8) 

  

Кроме того, материальный уровень жизни вычисляется по новой формуле, учитывающей вве-

денное распределение капитала: 

  

.                                                                     (9) 

  

Указанные величины UR, UZ и UX представляют собой функции времени и, будучи определе-

ны, задают некоторый сценарий развития системы. Далее решалась по существу задача оптимального 

управления: задавался критерий и искались управления, доставляющие максимум выбранного крите-

рия. В.А. Егоров с коллегами показал, что подбором критерия и приближенным решением получаю-

щейся вариационной задачи можно добиться динамики, при которой в модели не будет "кризиса по 

Форрестеру" на достаточно продолжительном временном интервале (до конца XXI века). 

К сожалению, наряду с достоинствами, в работах В.А. Егорова и его группы есть ряд положе-

ний, вызывающих серьезные вопросы. Перечислим их. 

Прежде всего, вызывает сомнения возможность постановки задачи оптимального управления 

для мировой системы. Очень точно управлять можно, зная какие факторы и процессы главные, а ка-

кие несущественны не только в настоящий момент, но и в будущем, иначе может оказаться, что про-

грамма управления не доставит максимум критерия, а наоборот ухудшит ситуацию. К сожалению, в 

силу быстрых изменений в мире подобное управление не может гарантировать устойчивость систе-

мы. 

Затем, не вполне понятно, зачем вводить управление для доли сельского хозяйства. Какая 

именно проблема решается таким способом, если основная проблема в модели Форрестера – исчер-

пание ресурсов и большой рост загрязнений? Подобная модификация представляется излишней. 

Ну, и, наконец, последнее замечание. Большие сомнения вызывают проделанные расчеты и 

полученные на их основании результаты, так как выполнены они были не совсем для модели Фор-

рестера, поскольку В.А. Егоров вместо относительного загрязнения использовал понятие удельного, 

т.е. отнесенного на численность населения: . Это предположение не очень логично: получа-

ется, что загрязнение делится на всех жителей, и чем больше население, тем меньшее влияние оказы-

вает загрязнение на систему (поскольку оно действует только через переменную ZS). У самого Фор-

рестера в модели другая логика: загрязнение влияет на систему как абсолютная, а не удельная вели-

чина, но измерять его можно в относительных единицах, тем самым приводя все табличные функции 

к унифицированному виду и более или менее единому масштабу. 

От этого нововведения меняются (и весьма заметно) численные результаты модели. Так, 

например, максимум загрязнения в модели Форрестера достигает примерно 20·109, а при такой мо-

дификации около 12.5·109 (условных единиц), т.е. отличие более чем в полтора раза. Также по этой 



 

причине этими исследователями были получены неверные результаты при исследовании стационар-

ных решений модифицированной модели. 

Из современных исследователей модификациями моделей "Мир-2" и "Мир-3" занимается в 

Институте социально-политических исследований группа под руководством В.М. Матросова [8, 9]. 

Ими была осуществлена серьезная модификация модели Форрестера в трактовке В.А. Егорова. В 

частности, были введены такие факторы как биомасса растительности Земли, научно-технический 

прогресс, политическая напряженность. В отличие от В.А. Егорова, они ничего не оптимизировали, 

а включили управления в систему уравнений, жестко задав закон их изменения и связав с прочими 

факторами. В рамках полученной модели удалось найти стационарные решения и показать их устой-

чивость. 

Здесь минусом является сложность модификаций, заслоняющая существо дела. Тем более что 

нет общепринятой точки зрения на взаимосвязь таких величин, как научно-технический прогресс и 

политическая напряженность с другими переменными. А существо, при всех модификациях, то же, 

что и в модели Форрестера: без "планетосбергающих" технологий кризис неизбежен. 

Плюсом же является отказ от оптимизации, т.е. в каком-то смысле упрощение концепции 

управления посредством обычно функциональной обратной связи (носящей "подстраиваемый" ха-

рактер), что при надлежащем выборе функции может придать структурную устойчивость мировой 

системы, а также при возникновении новых факторов развития гарантировать минимальное ухудше-

ние, возникающее при этом. Эти соображения позволяют произвести еще одну модификацию модели 

Форрестера (более простую и, как кажется, более корректную, чем предыдущие). 

  

Модифицированная модель Форрестера. Исследование стационарных решений 

  

Как и В.А. Егоров, будем считать, что часть капитала направляется на восстановление ресур-

сов (или их вторичную переработку) и на борьбу с загрязнением. Соответственно вместо уравнений 

(4) и (5) имеем (7) и (6) соответственно. В отличие от работ В.А. Егорова, не проводилось модифика-

ции сельскохозяйственного блока, так как это не влияет на существование стационарных решений и 

потому на выбранном уровне описания является излишним, т.е. уравнение (3) остается в силе. Мате-

риальный уровень жизни вычисляется по формуле (9). 

Остальные определения, соотношения и уравнения модели Форрестера сохраняются, поэтому 

при Ui ≡ 0, i = R, Z данная модель совпадает с моделью (1)–(5). Функции UR, UZ в отличие от упоми-

навшихся работ В.А. Егорова и его соавторов не являются произвольными функциями времени, но 

определяются через основные переменные модели. Поскольку они по своему смыслу подобны X, 

считалось, что для них справедливы по аналогии с (3) уравнения: 

  

,                                                                               (10) 

,                                                                               (11) 

  

где GR, GZ – инвестиции (с точностью до множителей TUR, TUZ) в соответствующие отрасли 

индустрии по восстановлению ресурсов и очистке загрязнений, TUR, TUZ – время выбытия части фон-

дов в данных отраслях (отражая тот факт, что фонды не создаются и не исчезают мгновенно). Они 

считались константами одного порядка с TX, т.е. 10-15 лет. Предполагалось, что новые отрасли не со-

зданы до 2000 г., т.е. при t < t' = 2000 GR = 0, GZ = 0. 

Немаловажным является вопрос о "качестве" получающихся стационаров, поэтому к искомым 

стационарным решениям предъявлялся ряд "желательных" требований: 1) Z ≤ Zmax; 2) R ≥ Rmin; 

3) C ≥ Cmin; 4) F ≥ Fmin, где Zmax – максимально допустимый уровень Z, а Rmin, Cmin, Fmin – минимально 

допустимые уровни R, C, F. Наиболее типичные значения, использовавшиеся при расчетах, 

такие: Rmin = 0.5R0 (где R0 = R(1900) – начальный запас ресурсов), Cmin = 0.5, Fmin = 0.9, (ZS)max = 10. 

Выбор подобных значений обусловлен прежде всего тем, что при них указанные величины через 

табличные функции начинают качественно влиять на остальные переменные и динамику системы в 

целом. 



 

Наша задача состоит в том, чтобы указать вид функциональной зависимости GR(R) и GZ(Z), га-

рантирующих нужные стационары модифицированной системы, т.е. удовлетворяющие перечислен-

ным выше требованиям. Поэтому сначала было исследовано, при каких значениях 

параметров cR, cZ, GR, GZ (или, что то же, UR, UZ) стационарные решения вообще существуют (см. 

рис. 6). 

Вещественные части всех собственных значений системы, линеаризованной в окрестности 

каждого из найденных решений, оказались отрицательными, из чего можно сделать вывод об устой-

чивости всех найденных стационаров. 

  

 
Рис. 6. Область допустимых значений (UR, UZ) при cR = 0.3, cZ = 0.4. Сплошная линия соответ-

ствует границе области допустимых значений, на ней стационары перестают существовать. На левой 

части границы (от UR = 0 до UR = 0.115) Z ≤ 0, на правой (от UR = 0.115 до UR = 0.164 ) R ≥ 1 (в услов-

ных единицах по отношению к R0, т.е. фактически RR). Левый пунктир (UR = 0.136) соответству-

ет C = 0.5, правый (UR = 0.15) – Z = 10 (точнее говоря, при UR > 0.15 Z > 10, но само значе-

ние UR = 0.15 области принадлежит). Таким образом, "хорошие" решения находятся в области, огра-

ниченной двумя пунктирами, осью UZ = 0 и сплошной кривой. 

  

 



 

Рис. 7. Зависимость UR
* от R* при фиксированном UZ

*. Заметно, что кривая имеет две точки 

излома, что связано, по всей видимости, с характером зависимости ER(R) (см. рис. 2). Как видно, с 

ростом UZ
* кривая UR

*(R*) смещается вправо. 

  

 
Рис. 8. Зависимость UZ

* от Z* при фиксированном UR
*, как видно, с ростом UR

* сдвигается 

вправо. При этом зависимость носит практически линейный характер. На кривой "Envelope" выпол-

няется условие R = 1, таким образом, она ограничивает допустимые "хорошие" решения. Также вид-

но, что данная кривая по характеру поведения близка к гиперболе, и ее можно приблизить, например, 

следующим образом: . 

  

Как следует из анализа картины стационаров, стационарное значение UR
* должно находиться в 

диапазоне значений [ сR; 0.5cR], при этом UR
* с ростом R* (при фиксированном UZ

*) также растет 

(см. рис. 7), поэтому имеет смысл взять в качестве GR(R) убывающую (чтобы решение заведомо су-

ществовало по теореме Больцано–Коши и вычислительный процесс сходился к нему) функцию, на 

отрезке [0.5, 1] попадающую в указанный выше достаточно узкий интервал. Таким свойством обла-

дают гиперболы и показательные функции, поэтому можно положить GR(R) = α + β∙exp(-RR), при 

этом α ≈ (0.45±0.05)cR, β ≈ (0.05±0.05)cR. Аналогично, UZ
* с ростом Z* (при фиксированном UR

*) убы-

вает практически линейным образом (см. рис. 8), поэтому GZ(Z) удобно взять возрастающей и линей-

ной, поскольку больше никаких ограничений нет: GZ(Z) = γZ, при этом γ< 4cZ/cR. 

Интегрирование динамической системы велось с 1900 г. по 2200 г. Считалось, что восстанов-

ление ресурсов не заходит столь далеко, что дает их больше, чем природа, т.е. выполнено , и, 

следовательно, R(t) < R(t') при t > t' = 2000, что необходимо учитывать при настройке парамет-

ров α, β, γ. Расчеты показали, что существуют такие параметры α, β, γ, при которых модель допускает 

стационарные решения (см. рис. 9–12), при этом выход на стационарный режим успевает произойти 

до 2150г. 

Эти результаты были получены при cR = 0.3, cZ = 0.4 (поскольку эти значения фигурировали в 

работах В.А. Егорова). Было проведено исследование и при других коэффициентах (рис. 10, 11). Как 

видно, более существенное влияние оказывает подорожание восстановления ресурсов, чем очистки 

загрязнения. 

Также выяснилось, что стационары существуют не при всех значениях данных параметров, 

поскольку есть ограничение сверху, налагаемое коэффициентом cR: при cR > 0.7 стационарных режи-



 

мов со сформулированными желательными требованиями нет (при t' = 2000). Коэффици-

ент сZ практически не влияет на данную качественную картину (сравн. рис. 9 и 11). 

Анализ рис. 6 приводит к любопытному выводу: существуют "хорошие" стационарные реше-

ния при GZ = 0, т.е. в отсутствие очистки загрязнений. Этот эффект справедлив не при всех значениях 

параметров, так, при малых значениях коэффициента cR (меньше 0.04) без очистки загрязнений нуж-

ных стационаров нет. 

Рис. 12 иллюстрирует влияние времени t' на картинку стационарных решений, видно, 

что Z* выше, а R* ниже, чем на рис. 9, что и понятно, поскольку мы условились считать R* < R(t'). 

Следовательно, должен существовать "критический" момент t'cr, после которого "хорошие" стацио-

нары получить невозможно никакими усилиями. Простейшие оценки (исходя из минимально воз-

можного значения R* при C* = 0.5 и динамики R(t) в первоначальной, немодифицированной, модели 

Форрестера – см. рис. 3) дают в качестве такого момента 2038-39 годы. А если еще учесть время на 

создание новых фондов, которое примерно соответствует TUR и TUZ, т.е. 10 лет, то получим t'cr ≈ 

2030 г. 

  

  

                        а)                                                                           б) 

Рис. 9. Результаты интегрирования модифицированной модели Форрестера 

при cR = 0.3, cZ = 0.4: а) основные характеристики, б) доли фондов в новых отраслях и с/х. Начало 

функционирования новых отраслей 2000 г. Время запаздывания TUR = TUZ = 10 лет. Параметры инве-

стиций в новые отрасли: a=0.135, β=0.018, γ=0.04. На рисунке а) графики представлены в двух мас-

штабах: один показан слева от картинки, второй – справа. 

  



 

  

                        а)                                                                           б) 

Рис. 10. Результаты интегрирования модифицированной динамической системы 

при cR = 0.5, cZ = 0.4. Начало функционирования новых отраслей 2000 г. Время 

запаздывания TUR = TUZ = 10 лет. Функции инвестиций в новые отрасли GR = 0.238 + 0.01exp(-

RR), GZ = 0.005·ZS. Видно, что стационарное значение Z выше по сравнению с предыдущим рисунком. 

Стационарное значение UR
* близко к 0.25, т.е. 0.5cR, UZ

* близко к нулю. 

  

  

                        а)                                                                           б) 

Рис. 11. Результаты интегрирования динамической системы (1), (2), (3), (6), (7), (10), (11) 

при cR = 0.3, cZ = 0.8. Начало функционирования новых отраслей t' = 2000 г. Время запаздыва-

ния TUR = TUZ = 10 лет. Функции инвестиций в новые отрасли GR = 0.137 + 0.017exp(-RR), GZ = 

0.036∙ZS. По сравнению с рис. 9 стационарное значение загрязнения выше, в остальном динамика си-

стемы близка к представленной на рис. 9. 

  

 Заключение 

  

Проведенные исследования показали, что решающее значение для достижения стационарного 

режима имеет введение восстановления ресурсов и искусственной очистки загрязнения. Как показы-

вают расчеты, не всегда достаточно введения одного лишь восстановления ресурсов (без которого 



 

просто не может быть стационарных режимов); чтобы достичь глобального равновесия, нужна 

непременно очистка загрязнений. Также выяснено, в каких пределах должны находиться параметры 

вновь введенных факторов, чтобы обеспечить выход системы на указанное равновесие. 

Таким образом, установлены минимальные требования к существованию стационарных реше-

ний модифицированной модели мировой динамики, что может позволить применить их на практике, 

поскольку, чем меньше требований предъявляет теория, тем проще осуществить эти требования на 

практике. 

В заключение считаю необходимым отметить, что появление этой работы во многом связано с 

инициативой профессора В.А. Егорова вернуться к анализу классических моделей мировой динамики 

и с этих позиций осмыслить проблемы устойчивого развития. 
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