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ВВЕДЕНИЕ 

Знания, приобретаемые студентами в результате изучения дисципли-
ны «Алгебра и геометрия», играют важную роль в процессе обучения в 
университете. Они необходимы для успешного усвоения общетеоретиче-
ских и специальных дисциплин, предусмотренных учебными планами всех 
направлений. 

В пособии предлагаемого объема невозможно полностью осветить 
весь изучаемый теоретический материал, поэтому в каждом разделе при-
ведены лишь необходимые теоретические сведения и формулы, отражаю-
щие количественную сторону или пространственные свойства реальных 
объектов и процессов, которые сопровождаются подробными решениями 
типовых задач, без чего невозможно успешное изучение математики. 

Достоинство пособия состоит в том, что при наличии такого количе-
ства задач оно может быть использовано как задачник, как раздаточный 
материал для выполнения контрольных работ по соответствующему раз-
делу дисциплины «Алгебра и геометрия», а также содержит 30 различных 
вариантов индивидуальных домашних заданий по всем разделам. 
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1. ЭЛЕМЕНТЫ ЛИНЕЙНОЙ АЛГЕБРЫ 

1.1. Определители 

1.1.1. Определители второго порядка 

Определение. Определителем второго порядка, соответствующим 

квадратной таблице элементов 








2221

1211

aa

aa
, называется число 

12212211 aaaa ⋅−⋅ . Таким образом,  

12212211
2221

1211 aaaa
aa

aa
⋅−⋅==∆ . (1.1) 

Числа 22211211 ,,, aaaa  называются элементами определителя. Определи-

тель второго порядка имеет две строки и два столбца. Индексы, стоящие вни-
зу соответствующего элемента, означают номер строки и номер столбца опре-
делителя, на пересечении которых стоит указанный элемент. Например, 21a  

стоит во второй строке и первом столбце определителя и читается «а два 
один» Элементы 2211,aa  называют элементами главной диагонали определи-

теля, а элементы 2112,aa  – соответственно элементами побочной диагонали. 

Пример 1. Вычислим определитель 

1367)3(271
72

31
=+=−⋅−⋅=

−
=∆  

Пример 2. Вычислим определитель. 

210210)6()7(3
76

03
−=+−=⋅−−−⋅=

−−
=∆  

Пример 3. Вычислим определитель. 

012122643
46

23
=−=⋅−⋅==∆ . 

1.1.2. Определители третьего порядка 

Определение. Определителем третьего порядка, соответствующим 
квадратной таблице элементов  

















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

, 
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называется число, определяемое равенством  

3231

2221
13

3331

2321
12

3332

2322
11

333231

232221

131211

aa

aa
a

aa

aa
a

aa

aa
a

aaa

aaa

aaa

⋅+

+⋅−⋅==∆
  (1.2) 

Пример 4. Вычислить определитель 

151

314

231

−=∆ . 

Решение. По определению получим:  

234231621213)16(1)120(2

)34(3)151(1
51

14
2

11

34
3

15

31
1

=+−−=⋅+⋅−−⋅=+⋅+

+−⋅−−−⋅=
−

⋅+⋅−
−

⋅=∆

 
Если в формуле (1.2) раскрыть определители второго порядка и со-

брать слагаемые с одинаковыми знаками, то получим: 

312213332112

322311312312133221332211

aaaaaa

aaaaaaaaaaaa

⋅⋅−⋅⋅−
−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=∆

 (1.3) 

Этот способ вычисления определителя третьего порядка называется 
правилом треугольника. 

•••
•••
•••

  

•••
•••
•••

 

 

Первые три слагаемых для вычисления определителя есть сумма про-
изведений элементов главной диагонали и элементов, расположенных в 
вершинах треугольников, как они показаны линиями на первом рисунке; 
оставшиеся слагаемые есть сумма произведений, взятых со знаком минус, 
элементов побочной диагонали и элементов, расположенных в вершинах 
треугольников, как они показаны линиями на втором рисунке. 

Пример 5. Вычислить определитель 

121

430

312

−
−

=∆  по правилу тре-

угольника. 
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Решение. Перемножим элементы главной диагонали определителя 
1)3(2 ⋅−⋅ , затем – элементы, лежащие на параллелях к этой диагонали, и 

элементы из противоположного угла определителя согласно правилу тре-
угольника 320 ⋅⋅ , 14)1( ⋅⋅− . Элементы, входящие в формулу (1.3) со знаком 

минус, вычисляем аналогично, но относительно побочной диагонали: 
3)3(1 ⋅−⋅ , 1)1(0 ⋅−⋅ , 422 ⋅⋅ . 

Таким образом 

171609406

4221)1(03)3(114)1(3201)3(2

−=−++−+−=
=⋅⋅−⋅−⋅−⋅−⋅−⋅⋅−+⋅⋅+⋅−⋅=∆  

171609406 −=−++−+−=
 

Определение. Определитель, в котором под главной диагональю (над 
главной диагональю) стоят нули, называется определителем треугольного 
вида. 

Определитель треугольного вида равен произведению элементов 
главной диагонали. 

Пример 6. Вычислить определитель

800

650

132

−
−

=∆ . 

Решение. По условию дан определитель треугольного вида, т.к. под 
главной диагональю этого определителя стоят нули, значит значение дан-
ного определителя равно произведению элементов главной диагонали, то 
есть 80852 =⋅⋅=∆ . 

Определение. Минором элемента определителя третьего порядка на-
зывается определитель второго порядка, полученный из данного опреде-
лителя путем вычеркивания строки и столба, на пересечении которых сто-
ит данный элемент. 

Минор элемента ija , стоящего на пересечении i-ой строки и j-го 

столбца определителя, обозначают ijM . 

Например, для определителя  

824

1171

352 −
=∆  

миноры 26282
24

71
13 −=−==M , 46640

82

35
21 =+=

−
=M . 

Определение. Алгебраическим дополнением данного элемента опре-
делителя 3-го порядка называется минор этого элемента, умноженный на 

k)1(− , где k равно сумме номера строки и номера столбца, на пересечении 

которых находится этот элемент. 
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Алгебраическое дополнение элемента ija  обозначают ijA . Согласно 

определению jikMA ij
k

ij +=⋅−= ,)1( . (1.4) 

Для определителя третьего порядка знак, который при этом приписы-
вается минору соответствующего определителя, определяется следующей 

таблицей: 

+−+
−+−
+−+

. 

Из определения определителя третьего порядка следует, что  

131312121111 AaAaAa ⋅+⋅+⋅=∆ . 

Верна общая теорема разложения: определитель третьего порядка ра-
вен сумме произведений элементов любой его строки или столбца на соот-
ветствующие этим элементам алгебраические дополнения. 

Таким образом, имеют место шесть разложений: 

.

,

,

,

,

,

333323231313

323222221212

313121211111

333332323131

232322222121

131312121111

AaAaAa

AaAaAa

AaAaAa

AaAaAa

AaAaAa

AaAaAa

⋅+⋅+⋅=∆
⋅+⋅+⋅=∆

⋅+⋅+⋅=∆
⋅+⋅+⋅=∆
⋅+⋅+⋅=∆

⋅+⋅+⋅=∆

  (1.5) 

Отметим, что сумма произведений элементов какого-либо ряда (стро-
ки или столбца) на алгебраические дополнения элементов параллельного 
ряда равна нулю. 

Пример 7. Вычислить определитель 

637

421

235

−=∆ , 

разлагая его по элементам третьего столбца. 
Решение. Согласно теореме разложения и формулы (1.4) имеем: 

( ) +⋅−⋅−+⋅−⋅−⋅−=
−

−⋅+

+−⋅+
−

−⋅=++=∆

+

++

)3735()1(4)273)1(()1(2
21

35
16

37

35
)1(4

37

21
)1(2642

5433

3231
332313 AAA

 

.68782434

)310(6)2115(4)143(2)3)1(25()1(6 6

=++−=
=++−−−−⋅=⋅−−⋅−+  
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1.1.3. Свойства определителей 

Следующие свойства справедливы для определителей любого поряд-
ка, позволяют упростить вычисления определителей. 

Свойство 1. (Транспонирование строк и столбцов). Определитель не 
меняет своего значения, если его строки заменить столбцами с теми же 
номерами, а столбцы строками, то есть 

332313

322212

312111

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

= . 

Введенное действие называется транспонированием строк и столбцов. 
Свойство 2. Если переставить две строки (столбца) определителя, то 

знак значения определителя изменится на противоположный: 

333231

131211

232221

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

aaa

−= . 

Свойство 3. Если определитель имеет две одинаковых строки или два 
одинаковых столбца, то он равен нулю: 

0

131211

232221

131211

=
aaa

aaa

aaa

. 

Свойство 4. Общий множитель элементов какого-либо ряда опреде-
лителя можно выносить за знак определителя: 

333231

232221

131211

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

k

aaak

aaak

aaak

⋅=
⋅
⋅
⋅

. 

Свойство 5. Если все элементы какого-либо ряда определителя равны 
нулю, то определитель равен нулю: 

0

0

0

0

3231

2221

1211

=
aa

aa

aa

. 
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Свойство 6. Если две строки (столбца) определителя пропорциональ-
ны, то определитель равен нулю: 

0

313231

212221

111211

=
⋅
⋅
⋅

akaa

akaa

akaa

. 

Свойство 7. Если элементы какого-либо ряда определителя представ-
ляют собой сумму двух слагаемых, то определитель можно представить в 
виде суммы двух определителей, у которых все ряды, кроме данного, 
прежние, а в данном ряду в первом определителе стоят первые слагаемые, 
а во втором определителе – вторые: 

333231

232221

131211

332313

322212

312111

33323131

23222121

13121111

aab

aab

aab

aaa

aaa

aaa

aaba

aaba

aaba

+=
+
+
+

. 

Свойство 8. Величина определителя не изменится, если к элементам 
какой-либо строки (столбца) определителя прибавить элементы парал-
лельной строки (столбца), умноженные на одно и то же число: 

33323331

23222321

13121311

333231

232221

131211

aaaka

aaaka

aaaka

aaa

aaa

aaa

⋅+
⋅+
⋅+

= . 

Пример 8. Вычислить определитель  

521

163

421̀

−−
=∆ , используя свойства определителей. 

Решение. Элементы первого и второго столбцов данного определите-

ля пропорциональны 
2

1

2

1

6

3

2

1 =
−
−== , поэтому, согласно свойству 6, дан-

ный определитель равен нулю, то есть 0=∆ . 
Пример 9. Вычислить определитель 

104

131

211̀

=∆ , используя свойства определителей. 

Решение. Используя свойство 8, приведем данный определитель к 
треугольному виду. Для этого элементы первой строки умножим на (-1) и 
прибавим к элементам второй строки: 
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104

120

211

104

)2(1)1(3)1(1

211

104

131

211̀

−=−+−+−+==∆ . 

Элементы первой строки умножим на (-4) и прибавим к элементам 
третьей строки: 

740

120

211

)8(1)4(0)4(4

120

211̀

−−
−=

−+−+−+
−=∆ . 

Элементы второй строки умножим на 2 и прибавим к элементам  
третьей строки: 

900

120

211

)7(2)4(40

120

211̀

−
−=

−+−−+
−=∆ . 

Получили определитель треугольного вида (под главной диагональю 
определителя все элементы равны нулю), и поэтому значение определите-
ля будет равно произведению элементов главной диагонали преобразован-
ного определителя: 

18)9(21

900

120

211

104

131

211

−=−⋅⋅=
−
−==∆ . 

Пример 10. Вычислить определитель 

424

123

111̀ −
=∆ , используя свойства определителей. 

Решение. 

424

212

111

424

111

111

424

211121

111̀ −
+−

−
=+−++

−
=∆ . 

Воспользовались свойством 7, а так как в первом полученном опреде-
лителе первые две строки одинаковые, то по свойству 3 этот определитель 
равен нулю, поэтому 
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424

212

111̀ −
=∆ . 

Элементы третьей строки содержат общий множитель 2, который, со-
гласно свойства 4, можно вынести за знак определителя: 

212

212

111̀

2

−
⋅=∆ . 

Полученный определитель содержит две одинаковые строки вторую и 
третью, поэтому по свойству 3 этот определитель, а значит и данный, ра-
вен нулю: 

002

424

212

111̀

=⋅=
−

=∆ . 

1.1.4. Определители четвертого порядка. 
Методы их вычисления 

Определение. Выражение 

434241

333231

232221

14

444241

343231

242221

13

444341

343331

242321

12

444342

343332

242322

11

44434241

34333231

24232221

14131211

aaa

aaa

aaa

a

aaa

aaa

aaa

a

aaa

aaa

aaa

a

aaa

aaa

aaa

a

aaaa

aaaa

aaaa

aaaa

⋅−⋅+

+⋅−⋅==∆

 

называется определителем четвертого порядка. Этот определитель можно 
записать в виде: 

1414131312121111 AaAaAaAa ⋅+⋅+⋅+⋅=∆ , (1.6) 

где ijij
ji

ij MjiMA      ,4,3,2,1,4,3,2,1  ,)1( ==⋅−= + –  минор элемента, стоя-

щего на пересечении i-ой строки и j-го столбца,
 ijA – алгебраическое до-

полнение этого элемента. 
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Формулу (1.6) можно записать с помощью значка суммирования ∑ : 

∑
=

⋅=∆
4

1j
ijij Aa ,  (1.7) 

где i=1,2,3,4. 
Формула (1.7) называется разложением определителя по элементам i-

ой строки. Можно записать и разложение определителя по элементам j-го 
столбца: 

,
4

1
∑

=

⋅=∆
i

ijij Aa  (1.8) 

где j=1,2,3,4. 
Метод понижения порядка определителя основан на обращении всех, 

кроме одного, элементов строки или столбца определителя в нуль с помо-
щью свойств определителей. 

Пример 11. Вычислить определитель 

2461

7592

4371

2251

−
−

−−
−

=∆ . 

Решение. Прибавим элементы первой строки к элементам второй 
строки: 

2461

7592

6120

2251

−
−

−
−

=∆ . 

Элементы первой строки умножим на (-2) и прибавим к элементам 
третьей строки: 

2461

3110

6120

2251

−

−
−

=∆ . 

Элементы первой строки умножим на (-1) и прибавим к элементам 
четвертой строки: 
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0210

3110

6120

2251

−

−
−

=∆ . 

Разложим полученный определитель по элементам первого столбца 

.

022

311

612

311

612

225

0

021

612

225

0

021

311

225

0

021

311

612

1

−

−
=

=−
−

⋅−
−

−
−

⋅+
−

−
⋅−

−

−
⋅=∆

 

Переставим первые две строки, при этом знак определителя изменит-
ся на противоположный, одновременно вынесем общий множитель 3 эле-
ментов третьего столбца за знак определителя: 

021

212

111

3

−
−⋅−=∆ . 

Умножим элементы первой строки на (-2) и прибавим к элементам 
второй строки:   

021

030

111

3

−
−⋅−=∆ . 

Полученный определитель разложим по элементам второй строки 

( ) 9)10(91)1(019

01

11
)3(3

21

11
0

01

11
)3(

02

11
03

=+=⋅−−⋅⋅=

=
−

−⋅−=









−
−

−
−+⋅−−=∆

 

Пример 12. Вычислить определитель 

2132

3233

0211

3012

=∆ . 
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Решение. Поменяем местами первую и вторую строки, при этом по 
свойству 2 знак определителя изменится на противоположный: 

2132

3233

3012

0211

−=∆ . 

Сначала элементы первой строки умножим на (-2) и прибавим к эле-
ментам второй и четвертой строк, а затем элементы первой строки умно-
жим на (-3) и прибавим к элементам третьей строки, получим: 

2010

3400

3410

0211

−
−−

−=∆ . 

Элементы второй строки прибавим к элементам четвертой строки: 

5400

3400

3410

0211

−
−
−−

−=∆ . 

Элементы третьей строки умножим на (-1) и прибавим к элементам 
четвертой строки: 

2000

3400

3410

0211

−
−−

−=∆ . 

Получим определитель треугольного вида, значение которого равно 
произведению элементов главной диагонали 82)4()1(1 −=⋅−⋅−⋅−=∆ . 

Пример 13. Вычислить определитель 

10354

2116115

131073

5432

=∆ . 
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Решение. Разложим определитель по элементам третьей строки 

.

354

1073

432

21

1054

1373

532

16

1034

13103

542

11

1035

13107

543

5

354

1073

432

)1(21

1054

1373

532

)1(16

1034

13103

542

)1(11

1035

13107

543

)1(5

4333

2313

⋅−⋅+⋅−

−⋅=⋅−⋅+⋅−⋅+

+⋅−⋅+⋅−⋅=∆

++

++

 

Полученные определители третьего порядка вычислим по правилу 
треугольника 

.18357176

60590)17(2111165511185)27100

1121206042(21)9013014015675140(16)120

7820020845200(11)117280250260105300(5

)33321054744103453372(21

)1033213557441335531072(16

)104321335104413453310102(11

)313310475105513453710103(5

=++
+−=−⋅−⋅+⋅−⋅=−−

−−++−−−−+++−
−−−++−−−−++=

=⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅−
−⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+

+⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅−
−⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅⋅=∆

 

1.4.5. Задания для самостоятельного решения 

1.Вычислить определители:  

;
43

52
 )
−
−

a  ;
13

75
 )

−
б  ;

105

84
 )
−

−
в  ;

105

63
 )г  .

93

42
 )
−

д  

2. Решить уравнения: 

;0
41

32
 ) =

+x
a  ;0

223

41
 ) =

+xx
б  ;0

22

14
 )

2

=
+−
−−

xx

x
в   

.0
cos1

1sin4
 ) =

x

x
г  
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3. Решить неравенства: 

;0
1

233
 ) >

−
x

x
a  ;0

2

51
 ) <

+
x

x
б  ;5

27

122
 ) ≥

−
x

x
в  .14

24

3
 ) ≤

x

xx
г  

4. Вычислить определители: 

;

145

121

312

 ) −−
−

a  ;

288

232

124

 ) −−
−

б  ;

160

031

303

 )

−
−−в  ;

241

630

523

 ) −
−

г   

;

241

352

123

 )д  ;

631

321

111

 )е   ;

123

235

124

 )

−
−
−

ж   ;

237

050

122

 )

−
з   

;

5000

8100

5930

4712

 )
−

−−
−

и  ;

5032

0126

2112

4332

 )

−

−
−

к  

;

1613

3213

1210

0112

 )
−

−
−

л  ;

3884

7357

2579

4856

 )

−

м  .

4335

3727

9498

6237

 )

−
−
−

н  

Ответы: 1. а)7; б)26; в)0; г)0; д)30. 2. а)5; б)2; в)2; 

г) .,
212

)1( zn
nn ∈+⋅− ππ

 3. а) );;3( +∞  б) ( );;10+∞−  в) ];3;( −−∞  г)[-1;7]. 

4. а)-24; б) -40; в)-9; г)-87; д)-5; е)1; ж)1; з)55; и)30; к)48; л)0; м)-1004; 
н)150.  

1.2. Матрицы 

1.2.1 Основные понятия 

Определение. Матрицей называется прямоугольная таблица чисел, 
содержащая m строк одинаковой длины и n столбцов одинаковой длины, 
которая записывается в виде 





















=

mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

............

...

...

21

22221

11211

  (1.9) 
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или, сокращенно, )( ijaA = , где mi ,1= , (т.е. mi ,...,2,1= ) – номер строки, 

nj ,1=  (т.е. nj ,...,2,1= ) – номер столбца, числа ija  называются элемен-

тами матрицы. Матрицу А называют матрицей размера nm×  и пишут 

nmA × . Например, 






 −
=

8016

7523
A , 42×A . 

Определение. Две матрицы )( ijaA =  и )( ijbB =  равны между собой, 

если их размеры совпадают, а их соответствующие элементы равны, т.е. 

BA = , если ijij ba = , где njmi ,1,,1 == . 

Например. .,
752

413
,,

752

413
3232 ×× 







 −
=







 −
= BBAA Так как разме-

ры матриц совпадают )32( ×  и соответствующие элементы равны, поэтому 

матрицы A  и B  равны, т.е. BA =  
Определение. Матрица, у которой число строк равно числу столбцов, 

называется квадратной. Квадратную матрицу размера nn×  называют мат-
рицей n-го порядка. 

Например. ,,
40

72
22×








= AA  т.е. дана матрица второго порядка. 

Определение. Квадратная матрица, у которой все элементы, кроме 
элементов главной диагонали, равны нулю, называются диагональной. 

Матрица 
















−=
700

010

003

A  – диагональная. 

Определение. Диагональная матрица, у которой каждый элемент 
главной диагонали равен единице, называется единичной. Обозначается 
буквой E . 

















=×

100

010

001

33E  или 





















=×

1000

0100

0010

0001

44E . 

Определение. Квадратная матрица называется треугольной, если все 
элементы, расположенные над главной диагональю (или под главной диа-
гональю), равны нулю. 
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













 −
=×

800

530

721

33A  или 
















−=×

058

013

004

33A  – треугольные матрицы. 

Важной характеристикой квадратной матрицы порядка n является ее 
определитель (или детерминант), который обозначается Adet  или A . 

 .1det =E . 
Определение. Квадратная матрица, у которой определитель отличен 

от нуля, т.е. 0≠A , называется невырожденной. В противном случае мат-

рица называется вырожденной. 

Например, .01212
64

32
  ,

64

32
=−==








= AA  

Матрица А – вырожденная. 

.025421
74

13
,

74

13
≠=+=

−
=







 −
= BB  

Матрица В – невырожденная. 
Определение. Матрица, все элементы которой равны нулю, называет-

ся нулевой и обозначается буквой О. 

.

0...00

............

0...00

0...00





















=O  

В матричном исчисление матрицы О и Е играют роль чисел 0 и 1 в 
арифметике. 

Определение. Матрица, содержащая одну строку, называется матри-
цей-строкой 

)....( 21 naaaA =  

Матрица, содержащая один столбец, называется матрицей-столбцом 

.
...

2

1





















=

ma

a

a

A  

Матрица размера 11× , состоящая из одного числа, отождествляется с 
этим числом, т.е. 11)3( ×  есть 3. 
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Определение. Матрица, полученная из данной заменой каждой ее 
строки столбцом с тем же номером, называется матрицей транспонирован-

ной к данной. Обозначается TA . 

Если 







=

41

32
A , то 








=

43

12TA , если ( )21=A , то 







=

2

1TA . 

Транспонированная матрица обладает следующим свойством: 

( ) AA
TT = . 

1.2.2. Действия над матрицами 

Определение. Суммой двух матриц ( )ijnm aA =×  и ( )ijnm bB =×  одина-

ковых размеров называется матрица того же размера ( )ijnm cC =×  такая, 

что :ijijij bac +=  

( ) .,1,,1, njmibaBAС ijij ==+=+=  (1.10) 

Пример 14. Найти сумму матриц A  и B , если  

.
7191

1320
 ,

7632

8541









−
−

=







= BA  

Решение. .
147121

9261

77169312

18352401








=









+++−
+−++

=+ BA  

Для любых матриц BA  ,  и C  одинакового размера справедливы сле-
дующие свойства: 

1. ;ABBA +=+  

2. ;)()()( BCACBACBA ++=++=++  

3. .0 AA =+ . 
Определение. Произведением матрицы ( )ijaA =  на число α называ-

ется матрица ( )ijbB =  такая, что :ijij ab α=  

( ) .,1 ,,1 , njmiaAB ij ==⋅=⋅= αα   (1.11) 

Пример 15. 
















−
−=

875

132

041

A , 2=α . Найти AB ⋅= α . 
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Решение. .

161410

264

082

875

132

041

2
















−
−=

















−
−⋅=B  

Матрица AA ⋅−=− )1(  называется противоположной матрице A . 

Для любых матриц A  и B  одинакового размера и любых действи-
тельных чисел βα  и  справедливы следующие свойства: 

1. ;0=− AA  
2. ;1 AA =⋅  

3. ( ) ;BABA ααα +=+⋅  

4. ( ) ;BAA βαβα +=+  

5. ( ) ( ) AA ⋅⋅= βαβα . 

Операция умножения двух матриц вводится только для случая, когда 
число столбцов первой матрицы равно числу строк второй матрицы. 

Оределение. Произведением матрицы ( )ijnm aA =×  на матрицу 

( )jkpn bB =×  называется матрица ( )ikpm cC =×  такая, что 

nkinkikiik bababac ⋅++⋅+⋅= ...2211 , (1.12) 

где mi ,1= , pk ,1= . 

Формулу (1.12) для нахождения элемента ikc  полезно помнить в виде 

правила: 
в матрице A  выделяем i -ю строку, в матрице B  выделяем k -й стол-

бец. 























=

mnmm

inii

n

aaa

aaa

aaa

A

...

............

...

............

...

21

21

11211

 





















=

npnknn

pk

pk

bbbb

bbbb

bbbb

B

......

..................

......

......

21

222221

111211

 

 
 

Тогда для того, чтобы получить элемент ikc  матрицы C , располо-

женный на пересечении i-й строки и k-го столбца, надо каждый элемент i-й 
строки матрицы A  умножить на соответствующий элемент k-го столбца 
матрицы B  и все полученные произведения сложить. 

Если матрицы A  и B  квадратные одного размера, то произведения 
AB  и BA всегда существуют. 
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Пример 16. Найти произведение матриц A  и B , если 










−
=









−
=

235

741
 ,

31

02
BA . 

Решение. Для получения первой строки новой матрицы фиксируем в 
матрице A  первую строку (2 0), а в матрице B  выделяем поочередно пер-

вый, второй и третий столбцы: 
















−








2

7
,

3

4
,

5

1
. 

Элемент 11c  находим как сумму произведений элементов первой 

строки матрицы A  на соответствующие элементы первого столбца матри-
цы B  по правилу: «произведение первого элемента строки на первый эле-
мент столбца плюс произведение второго элемента строки на второй эле-
мент столбца». 

Пользуясь этим правилом, находим: ,25012
5

1
0)  2(11 =⋅+⋅=








⋅=c  

( ) ,8)3(042
3

4
0  212 =−⋅+⋅=









−
=c  ( ) .142072

2

7
0  213 =⋅+⋅=








=c  

Для вычисления элементов 21c , 22c , 23c  фиксируем вторую строку 

матрицы A  (-1 3) и умножаем её поочередно на первый, второй и третий 
столбцы матрицы B : 

( )

( ) .167237)1(
2

7
3  1-

,1394)3(34)1(
3

4
3  1

,14151531)1(
5

1
3)  1(

23

22

21

−=+−=⋅+⋅−=







=

−=−−=−⋅+⋅−=








−
−=

=+−=⋅+⋅−=







⋅−=

c

c

c

 

.
11314

1482

237)1()3(34)1(531)1(

2072)3(0425012

235

741

31

02










−−
=









⋅+⋅−−⋅+⋅−⋅+⋅−
⋅+⋅−⋅+⋅⋅+⋅

=

=








−








−
== ABC

 

Пример 17. Даны матрицы 

.
21

31
  ,

013

121
2232 








=








= ×× BA  Найти AB  и BA. 

Решение. Произведение AB  не определено, так как число столбцов 
матрицы A (3) не совпадает с числом строк матрицы B (2). Произведе-
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ние BA определено, так как число столбцов матрицы B (2) совпадает с 
числом строк матрицы A (2). 

Используя правило, рассмотренное в предыдущем примере, найдем 
произведение BA: 

.
147

1510

021112213211

031113213311

013

121

21

31








=









⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅
⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅

=















=⋅ AB  

Матрицы A  и B  называются перестановочными, если BAAB= . 
Умножение матриц обладает следующими свойствами: 

C;B)(AC)(B. A ⋅⋅=⋅⋅1  

( ) AC;ABCB. A +=+2  

( ) BC;ACCBA. +=⋅+3  

;BABAAB. )()()(4 ααα ==  

,detdet)det( .5 BAAB ⋅=  если указанные суммы и произведения мат-

риц имеют смысл. 
6. Если A  квадратная матрица n-го порядка, Е-единичная матрица то-

го же порядка, то AEAAE == . 
7. Для операции транспонирования верны следующие равенства: 

.)(

,)(
TTT

TTT

ABAB

BABA

⋅=

+=+
 

Пример 18. Даны матрицы .
23

01
 ,

45

32







−
=








= BA  

Проверить справедливость равенства 5. 
Решение. Найдем произведение AB : 

,
87

67

240534)1(5

230233)1(2

23

01

45

32








=









⋅+⋅⋅+−⋅
⋅+⋅⋅+−⋅

=






−








=⋅ BA  

,2032)1(
23

01
det

,71583542
45

32
det

.1442566787
87

67
)det(

−=⋅−⋅−=
−

=

−=−=⋅−⋅==

=−=⋅−⋅==

B

A

AB

 

.14)2)(7(detdet =−−=⋅ BA  

Таким образом, .14detdet)det( =⋅= BAAB  
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Пример 19. Даны матрицы .
11

01
 ,

00

11








=








= BA  

Показать, что .)( TTT ABAB ⋅=  

Решение. Найдем произведение матриц АВ: 

.
00

12

10001010

11011111

11

01

00

11








=









⋅+⋅⋅+⋅
⋅+⋅⋅+⋅

=















=⋅ BA  

.
01

02
)( 








=TAB  

.
01

01
  ,

10

11








=








= TT AB  

Найдем .
01

02

01001110

01011111

01

01

10

11








=









⋅+⋅⋅+⋅
⋅+⋅⋅+⋅

=















=⋅ TT AB  

Получим .
01

02
)( 








=⋅= TTT ABAB  

Пример 20. Даны две матрицы .

3

5

0

  ,
123

111
1332

















=






 −
= ×× BA  

Найти АВ. 
Решение.  

.
13

2

315203

315101

3

5

0

123

111

12×








=









⋅+⋅+⋅
⋅−⋅+⋅

=























 −
=⋅ BA  

Пример 21. Найти значение матричного многочлена ,532 2 EAA −+  

если 
















=
114

131

121

A , Е – единичная матрица третьего порядка. 

Решение. AAA ⋅=2 . Найдем 2A : 

=
















⋅+⋅+⋅⋅+⋅+⋅⋅+⋅+⋅
⋅+⋅+⋅⋅+⋅+⋅⋅+⋅+⋅
⋅+⋅+⋅⋅+⋅+⋅⋅+⋅+⋅

=
































=
111114113124411114

111311113321411311

111211113221411211

114

131

121

114

131

121
2A  

=
















6129

5128

497

, 
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  ,

122418

102416

81814

6129

5128

497

22 2

















=
















⋅=⋅ A  

,

500

050

005

100

010

001

55    ,

3312

393

363

114

131

121

33 
















=
















⋅=⋅
















=
















= EA  

,

102730

133319

112417

3312

393

363

122418

102416

81814

32 2

















=
















+
















=+ AA  

.

102730

132819

112412

500

050

005

152730

133319

112417

532 2

















=
















−
















=−+ EAA  

Пример 22. Найти произведение матриц CBA ⋅⋅ , если оно определе-

но, где ( ).8123   ,

7

1

6

   ,
051

432
−=

















=








−
= CBA  

Решение. Рассмотрим матрицы A  и В. Размер матрицы A  32× , раз-
мер матрицы B  13× . Так как число столбцов матрицы A (3) равно числу 
строк матрицы B (3), то произведение BA⋅  определено, в результате по-
лучим матрицу размера 12× . 

Число столбцов матрицы BA⋅ (1) совпадает с числом строк матрицы 
C (1), таким образом, произведение CBA ⋅⋅  определено, получаемая мат-
рица будет размера 42× . 

Найдем произведение BA⋅ : 

.
1

43

701561

741362

7

1

6

051

432

12×









−
=









⋅+⋅+⋅−
⋅+⋅+⋅

=

























−
=⋅ BA  

Найдем произведение CBA ⋅⋅ : 

( )

.
8123

3444386129

8)1(1)1()2()1(3)1(

843143)2(43343
8123

1

43

42×









−−−
−

=

=








⋅−⋅−−⋅−⋅−
⋅⋅−⋅⋅

=−








−
=⋅⋅ CBA
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1.2.3. Обратная матрица 

Пусть А-квадратная матрица n-го порядка 





















=

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

............

...

...

21

22221

11211

. 

Определение. Матрица  

,

...

............

...

...

21

22212

12111





















=

nnnn

n

n

AAA

AAA

AAA

A  

составленная из алгебраических дополнений к элементам матрицы А, 
называется присоединенной к матрице А.  

Алгебраические дополнения к элементам квадратной матрицы находятся 
так же, как к элементам ее определителя. В присоединенной матрице алгеб-
раические дополнения элементов строки стоят в столбце с таким же номером. 

Пример 23. Дана матрица 

.

685

413

102

















−=A  

Найти матрицу, присоединенную к матрице А. 
Решение. Найдем алгебраические дополнения к элементам матрицы А по 

формуле (1.4): 

,38326486)1(
68

41
)1( 11

11 −=−−=⋅−⋅−=
−

⋅−= +A  

,2)2048()4563(
65

43
)1( 21

12 =−−=⋅−⋅−=⋅−= +A  

,29524))1(583(
85

13
)1( 31

13 =+=−⋅−⋅=
−

⋅−= +A  

,8)1860(
68

10
)1( 12

21 =⋅−⋅−=⋅−= +A  

,75121562
65

12
)1( 22

22 =−=⋅−⋅=⋅−= +A  
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,16)0582(
85

02
)1( 32

23 −=⋅−⋅−=⋅−= +A  

,11)1(40
41

10
)1( 13

31 =⋅−−⋅=
−

⋅−= +A  

,5)38()1342(
43

12
)1( 23

32 −=−−=⋅−⋅−=⋅−= +A  

.203)1(2
13

02
)1( 33

33 −=⋅−−⋅=
−

⋅−= +A  

Составим матрицу A
~

, присоединенную к матрице А 

















−−
−

−
=

21629

572

1838
~
A . 

Определение. Матрица 1−A  называется обратной матрице А, если 
выполняется условие 

EAAAA =⋅=⋅ −− 11 ,  (1.14) 

где E  – единичная матрица того же порядка, что и матрица A . Матрица 
1−A  имеет те же размеры, что и матрица A . 
Теорема. Для того чтобы матрица A  имела обратную матрицу, необ-

ходимо и достаточно, чтобы ,0det ≠A  то есть чтобы матрица была невы-
рожденной. 

Обратная матрица находится по формуле: 

















⋅=−

332313

322212

312111
1

det

1

AAA

AAA

AAA

A
A   (1.15) 

для матрицы А третьего порядка. 
Свойства обратной матрицы: 

1. ;
det

1
)det( 1

A
A =−  

2. ;)( 111 −−− ⋅=⋅ ABBA  

3. .)()( 11 −= TT AA  

Пример 24. Найти 1−A , если .
81

53








=A  
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Решение. Проверим, является ли данная матрица невырожденной. 
Вычислим определитель, соответствующий матрице A : 

,0195245183
81

53
det ≠=−=⋅−⋅==A следовательно, матрица A  

невырожденная и для нее существует обратная матрица 1−A . 

Найдем алгебраические дополнения элементов матрицы A : 

,88)1( 11
11 =⋅−= +A   

,11)1( 21
12 −=⋅−= +A   

,55)1( 12
21 −=⋅−= +A  

.33)1( 22
22 =⋅−= +A  

Составим матрицу 1−A  по формуле (1.15) 

.

19

3

19

1
19

5

19

8

31

58

19

11



















−

−
=









−
−

⋅=−A  

Проверка: 

.
10

01

19

19
0

0
19

19

19

245

19

88
19

1515

19

524

19
3

8
19
5

1
19
1

8
19
8

1

19

3
5

19

5
3

19

1
5

19

8
3

19

3

19

1
19
5

19
8

81

531

E

AA

=







=



















=


















+−−

+−−

=

=


















⋅+






−⋅






−⋅+⋅

⋅+






−⋅






−⋅+⋅
=



















−

−
⋅







=⋅ −

 

Следовательно, обратная матрица 1−A  найдена верно. 

Пример 25. Показать, что матрица A  является обратной для B , если 

.

121

253

133

   ,

631

321

111

















−
−−

−
=

















= BA  
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Решение. Найдем произведение матриц A  и B : 

=
















⋅+−⋅+⋅−⋅+⋅+−⋅⋅+−⋅+⋅
⋅+−⋅+⋅−⋅+⋅+−⋅⋅+−⋅+⋅
⋅+−⋅+⋅−⋅+⋅+−⋅⋅+−⋅+⋅

=

=
















−
−−

−

















=⋅

16)2(311)2(653)3(116)3(331

13)2(211)2(352)3(113)3(231

11)2(111)2(151)3(111)3(131

121

253

133

631

321

111

BA

 

.

100

010

001

E=
















=  

Следовательно, матрица A  является обратной для матрицы B . 
Пример 26. Найти матрицу, обратную для матрицы 

.

132

525

413















 −
=A  

Решение. Найдем определитель матрицы A : 

.04551610606353

1)1(542225)1(435123

132

525

413

=−+−−+=⋅⋅−

−⋅−⋅−⋅⋅−⋅⋅−+⋅⋅+⋅⋅=
−

=A
 

Матрица A  – вырожденная, значит обратная для нее матрица не су-
ществует. 

Пример 27. Найти матрицу, обратную для данной матрицы 

.

213

401

312

















−=A  

Решение. Найдем определитель матрицы A : 

−⋅⋅−−⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅−+⋅⋅=−= 21)1(30334131)1(202

213

401

312

A  

,038201230241 ≠=−+−+−=⋅⋅−   
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значит матрица A  невырожденная и для нее существует обратная 

матрица 1−A . 
Вычислим алгебраические дополнения элементов матрицы A : 

,44120
21

40
)1( 11

11 −=⋅−⋅=⋅−= +A  

,14)122()432)1((
23

41
)1( 21

12 =−−−=⋅−⋅−−=
−

⋅−= +A  

,1031)1(
13

01
)1( 31

13 −=⋅−⋅−=
−

⋅−= +A  

,1)32()3121(
21

31
)1( 12

21 =−−=⋅−⋅−=⋅−= +A  

,5943322
23

32
)1( 22

22 −=−=⋅−⋅=⋅−= +A  

,1)32()1312(
13

12
)1( 32

23 =−−=⋅−⋅−=⋅−= +A  

,4043041
40

31
)1( 13

31 =−==⋅−⋅=⋅−= +A  

,11)38()3)1(42(
41

32
)1( 23

32 −=+−=⋅−−⋅−=
−

⋅−= +A  

.1101)1(02
01

12
)1( 33

33 =+==⋅−−⋅=
−

⋅−= +A  

Используя формулу (1.15), составим матрицу 1−A : 























−

−−

−

=
















−
−−

−
=−

3

1

3

1

3

1
3

11

3

5

3

14
3

4

3

1

3

4

111

11514

414

3

11A . 

Проверка: =
















−⋅























−

−−

−

=⋅−

213

401

312

3

1

3

1

3

1
3

11

3

5

3

14
3

4

3

1

3

4

1 AA  
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( )

=






































































=

⋅+⋅+⋅−⋅+⋅+⋅−⋅+−⋅+⋅−

⋅−+⋅−+⋅⋅−+⋅−+⋅⋅−+−⋅−+⋅

⋅+⋅+⋅−⋅+⋅+⋅−⋅+−⋅+⋅−

2
3

1
4

3

1
3

3

1
1

3

1
0

3

1
1

3

1
3

3

1
1

3

1
2

3

1

2
3

11
4

3

5
3

3

14
1

3

11
0

3

5
1

3

14
3

3

11
)1(

3

5
2

3

14

2
3

4
4

3

1
3

3

4
1

3

4
0

3

1
1

3

4
3

3

4
)1(

3

1
2

3

4

 

.

100

010

001

3

243

3

101

3

312
3

222042

3

11014

3

33528
3

8412

3

404

3

1218

E=
















=























++−++−+−−

−−−+−+

++−++−+−−

=  

Значит, обратная матрица 1−A  найдена верно. 

1.2.4. Ранг матрицы 

Рассмотрим матрицу A  размера nm×  





















=

mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

............

...

...

21

22221

11211

. 

Выделим в ней k строк и k столбцов ));min(( nmk ≤ . Из элементов, 

стоящих на пересечении выделенных строк и столбцов, составим опреде-
литель k-го порядка. Все такие определители называются минорами этой 
матрицы. 

Определение. Рангом матрицы A  называется наибольший из поряд-
ков миноров данной матрицы, отличных от нуля. 

Обозначают ранг матрицы )(, ArrA  или rangA. 

Пример 28. Найти ранг матрицы: 

.

0701

0504

0302

















=A  

Решение. Дана матрица размера 43× . Возможный ранг матрицы ра-
вен трем, т.к. ))4;3min(( ≤k . Но матрица содержит два нулевых столбца, 
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поэтому все определители третьего порядка, составленные из элементов 
данной матрицы равны нулю: 

0

701

504

302

= , 0

001

004

002

= , 0

070

050

030

= . 

Составим минор второго порядка, например  

0212103452
54

32
≠−=−=⋅−⋅= . Значит, .2)( =Ar  

Ранг матрицы удобно вычислять, используя элементарные преобразо-
вания над матрицей. К элементарным относятся следующие преобразова-
ния: 

1) перестановка местами двух параллельных рядов матрицы; 
2) умножение всех элементов ряда матрицы на число, отличное от нуля; 
3) прибавление ко всем элементам ряда матрицы соответствующих 

элементов параллельного ряда, умноженных на одно и то же число. 
Определение. Две матрицы A  и B  называются эквивалентными, ес-

ли одна из них получается из другой с помощью элементарных преобразо-
ваний. Записывается A ~В. 

Свойства ранга матрицы 

1. При транспонировании матрицы ее ранг не меняется. 
2. Ранг матрицы не изменится, если вычеркнуть из матрицы нулевой 

ряд. 
3. При элементарных преобразованиях ранг матрицы не изменяется, 

т.е. если A ~В, то ).()( BrAr =  

Пример 29. Найти ранг матрицы 

.

1504

1120

2132

















−=A  

Решение. Умножим элементы первой строки на (-2) и прибавим к 
элементам третьей строки 

















−=
1504

1120

2132

A ~ .

3360

1120

2132

















−−
−  
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Элементы второй строки умножим на 3 и прибавим к элементам 
третьей строки 

















−−
−

3360

1120

2132

~ .

0000

1120

2132

















−  

Вычеркнем третью строку полученной матрицы, т.к. все ее элементы 
равны нулю: 

















−
0000

1120

2132

~ 








− 1120

2132
. 

Составим минор второго порядка: 

043022
20

32
≠=⋅−⋅= . 

Таким образом, .2)( =Ar  

В преобразованной матрице получилось две ненулевые строки. 
Пример 30. Найти ранг матрицы 

53
06213

16132

16321

×
















−=A . 

Решение. Умножим элементы первой строки на (-2) и прибавим к 
элементам второй строки данной матрицы: 

















−=
06213

16132

16321

A ~
















−−−−
06213

36510

16321

. 

Умножим элементы первой строки на (-3) и прибавим к элементам 
третьей строки: 

















−−−−
06213

36510

16321

~
















−−−−
−−−−

312750

36510

16321

. 
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Элементы второй строки полученной матрицы умножим на (-5) и 
прибавим к элементам третьей строки: 

















−−−−
−−−−

312750

36510

16321

~ .

12181800

36510

16321

















−−−−  

Из элементов полученной матрицы составим определитель третьего 
порядка. Для этого возьмем первые три столбца: 

1800

510

321

−−=∆ . 

Получили определитель треугольного вида, значение которого равно 
произведению элементов главной диагонали 

01818)1(1 ≠−=⋅−⋅=∆ . 

Ранг последней матрицы равен 3, следовательно, ранг данной матри-
цы тоже равен 3. 

В последней матрице содержится три ненулевые строки. 
Можно сделать следующий вывод: 
ранг матрицы равен количеству ненулевых строк преобразованной к 

треугольному виду матрицы. 

1.2.5. Задания для самостоятельного решения 

1. Даны матрицы 32×A , 13×B , 33×C . Существуют ли а) AB, б) BA,  

в) AC , г) CA, д) ABC, е) ACB , ж) CB , з) CBA?  

2. Найдите mи n , если известно, что а) nmCBA ××× =⋅ 5443 ;  

б) 6232 ××× =⋅ CBA nm ; в) 3232 ××× =⋅ CBA nm . 

3. Даны матрицы: 








−−
=

43

21
A , 









−
−

=
65

42
B . 

Найдите а) BA+ ; б) AB − ; в) BA 32 − ; г) TT BABA +++ ;  

д) BA⋅ ; е) AB⋅ ; ж) 1−A ; з) 1−B . 

4. Даны матрицы: 








−
−

=
212

103
A ,

















−

−
=

20

13

21

B ,
















−
−
−

=
110

213

101

C .  
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Найдите а) AB; б) BA; в) AC ; г) CB ; д) BAC −2 ; е) 1−C ; 

ж) 1−CC ; з) EC 23 − ; и) CE ; к) AE. 
5. Найти: 

a) 3A+2B, если ;
223

012
 ,

410

112









−
−

=








−
−

= BA  

б) 
















−
−

52

43

45

23
; в) 









−
−










−
−

46

69

64

32
; г) ;

12

37

12638

9328

57

34

















−
−









  

д) 
















−
















−
−
−

569

314

523

374

596

485

; е) 





















−

















−
4

7

2

6

2113

3514

3205

;  

ж) ( ) ;

2

5

1

1

3

13204























−−  з) ;
1

4

11

22

11

433

322

211

100
























 −−





















 и)
3

43

21









−
−

; 

к) 
n










10

11
. 

6. Найти )(Af , если: 

а) 43)( 2 −= XXf , где 







=

30

12
A ; 

б) 13)( 2 +−= XXXf , где 








−
=

31

21
A ; 

в) 523)( 2 +−= XXXf , где 
















−
−
−

=
253

142

321

A . 
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7. Найти матрицы, обратные для данных и сделать проверку: 

а) 








43

21
; б) 









75

43
; в)

















−− 325

436

752

; г) 
















−−
−
−

153

132

543

. 

8. Найти ранг матрицы: 

а)
















−
−

−−

28112

71524

42312

;  б)
















6213

6132

6321

; в)
















0300

4001

0020

; 

г) 
















43121

86243

43121

; д)
















−
−
−

31563

21042

1521

; е)





















−

65

107

41

23

. 

9. 
















−−
−

−
=

363  

2   2   

1  2   1

αA . При каких α а) ( ) ,1=Ar  б) ( ) ,2=Ar   

в) ( ) 3=Ar . 

Ответы: 1. а), в), е), ж) да; б), г), д), з) нет.  
2. а) 3;5, б) 3;6, в) nm =  — любые натуральные числа.  

3. а) 








−
−
102

23
, б) 









−
−

28

61
,  

в) 








−
−

1021

164
, г) 









− 200

06
, д) 









−
−
3626

1612
, е) 









3423

2014
,  

ж) 






 −−
13

24

2

1
, з) 









−
−

25

46

8

1
.  

4. а) 






−
91

83
, б) 

















−−
−
−

424

5111

321

, в) 








−−
−−

215

213
, г) 















−

33

110

41

,  

д) 
















−
−

−

644

115

121

, е) 
















−
−−

−
−

113

113

111

2

1
, ж) E, з) 

















−
−
−

530

619

301

, и) C,  

к) A. 
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5.а) 








−−
−

876

352
; б) 









07

25
; в) 









00

00
; г) 









30

02
; 

д) 
















−
−
−

261713

32279

292211

; е) 
















17

69

56

; ж) ( )31 ; з)





















35

25

15

5

; и) 








−
−

2221

1413
; к) 









10

1 n
. 

6. а) 








230

158
; б) 









−−
−

11

23
; в) 

















−
−

−

25229

103413

152321

. 

7. а) 














−
−

2

1

2

3
12

; б) 








−
−
35

47
; в) 

















−
−−

−

242927

344138

111

;  

г) 
















−
−−
−−

131

7185

11298

. 

8. а)2; б)3; в)3; г)2; д)1; е)2. 
9. а)-4; б) 4−≠ ; в) ни при каких. 

1.3. Системы линейных уравнений 

1.3.1. Основные понятия 

Системой линейных алгебраических уравнений, содержащей m урав-
нений и n неизвестных, называется система вида: 













=+++

=+++
=+++

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

...

.....................................................

,...

,...

2211

22222121

11212111

, (1.16) 

где числа njmiaij ,1 ,,1 , ==  называются коэффициентами системы, числа 

ib  – свободными членами. 

Матрица, составленная из коэффициентов системы, называется ос-
новной матрицей и обозначается: 
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



















=

mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

............

...

...

21

22221

11211

.  (1.17) 

Расширенной матрицей системы называется матрица ∗A , полученная 
из основной матрицы A , дополненная столбцом свободных членов: 





















=∗

mmnmm

n

n

baaa

baaa

baaa

A

...

...............

...

...

21

222221

111211

. (1.18) 

Решение системы (1.16) называется n значений неизвестных 

nn cxcxcx === ,..., , 2211 , при подстановке которых все уравнения систе-

мы обращаются в верные равенства. Всякое решение системы можно запи-
сать в виде матрицы-столбца 





















=

nc

c

c

C
...
2

1

. 

Определение. Система уравнений называется совместной, если она 
имеет хотя бы одно решение, и несовместной, если она не имеет ни одного 
решения. 

Определение. Совместная система называется определенной, если 
она имеет единственное решение, и неопределенной, если она имеет более 
одного решения. В последнем случае каждое ее решение называется част-
ным решением системы. Совокупность всех частных решений называется 
общим решением. 

Решить систему – это значит выяснить, совместна она или несовмест-
на. Если система совместна, найти ее общее решение. 

Две системы называются эквивалентными (равносильными), если ка-
ждое решение одной из них является решением другой, и наоборот. 

Эквивалентные системы получаются, в частности, при элементарных 
преобразованиях системы при условии, что преобразования выполняются 
лишь над строками матрицы. 

Система линейных уравнений (1.16) называется однородной, если все 
свободные члены равны нулю. 
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











=+++

=+++
=+++

.0...

.....................................................

,0...

,0...

2211

2222121

1212111

nmnmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa

 (1.19) 

Однородная система всегда совместна, так как 0...21 ==== nxxx  

является решением системы. Это решение называется нулевым или триви-
альным. 

1.3.2. Теорема Кронекера-Капелли 

Система линейных алгебраических уравнений (1.16) совместна тогда 
и только тогда, когда ранг расширенной матрицы (1.18) равен рангу ос-

новной матрицы (1.17), то есть )()( ArAr =∗ . 

Если система (1.16) совместна и  
1) ранг системы равен числу неизвестных (r(A)=n), то система имеет 

единственное решение; 
2) ранг системы меньше числа неизвестных (r(A)<n), то система 

имеет бесчисленное множество решений. 
Рассмотрим второй случай. Пусть r(A)=r<n.Возьмем первые r уравне-

ний системы (1.16) и оставим в левых частях этих уравнений первые r не-
известных, а остальные неизвестные перенесем вправо: 













−−−=+++

−−−=+++
−−−=+++

++

++

++

.......

.................................................................................................

,......

,......

112211

211222222121

111111212111

nrnrrrrrrrrr

nnrrrr

nnrrrr

xaxabxaxaxa

xaxabxaxaxa

xaxabxaxaxa

 

«Свободным» неизвестным nrr xxx ,...,, 21 ++  можно придать любые 

значения. Тогда соответствующие значения получают неизвестные 

rxxx ,...,, 21 . Таким образом можно найти частные и общее решения ис-

ходной системы уравнений. 
Пример 31. Исследовать на совместность систему  









=++
=++

=++

.512153

,38102

,145

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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Решение. Определим ранги основной матрицы системы и расширен-
ной матрицы системы. Для этого выпишем расширенную матрицу системы 

.

5

3

1

12153

8102

451

















=∗A  

Вертикальной чертой отделим элементы основной матрицы от сво-
бодных членов системы. Умножим элементы первой строки на (-2) и при-
бавим к элементам второй строки 

∗A ~
















5

1

1

12153

000

451

. 

Элементы первой строки, умноженные на (-3), прибавим к элементам 
третьей строки 

∗A ~
















2

1

1

000

000

451

. 

Умножим элементы второй строки на (-2) и прибавим к элементам 
третьей строки 

∗A ~
















0

1

1

000

000

451

. 

Основная матрица системы А эквивалентна матрице  

A ~
















000

000

451

. 

В полученной матрице одна ненулевая строка, значит ранг матрицы 

A  равен 1, то есть r(A)=1. Расширенная матрица системы ∗A  эквивалент-

на матрице ∗A ~
















0

1

1

000

000

451

. 

В полученной матрице две ненулевые строки, поэтому 2)( =∗Ar . 
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Так как )()( ∗≠ ArAr , тогда согласно теореме Кронекера-Капелли 

данная система уравнений несовместна. 
Пример 32. Исследовать на совместность систему 














−=−
=+
=+
−=−

=+

.5163

,865

,12107

,14

,423

21

21

21

21

21

xx

xx

xx

xx

xx

 

Решение. Выпишем расширенную матрицу системы 

.

5

8

12

1

4

163

65

107

41

23























−

−

−

−
=∗A  

Поменяем местами первую и вторую строки 

∗A ~ .

5

8

12

4

1

163

65

107

23

41























−

−

−

−

 

Умножим элементы первой строки на (-3) и прибавим к элементам 
второй строки 

∗A ~ .

5

8

12

7

1

163

65

107

140

41























−

−

−

−
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Элементы первой строки, умноженные на (-7), (-5), (-3) прибавим со-
ответственно к элементам третьей, четвертой и пятой строк: 

∗A ~ .

2

13 

19 

7  

1

40

260

380

14 0

41























−

−

−

−

 

Поменяем местами строки 

∗A ~ .

13  

19  

7   

2-  

1

26 0

38 0

14  0

4 0

41





















 −
−
−

 

Умножим элементы второй строки на 






−
2

1
  

∗A ~ .

13  

19  

7   

1   

1

26 0

38 0

14  0

2  0

41





















 −−

 

Элементы второй строки умножим на 7, 19, 13 и прибавим соответст-
венно к элементам третьей, четвертой и пятой строк: 

∗A ~ .

0  

0  

0  

1   

1

0  0

0  0

0  0

2  0

41





















 −−

 

Основная матрица системы эквивалентна матрице 

A ~ ,

0  0

 0   0

0  0

2   0

41





















 −
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в которой две ненулевые строки, поэтому r(A)=2. 
Расширенная матрица системы эквивалентна матрице 

∗A ~





















 −−

0  

0  

0  

1   

1

0  0

0  0

0  0

2  0

41

, 

в которой также две ненулевые строки, поэтому 2)( =∗Ar . 

Так как )()( ∗= ArAr , система совместна. В данной системе уравне-

ний две неизвестные, то есть nr = , поэтому система уравнений является 
определенной.  

Найдем единственное решение данной системы. Для этого восстано-
вим систему по последней матрице 





=
−=−

.12         

,14

2

21

x

xx
 

Из второго уравнения найдем 2x  и полученное значение подставим в 

первое уравнение 










−=⋅−

=

;1
2

1
4

,
2

1

1

2

x

x
 







=

−=−

;
2

1

,12

2

1

x

x
 







=

=

.
2

1

,1

2

1

x

x
 

Пример 33. Исследовать систему уравнений 









=++
=++

−=+−

.143

,369

,123

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Решение. Определим ранг основной матрицы системы и ранг расши-
ренной матрицы данной системы. Выпишем расширенную матрицу 















 −−
=∗

1

3

1

431

691

231

A . 

Умножим элементы первой строки на (-1) и прибавим сначала к эле-
ментам второй строки, а затем к элементам третьей строки. В результате 

получим матрицу, эквивалентную матрице ∗A  
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∗A ~ .

2

4

1

260

4120

231















 −−
 

Элементы второй строки умножим на 
4

1
, а элементы третьей строки 

на 
2

1
 

∗A ~ .

1

1

1

130

130

231















 −−
 

Элементы второй строки умножим на (-1) и прибавим к элементам 
третьей строки 

∗A ~ .

0

1

1

000

130

231















 −−
 

Отбросим третью строку, все элементы которой равны нулю 

∗A ~ .
1

1

130

231









 −−
  (1.20) 

В результате элементарных преобразований получили две ненулевые 
строки. 

Ранг основной матрицы системы равен двум r(A)=2.  

Ранг расширенной матрицы системы тоже равен двум 2)( =∗Ar . 

Значит, данная система уравнений совместна, а так как число неиз-
вестных, равное трем, больше, чем ранг, то система уравнений является 
неопределенной. 

Найдем общее решение системы уравнений. 
Воспользуемся матрицей (1.20) для получения системы уравнений, 

равносильной данной системе  





=+
−=+−
.13         

,123

32

321

xx

xxx
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За базисные неизвестные примем 1x  и 2x , а 3x  – свободная перемен-

ная.  





+−=
−−=−

.13         

,123

32

321

xx

xxx
 

Выразим из этой системы 1x  и 2x  через 3x : 









−=

−−=+−

;
3

1

3

1
         

,211

32

331

xx

xxx
 









−=

−=

.
3

1

3

1

,3

32

31

xx

xx
 

Пусть Сx =3 , где С – любое действительное число, получаем общее 

решение данной системы уравнений  













=

−=

−=

.

,
3

1

3

1

,3

3

2

1

Сx

Сx

Сx

 

Если необходимо найти какое-либо частное решение системы, то кон-
станте С придают любое значение, например: пусть С=1, тогда получим 
( )1;0;3− . 

1.3.3. Матричный метод решения систем 

Рассмотрим систему n линейных уравнений с n неизвестными 













=+++

=+++
=+++

nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

...

.....................................................

,...

,...

2211

22222121

11212111

  (1.21) 

Основная матрица системы 





















=

nnnn

n

n

aaa

aaa

aaa

A

...

............

...

...

21

22221

11211

. 



 45 

Обозначим 





















=

nx

x

x

X
...

2

1

, 





















=

3

2

1

...

b

b

b

B . Пусть 0≠A , то есть матрица А не-

вырожденная. Тогда систему (1.21) можно представить в виде уравнения  

,BXA =⋅   (1.22) 

которое называется матричным уравнением. Решим матричное уравнение. 

Умножим обе части уравнения (1.22) слева на 1−A . Получим 

BAXAA ⋅=⋅⋅ −− 11 , а так как EAA =⋅−1 , XXE =⋅ , тогда 

.1 BAX ⋅= −  (1.23) 

Равенство (1.23) называется решением матричного уравнения (1.22). 
Таким образом, чтобы решить систему уравнений (1.21) матричным 

методом, где 0≠A , надо найти матрицу, обратную матрице А, и умно-

жить ее на матрицу-столбец В, состоящую из свободных членов системы 
(1.21). 

Пример 34. Решить систему уравнений матричным методом 









=++
=++

=++

.23435

,103

,13223

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Решение. Выпишем основную матрицу системы 

.

435

131

223

















=A  

Проверим, является ли матрица А невырожденной: 

,05983010636

)133421235(512231433

435

131

223

≠=−−−++=

=⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅==A
 

значит матрица A  является невырожденной, поэтому обратная матрица 
1−A  к матрице A  существует и данную систему уравнений можно решить 

матричным методом. 
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Найдем алгебраические дополнения элементов матрицы A : 

,93121343
43

13
)1( 11

11 =−=⋅−⋅=⋅−= +A  

,1)54()1541(
45

11
)1( 21

12 =−−=⋅−⋅−=⋅−= +A  

,121533531
35

31
)1( 31

13 −=−=⋅−⋅=⋅−= +A  

,2)68()2342(
43

22
)1( 12

21 −=−−=⋅−⋅−=⋅−= +A  

,210122543
45

23
)1( 22

22 =−=⋅−⋅=⋅−= +A  

,1)109()2233(
35

23
)1( 32

23 =−−=⋅−⋅−=⋅−= +A  

,4622312
13

22
)1( 13

31 −=−=⋅−⋅=⋅−= +A  

,1)2113(
11

23
)1( 23

32 −=⋅−⋅−=⋅−= +A  

.7292133
01

12
)1( 33

33 =−=⋅−⋅=
−

⋅−= +A  

Составим матрицу A
~

, присоединенную к матрице А:  

.

7112

121

429
~

















−
−
−−

=A  

По формуле (1.15) получим матрицу 1−A , обратную к матрице А: 

.

7112

121

429

5

11

















−
−
−−

=−A  

Найдем решение данной системы уравнений по формуле (1.23) 
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=
















⋅+⋅+⋅−
⋅−⋅+⋅
⋅−⋅−⋅

=
































−
−
−−

=
















=
2371011312

231102131

234102139

5

1

23

10

13

7112

121

429

5

1

3

2

1

x

x

x

X

,

3

2

1

15

10

5

5

1

















=
















=  то есть .3 ,2 ,1 321 === xxx  

Пример 35. Матричным методом решить систему уравнений 









=+−
=−+

=−+

.035

,2242

,12

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Решение. Запишем основную матрицу системы A : 

















−
−
−

=
315

242

121

A  

и вычислим определитель этой матрицы .

315

242

121

−
−
−

=A  

В полученном определителе элементы первой строки пропорциональ-
ны соответствующим элементам второй строки, тогда по свойству 6 опре-
делителей .0=A  

Матрица A  является вырожденной, а значит решить матричным ме-
тодом данную систему невозможно. 

1.3.4. Решение систем линейных уравнений  
по формулам Крамера 

Пусть дана система n линейных уравнений с n неизвестными 













=+++

=+++
=+++

,...

.....................................................

,...

,...

2211

22222121

11212111

nnnnnn

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

 

определитель основной матрицы которой отличен от нуля, то есть 
система уравнений невырожденная. 
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Обозначим .∆=A . Определитель 1∆  получается из определителя ∆  

путем замены элементов первого столбца столбцом из свободных членов: 

nnnn

n

n

aab

aab

aab

...

............

...

...

2

2222

1121

1 =∆ . 

Тогда 
∆
∆

= 1
1x . 

Аналогично 
∆

∆
= 2

2x , где 2∆  получен из ∆  путем замены элементов 

второго столбца столбцом из свободных членов; 

∆
∆

= 3
3x , и так далее, 

∆
∆

= n
nx . 

Формулы  

nix i
i ,1   , =

∆
∆

=   (1.24) 

называются формулами Крамера. 
Таким образом, невырожденная система n линейных уравнений с n 

неизвестными имеет единственное решение, которое может быть найдено 
матричным методом (1.23) или по формулам Крамера (1.24). 

Пример 36. Решить систему уравнений по формулам Крамера 









=++
=−+

=++

.1643

,1432

,9232

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Решение. Составим и вычислим определитель ∆  данной системы 
уравнений 

.06243122784

))3(42131223(3)3(3241122

143

321

232

≠−=+−−−+=

=−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅−⋅−⋅+⋅⋅+⋅⋅=−=∆
 

Данная система является невырожденной, поэтому ее решение можно 
найти по формулам Крамера (1.24). 
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Вычислим 21,∆∆  и 3∆ : 

;12108426414411218))3(49

13142216(3)3(162414129

1416

3214

239

1

−=+−−−+=−⋅⋅+

+⋅⋅+⋅⋅−⋅−⋅+⋅⋅+⋅⋅=−=∆
 

;1896984813228

)2)3(161912143()3(9321611142

1163

3141

292

2

−=+−−−+=

=⋅−⋅+⋅⋅+⋅⋅−−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=−=∆

.1211248541263664

)14421631923(14339411622

1643

1421

932

3

=−−−++=

=⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅==∆
 

Значит, 2
6

12
1 =

−
−=x , 3

6

18
2 =

−
−=x , 2

6

12
3 −=

−
=x . 

1.3.5. Решение систем методом Гаусса 

Одним из наиболее универсальных и эффективных методов решений 
систем линейных уравнений является метод Гаусса, состоящий в последо-
вательном исключении неизвестных. 

Пусть дана система уравнений 













=+++

=+++
=+++

....

.....................................................

,...

,...

2211

22222121

11212111

nnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa

bxaxaxa

 (1.25) 

Процесс решения по методу Гаусса состоит из двух этапов. На первом 
этапе (прямой ход) система приводится к ступенчатому (треугольному или 
трапециевидному) виду. Для этого над строками расширенной матрицы 

системы ∗A  проводятся элементарные преобразования, приводящие эту 
матрицу к ступенчатому виду. Полученная матрица будет эквивалентной 

матрице ∗A , значит, и система уравнений, полученная с помощью новой 
матрицы будет равносильной данной системе уравнений. 
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Если в процессе приведения системы (1.25) к ступенчатому виду поя-
вятся нулевые уравнения, то есть равенства вида 0=0, их отбрасывают. 
Если же появится уравнение вида ib=0 , а ,0≠ib  то это говорит о том, 

что данная система уравнений несовместна. 
Второй этап (обратный ход) заключается в решении ступенчатой сис-

темы. Если в последнем уравнении новой системы содержится одно неиз-
вестное, то исходная система имеет единственное решение. Из последнего 
уравнения находим nx , из предпоследнего уравнения 1−nx , далее подни-

маясь по системе вверх, найдем все остальные неизвестные 2−nx , 

),,...,( 123 xxxn− . Если в последнем уравнении преобразованной системы 

более чем одно неизвестное, то данная система имеет множество решений 
(система является неопределенной). Из последнего уравнения выражаем 
первое неизвестное kx  через остальные неизвестные ),...,( 1 nk xx + . Затем 

подставляем значение kx  в предпоследнее уравнение системы и выражаем 

1−kx  через ),...,( 1 nk xx +  и так далее. Придавая свободным неизвестным 

),...,( 1 nk xx +  произвольные значения, получим бесчисленное множество 

решений системы. На практике удобно, чтобы коэффициент 11a  был равен 

1 (уравнения переставить местами, либо разделить обе части первого 
уравнения на 111 ≠a ). 

Пример 37. Решить систему уравнений методом Гаусса: 









=−+
−=+−

=−+

.107

,522

,52

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Решение. Составим расширенную матрицу ∗A  данной системы 

.

10

5

5

117

221

112

















−
−

−
−

=∗A  

Так как 1211 ≠=a , 121 =a , поменяем местами первую и вторую 

строки матрицы ∗A  местами: 

∗A ~














 −

−
−

−

10

5

5

117

112

221

. 
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Сначала элементы первой строки умножим на (-2) и прибавим к соот-
ветствующим элементам второй строки, а затем элементы первой строки 
умножим на (-7) и прибавим к элементам третьей строки: 

∗A ~














 −

−
−

−

45 

15  

5

15150

55  0

2   21

. 

Элементы второй строки умножим на ( )3− и прибавим к элементам 

третьей строки: 

∗A ~














 −
−

−

0  

15  

5

0  0  0

55   0

2   21

. 

Восстановим систему по последней матрице 





=−
−=+−

.1555          

522

32

321

xx

xxx
 

Получили систему, состоящую из двух уравнений и содержащую три 
неизвестных, то есть с помощью элементарных преобразований данную 
систему уравнений привели к ступенчатому виду, в которой нет уравнений 
вида ib=0 , где 0≠ib . Поэтому система уравнений имеет бесчисленное 

множество решений. Выразим 2x  через 3x  из второго уравнения: 





+=
−=+−
.3          

522

32

321

xx

xxx
 

Подставим полученное выражение 2x  в первое уравнение: 





+=
++−−=

;3          

),3(225

32

331

xx

xxx
  





+=
++−−=
;3          

,2625

32

331

xx

xxx
 




+=
=

.3

,1

32

1

xx

x
 

Пусть Сx =3 , где С – любое действительное число, тогда полученное 

решение будет называться общим решением 









=
+=

=

.

,3

,1

3

2

1

Сx

Сx

x
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Пусть 23 =x , тогда получаем решение, которое будет называться ча-

стным решением системы: 








=
=
=

2

,5

,1

3

2

1

x

x

x

 

Пример 38. Решить систему уравнений методом Гаусса  









=++
=++

−=+−

.147

,92

,522

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Решение. Составим расширенную матрицу ∗A  данной системы урав-
нений 

.

14

9

5

117

112

221















 −−
=∗A  

Элементы первой строки умножим на (-2) и прибавим к элементам 
второй строки, затем элементы первой строки умножим на (-7) и прибавим 
к элементам третьей строки: 

∗A ~














 −
−

−

49

19 

5

13150

350

221

. 

Элементы второй строки умножим на (-3) и прибавим к элементам 
третьей строки: 

∗A ~
















−

−

−
−

−

8

19 

5

400

350

221

. 

Элементы третьей строки умножим на 






−
4

1
: 

∗A ~














 −
−

−

2

19

5

100

350

221

. 
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С помощью элементарных преобразований получили матрицу тре-
угольного вида, значит, данная система уравнений имеет единственное 
решение. 

С помощью полученной преобразованной расширенной матрицы за-
пишем соответствующую систему уравнений 









=
=−
−=+−

.2                     

,1935         

,522

3

32

321

x

xx

xxx

 

Зная значение 23 =x , из второго уравнения находим 2x : 









=
⋅+=

−=+−

.2                     

,23195         

,522

3

2

321

x

x

xxx

 или 








=
=
−=+−

.2                     

,5                     

,522

3

2

321

x

x

xxx

 

Используя значения 23 =x  и 52 =x , из первого уравнения находим 

1x : 









=
=
⋅+⋅−−=

.2                     

,5                     

,52225

3

2

1

x

x

x

 или окончательно 








=
=
=

.2

,5

,1

3

2

1

x

x

x

 

1.3.6. Однородные системы уравнений 

Рассмотрим однородную систему линейных уравнений 













=+++

=+++
=+++

.0...

.....................................................

,0...

,0...

2211

2222121

1212111

nmnmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa

xaxaxa

  (1.26) 

Однородная система всегда совместна ( )()( *ArAr = ), она имеет ну-

левое (тривиальное) решение 0...21 ==== nxxx . 

Для того чтобы однородная система линейных уравнений имела нену-
левые решения необходимо и достаточно, чтобы ранг r ее основной мат-
рицы был меньше числа n неизвестных, то есть r<n . 

Если число уравнений m системы совпадают с числом неизвестных n, 
то есть nm = , основная матрица системы является квадратной, в этом 
случае условие r<n означает, что определитель основной матрицы систе-
мы .0=A  
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Пример 39. Решить систему уравнений 





=−+
=−+

.0392

,02

321

321

xxx

xxx
 

Решение. Составим основную матрицу системы 










−
−

=
392

121
A . 

Элементы первой строки умножим на (-2) и прибавим к элементам 
второй строки. 










−
−

=
392

121
A ~ 









−
−

150

121
. 

Получили матрицу ступенчатого вида, в которой две ненулевые стро-

ки, поэтому ранг матрицы A , а значит и расширенной матрицы ∗A  равен 

2, то есть .2)()( * == ArAr  

Число неизвестных в системе уравнений равно 3, r<n, поэтому данная 
система имеет ненулевые решения. 

Для составления системы, равносильной данной, воспользуемся пре-
образованной матрицей 





=−
=−+

.05        

,02

32

321

xx

xxx
 

Из второго уравнения выразим 2x  через 3x , при этом 3x  будет явля-

ется свободной переменной: 32 5

1
xx = . 

Полученную правую часть равенства подставим в первое уравнение и 

выразим 1x через 3x : .
5

3
  ,

5

1
2 31331 xxxxx =⋅−=  

Пусть Cx =3 , тогда общее решение системы можно записать в виде 

матрицы-столбца 

.
5

1
5

3

)(























==

C

C

C

CXX   (1.27) 
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Пример 40. Решить систему уравнений 









=++
=++

=++

.0243

,0352

,023

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Решение. Выпишем основную матрицу системы 

















=
243

352

123

A . 

Элементы первой строки умножим на (-2) и прибавим к соответст-
вующим элементам второй строки умноженным на 3:  

















=
243

352

123

A ~
















243

7110

123

. 

Элементы первой строки умножим на (-1) и прибавим к элементам 
третьей строки 

















=
243

352

123

A ~
















243

7110

123

~
















120

7110

123

. 

Элементы второй строки умножим на (-2), элементы третьей строки 
на 11 и полученные строки сложим 

















=
243

352

123

A ~
















243

7110

123

~
















120

7110

123

~
















− 300

120

123

. 

Получили три ненулевые строки, значит ранг матрицы A  равен 3, 
число неизвестных в системе уравнений тоже равно 3, то есть nAr =)( , 

значит данная система уравнений имеет единственное решение – нулевое, 
то есть  

0321 === xxx . 
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Пример 41. Решить систему уравнений 













=−++
=+−+
=−++

=−++

.0192483

,03254

,04653

,0342

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

Решение. Выпишем основную матрицу системы 





















−
−
−

=

192483

3254

4653

3421

A  

и найдем ранг этой матрицы.  
Элементы первой строки умножим на (-3) и прибавим к элементам 

второй и четвертой строк, затем элементы первой строки умножим на (-4) 
и прибавим к третьей строке: 

A ~





















−
−−
−−

−

1012   2   0

15   1830

5    610

3 4    2    1

. 

Элементы второй строки умножим на ( )3−  и прибавим к элементам 

третьей строки, затем элементы второй строки умножим на 2и прибавим к 
элементам четвертой строки: 

A ~





















−−
−

0   0   0   0

0   0   0   0

5   610

34    2   1

. 

В преобразованной матрице ступенчатого вида получилось две нену-
левые строки, поэтому ранг матрицы A  равен двум, то есть 2)( =Ar , а 

число неизвестных в системе уравнений равно 4 ( 4=n ). Получили, что 
nr < , поэтому данная система уравнений имеет ненулевые решения. Уко-

роченная система имеет вид: 





=+−−
=−++

.056       

,0342

432

4321

xxx

xxxx
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Выразим 1x  и 2x  через 3x  и 4x : 




−=
−=+

;65         

,432

342

3421

xxx

xxxx
 





−=
−−−=

;65

),65(243

342

34341

xxx

xxxxx
 или 





−=
−=

.65

,78

342

431

xxx

xxx
 

Неизвестные 1x  и 2x  – базисные, а 3x  и 4x  – свободные. Полагая 

2413 , cxcx == , получим общее решение системы, записанное в виде мат-

рицы-столбца (1.27) 

.
65

78

);(

2

1

12

21

21





















−
−

==

c

c

cc

cc

ccXX   (1.28) 

Назовем фундаментальной системой решений систему матриц-
столбцов, полученную из общего решения при условии, что свободным 
неизвестным дают последовательно значения 

.1 ,0...

.................................................

,0... ,1 ,0

,0... ,1

121

321

321

=====

=====
=====

− nn

n

n

cccc

cccc

cccc

 

Матрицы-столбцы, то есть фундаментальную систему решений обо-

значают nEEE  ,..., , 21 . Общее решение будет представлено в виде 

....2211 nnEcEcEcX +++=  (1.29) 

В примере 41 найдем фундаментальную систему решений и выразим с 
ее помощью общее решение этой системы. 

Из общего решения (1.28) системы найдем 21    EиE : 





















−
==

0

1

6

8

)0;1(1 XE , 



















−

==

1

0

5

7

)1;0(2 XE . (1.30) 

С использованием фундаментальной системы (1.30) общее решение 
(1.28) может быть записано в виде (1.29) 

.);( 221121 EcEcccX +=  
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1.3.7. Задания для самостоятельного решения 

1. Исследовать совместность следующих систем: 

а)








=−−
−=++

−=+−

;323

,132

,22

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 б) 








−=−−
−=−+

=−+

;2

,152

,142

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  

в) 








=+++
=+++

=+++

;2749

,42253

,6372

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 г) 








=−−+
=++−
=++−

;36475

,5347

,24253

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

д) 













=+−−
−=−+

−=++−
=+−−

;2294

,34            2

,3532

,3523

4321

421

4321

4321

xxxx

xxx

xxxx

xxxx

 е) 













−=+++
=+++

=−−−
=−−+

.78323

,629x32

,2463

,66

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxx

xxxx

xxxx

 

2. Решить системы уравнений матричным методом: 

а) 








=−+
=+−

=++

;872

,1353

,42

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 б) 








−=+−
−=−+

−=++

;13324

,2

,423

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

в) 








=−+
=−−

=−+

;13265

,9334

,2

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 г) 








=−+
=−+
=+−

;13265

,11352

,8234

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

д) 








=−−
=−+

=+−

;6523

,20432

,632

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 е) 








−=+−−
=−+

=−+

.334

,2638

,1

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

3. Решить системы уравнений по формулам Крамера: 

а) 




=−
=−

;8172

,1353

21

21

xx

xx
 б) 









=+−
=+−
=++

;3651110

,15235

,15327

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

в) 








=−
=+
=+

;035       

,163            

,5           2

32

31

21

xx

xx

xx

 г)








=++
=−+

=−+

;1625

,16732

,62

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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д) 








−=−+
−=+−

=++

;52

,7623

,285

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 е) 








−=−
−=++
−=+−

.5             4

,124

,732

21

321

321

xx

xxx

xxx

 

4. Исследуйте системы и в случае совместности решите их методом 
Гаусса или Жордана-Гаусса: 

а) 




=+−
=++

;523

,3436

321

321

xxx

xxx
  б) 









=−−
=+−
=−−

;0277

,143

,5323

321

321

321

xxx

xxx

xxx

  

в) 








=+−
=−+

=++

;354

,0

,523

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 г) 








=++
=+−

−=+−

;6

,22

,2332

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

д) 








=++−
=+−
=−+

;2

,4

,0

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 е) 








=++
=+−
=+−

;6

,572

,3332

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

ж) 













=−+
=−+
=++

−=−+

;183

,072

,942

,3323

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

  з) 













−=−−−
−=−−−

−=−−−
=++−

;75747

,42435

,123

,222

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

и) 













=+−+
=−+−

=−−+
=−+−

;2

,12223

,03

,12

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 к) 













=+−+
=+++
=−+−

=+−+

.723

,6

,0

,32

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

л) 













=−+−
=−++

=+−
=+−+

;5283

,723

,327

,232

4321

4321

421

4321

xxxx

xxxx

xxx

xxxx

  м) 













=++++
=++++
=++++

=−+−+

;857495

,13574

,32232

,0532

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

н) 














=+−
=+−
=+−
−=−−
−=−+

;527

.17498

,10343

,322

,534

321

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

xxx

 о) 














=−++−
−=+−++

=−−+−
=+−++

−=+−++

.34

,1223

,32

,05652

,12

54321

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx
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5. Найти фундаментальную систему решений и общее решение сле-
дующих систем: 

а) 








=++
=++

=++

;0234

,0345

,023

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 б) 








=−+
=+−

=++

;055

,0

,032

321

321

321

xx

xxx

xxx

 

в) 








=++
=++

=++

;0243

,0352

,023

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 г) 








=−++
=−−−

=−+−

;02

,0845

,032

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 

д) 








=+−+
=−−

=−−+

;032

,05         

,0

4321

431

4321

xxxx

xxx

xxxx

 е) 













=+++
=+−+
=+−+

=+++

.0475

,023

,0557

,03

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

Ответы. 1.а) система несовместна; б) система совместна;  
в) система совместна; г) система несовместна; д) система совместна; 

е) система совместна.  
2. а) ( )1;1;1 ; б) (-3;2;1); в) (3;0;1); г) (3;-2;-5); д) (8;4;2); е) (-8;-4;-13). 

3. а) (16;7); б) (2;-1;1); в) (1;3;5); г) (3;1;-1); д) (-3;2;1); е) (-1;1;-2).  

4. а) (с;-
5

7
;
5

9
-

2

3
с); б) Ø; в) (-1;3;2); г) (2;3;1); д) (2;1;3); 

е) 






 −
11

4
;

11

19
;

11

51
; ж) (1; 0; 2); з) (5с-5;7с-7;с;0); и) ( 444 ;22;1;1 xxx −− ); к) 

( 44 ;1;3;2 xx− ); 

л) Ø; м) Ø; н) (0; -1; 2); о) ( c
ccc

;
2

1;0;
2

1;
2

−−−−− ).  

5. а) ( ccc ;2;− ); б) (0;0;0); в) (0;0;0); г) 






 − ccc
4

3
;0;

4

1
; ; 

д) 






 −+ 22121 4

1
;

4

5
;; ccccc ; е) 







 +−−
3

)(4
;

3

5
;; 2121

21
cccc

cc . 
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2. ЭЛЕМЕНТЫ ВЕКТОРНОЙ АЛГЕБРЫ  
И АНАЛИТИЧЕСКОЙ ГЕОМЕТРИИ 

2.1. Векторы. Основные понятия 

Величины, которые полностью определяются своим численным значени-
ем, называются скалярными. Например, площадь, длина, работа, масса. 

Величины, которые определяются не только своим числовым значе-
нием, но и направлением, называются векторными. Например, сила, уско-
рение. 

Определение. Вектор – это направленный прямолинейный отрезок, то 
есть отрезок, имеющий определенную длину и определенное направление. 
Если точка А – начало вектора, а точка В – его конец, то вектор обознача-

ется символом AB  или .a   

Определение. Вектор BA (у него начало в точке В, а конец в точке А) 

называется противоположным вектору AB . Вектор, противоположный 

вектору a  обозначается a− . 
Определение. Расстояние между началом и концом вектора называет-

ся его длиной или модулем и обозначается AB . 

Определение. Вектор, длина которого равна нулю, называется нуле-

вым вектором и обозначается 0 . Нулевой вектор не имеет определенного 
направления. 

Определение. Вектор, длина которого равна единице, называется 

единичным вектором и обозначается e . Единичный вектор, направление 

которого совпадает с направлением вектора a , называется ортом (орт) 

вектора a  и обозначается 0a . 

Определение. Векторы a  и b  называются коллинеарными, если они 
лежат на одной прямой или на параллельных прямых, обозначается колли-

неарность ba .  

a  

b  
c  

d  
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Коллинеарные векторы могут быть сонаправлены ( ba⇑ ) и противо-

положно направлены ( ba ↑↓ ). 

 

a  

b  
c  

d  

f  

n  

 

 

, ,c , fndba кроме того ba ↑↑ , dc ↑↑ , fn ↑↓ . 

Определение. Два вектора называются равными, если они коллине-
арны, одинаково направлены и имеют одинаковые длины. 

 A 

B 

D 

 

. , ADCBDCAB ≠=  

Определение. Три вектора в пространстве называются компланарны-
ми, если они лежат в одной плоскости или в параллельных плоскостях. 

2.2. Линейные операции над векторами 

Линейными операциями над векторами называют операции сложения, 
вычитания векторов и умножение вектора на число. 

Определение. Пусть a  и b  – два произвольных вектора. Возьмем 

произвольную точку О и построим вектор aOA = . От точки А отложим 

вектор bAB = . Вектор OB , соединяющий начало первого вектора с кон-

цом второго, называется суммой векторов a  и b : baOB += . 
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a  

b  

a  

b  

ba +  
O 

A 
B 

 

Это правило сложения векторов называют правилом треугольника. 

a  

b  

a  

b  A B 

c  

cba ++  

c  ba +  

O 

 

Таким образом, правило треугольника можно применять для любого 
конечного числа складываемых векторов. 

Сумму двух векторов можно построить и по правилу параллелограмма. 

a  

b  

a  
bac +=  

O 

b   

Определение. Разностью векторов a  и b  называется вектор 

bac −=  такой, что acb =+ . 

a  

b  

a  
O 

bac −=  

b  
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Таким образом, если на векторах a  и b , отложенных из общей точки 

О, построить параллелограмм ОАСВ, то вектор OC , совпадающий с одной 

диагональю, равен сумме ba + , а второй BA, совпадающий с другой диа-

гональю, – разности ba − . 

 

О 

А 

В 

С 

ba +  

ba −  

a  

b  

 

Определение. Произведением вектора a  на число (скаляр) называет-

ся вектор a⋅λ , который имеет длину a⋅λ , коллинеарен вектору a , име-

ет направление вектора a , если 0>λ  и противоположное направление, 

если 0<λ . Например, если дан вектор a , то векторы a2  и a
2

1−  будут 

иметь вид 

 

2 a  a
2

1−  a  

 

Из определения следует: два вектора a  и b коллинеарные тогда и 

только тогда, когда имеет место равенство ab ⋅= λ : abba ⋅=⇔ λ . 

Линейные операции над векторами обладают следующими свойствами: 

1) ;abba +=+  

2) ( ) ;)( cbacba ++=++  

3) ;0)(a ;0 =−+=+ aaa  
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4) ( ) ( ) ( );122121 aaa ⋅=⋅⋅=⋅⋅ λλλλλλ  

5) ( ) ;2121 aaa λλλλ +=+  

6) ;)( baba λλλ +=+  

7) aaaa −=−=⋅ )1( ;1 . 

Пример 1. Отрезок АВ разделен точками С и D на три равные части. 

Точка О не принадлежит отрезку АВ. Векторы aOA = , bOB = . Выразить 

через a  и b  вектор ODOCm 23 −= . 

O 

C D B 

a  b  

 

Решение. Выполним построения 

;abAB −=  .ACOAOC +=  ).(
3

1
  ,

3

1
 , abACABACABAC −==↑↑  

),(
3

1
abaOC −+=  ,

3

1

3

1
abaOC −+=  ,

3

1

3

2
baOC +=  .23 baOC +=  

;BDOBOD +=  ,ABBD ↑↓  ,
3

1
ABBD −=  ),(

3

1
abBD −−=   

),(
3

1
abbOD −−=  ,

3

1

3

1
abbOD +−=  ,

3

1

3

2
abOD +=  

.
3

2

3

4
2 abOD +=  

,
3

2

3

4
2 abbam −−+=  bam

3

1

3

4 −= , .
3

4 ba
m

−=  

Пример 2. В параллелограмме ABCD aOA = , ,bOB =  где О точка 

пересечения диагоналей. Выразить через a  и b вектор 

.532 BCCDADABm −−+=  
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Решение. Выполним построения 

 

О 

А 

В С 

D 

a  

b  

 

.OBAOAB +=  ,OAAO ↑↓  .aAO −=  baAB +−=  или .abAB −=  

,ODAOAD +=  .aAO −=  Векторы OB  и OD  – противоположные, 

т.к. ,ODOB  ODOB =  (по свойству диагоналей параллелограмма), 

ODOB↑↓ , тогда ,OBOD −=  .bOD −=  .baAD −−=  

.  , baBCADBC −−==  ),(5)(3)(2 bababaabm −−−−−−−+−=  

,553322 bababaabm +++−−−−=  .7 abm −=  

2.3. Проекция вектора на ось 

Пусть в пространстве задана ось l, то есть направленная прямая. 
Определение. Проекцией точки М на ось l называется основание 1M  

перпендикуляра 1MM , опущенного из точки М на ось. 

 

l •  

•  

M

1M  

 

Определение. Пусть ,0≠a  0≠b . Углом между двумя ненулевыми 

векторами a  и b  называется наименьший угол )0( πϕϕ ≤≤ , на который 

надо повернуть один из векторов до его совпадения со вторым. Векторы a  

и b  необходимо привести к общему началу О. 
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ϕ  
a  

b  

О 

 

Определение. Углом между вектором a  и осью l называется угол 

между векторами a  и 0l  – единичный вектор (орт) оси l. 

 

ϕ  
a  

l 0l  

 

Пусть AB  – произвольный вектор ( 0≠AB ). Обозначим через 1A  и 

1B  проекции на ось l соответственно начала А и конца В вектора AB . Век-

тор 11BA  называется составляющей вектора AB  по оси l и обозначается 

ABсостBA l=11 . 

l O •  

•  A 
B 

1A  1B  

 

Определение. Проекцией вектора AB  на ось l называется положи-

тельное число 11BA , если вектор 11BA  и ось l сонаправлены, отрицатель-

ное число 11BA− , если вектор 11BA  и ось l противоположно направлены 

и 0, если lAB ⊥ . 

Проекция вектора AB  на ось l обозначается ABпрl . 
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Основные свойства проекций 

1. Проекция вектора a  на ось l равна произведению модуля вектора 

a  на косинус угла ϕ  между вектором и осью, то есть  

 ϕcos⋅= aaпр l . (2.1) 

Следствие 1. Проекция вектора на ось положительна, если вектор об-
разует с осью острый угол, отрицательна, если этот угол – тупой, и равна 
нулю, если этот угол – прямой. 

Следствие 2. Проекции равных векторов на одну и ту же ось равны 
между собой. 

2. Проекция суммы нескольких векторов на одну и ту же ось равна 
сумме их проекций на эту ось. 

.)( cпрbпрaпрcbaпр llll ++=++   (2.2) 

3. При умножении вектора a  на число λ  его проекция на ось также 
умножается на это число, то есть 

aпрaпр ll ⋅= λλ )(  (2.3) 

Заметем, что проекция вектора на ось l и его составляющая связаны 
соотношением 

 0laпрaсост ll ⋅=  (2.4) 

Пример 3. Вектор a  образует с осью l угол o60=ϕ , длина вектора a  

равна 6. Найти aпрl . 

Решение. По условию o60 ,6 == ϕa , тогда 
2

1
60coscos == oϕ . Для 

нахождения проекции вектора a  на ось l воспользуемся формулой (2.1) 

.3
2

1
6 =⋅=aпрl  

Пример 4. Вектор ( ) ( ) .
4

3
, ,

4
,a ,4 ,3 ,

ππ ====+=
∧∧

lblbabad  Найти 

dпрl . 

Решение. Воспользуемся формулой (2.2) .bnpanpdпр lll +=  

( )
2

23

2

2
3

4
cos3  , ,cos =⋅=⋅=⋅=

∧ π
aпрlaaaпр ll . 
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( ) 22
2

2
4

4

3
cos4  , ,cos −=














−⋅=⋅=⋅=

∧ π
bпрlbbbпр ll . 

.
2

2
22

2

23 −=−=dпр l  

Пример 5. Вектор ab 2= . Длина вектора a  равна 5. Угол между век-

тором a  и осью l равен o30 . Найти bпрl . 

Решение. Воспользуемся формулой (2.3) 

( ) .22 aпрaпрbпр lll ⋅==  .
2

35

2

3
530cos =⋅== oaaпр l  

.35
2

35
2 =⋅=bпрl  

2.4. Координаты вектора 

Рассмотрим в пространстве прямоугольную систему координат Oxyz. 

Выделим на координатных осях Ox, Oy и Oz единичные векторы kji ,,  

соответственно. 

 

y 

x 

z 

M3 

M1 

M2 

N 

M 

a  

i  

j  k  
β  

γ  

α  
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Выберем произвольный вектор a  пространства и совместим его на-
чало с началом координат: 

OMa = . 

Найдем проекции вектора a  на координатные оси. Проведем через 

конец вектора OM  плоскости, параллельные координатным плоскостям. 
Точки пересечения этих плоскостей с осями обозначим соответственно 
через   и , 321 MMM . 

Получим прямоугольный параллелепипед, одной из диагоналей кото-

рого является вектор OM .  

Тогда . , , 321 OMaпрOMaпрOMaпр zyx ===  

По определению суммы нескольких векторов находим 

NMNMOMa ++= 11 . 

Так как , , 321 OMNMOMNM == то 

.321 OMOMOMa ++=   (2.5) 

.  ,  , 321 aсостOMaсостOMaсостOM zyx ===  

Используя формулу (2.4), получим 

.

,   ,

33

2211

kOMkaпрOM

jOMjaпрOMiOMiaпрOM

z

yx

⋅=⋅=

⋅=⋅=⋅=⋅=

 

(2.6) 

Обозначим .   ,  , 321 zyx aOMaOMaOM ===  

Тогда из равенств (2.5) и (2.6) получаем 

.kajaiaa zyx ⋅+⋅+⋅=
 
  (2.7) 

Формула (2.7) является основной в векторном исчислении и называет-
ся разложением вектора по ортам координатных осей. Числа zyx aaa ,,  

называются координатами вектора a , то есть координаты вектора – это 
его проекции на соответствующие координатные оси. 

Равенство { }zyx bbbb ;;=  или );;( zyx bbbb  означает, что  

.kbjbibb zyx ⋅+⋅+⋅=
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Модуль вектора (длина вектора) равен квадратному корню из суммы 
квадратов координат (проекцией) этого вектора 

.222
zyx aaaa ++=  (2.8) 

Если вектор 21MMa = , где ),,(  ),,,( 22221111 zyxMzyxM , то 

.  ,  , 121212 zzaaпрyyaaпрxxaaпр zzyyxx −==−==−==  

Тогда ( ) ( ) ( ) ,121212 kzzjyyixxa ⋅−+⋅−+⋅−=  

или 

( )121212 ;; zzyyxxa −−−    (2.9) 

так выражаются координаты вектора через координаты его начала и конца. 
Из свойств проекций (координаты вектора – это его проекции на оси 

координат) следует: 

если Rbbbbaaaa zyxzyx ∈α  ),,,(  ),;;( , то  

1) ba =  тогда и только тогда, когда 
, , , zzyyxx bababa === т.е. равные векторы имеют соответственно рав-

ные координаты; 

2) { }zzyyxx babababa ±±±=± ;;  – при сложении векторов соответ-

ствующие координаты складываются, при вычитании – вычитаются; 

3) { }zyx aaaa αααα ;;=⋅  – при умножении вектора на число его коор-

динаты умножаются на это число; 

4) zzyyxx bababababa αααα ===⇔=⇔   ,  , , то есть 

ααα ===
z

z

y

y

x

x

b

a
  

b

a

b

a
,  ,  или  

 
z

z

y

y

x

x

b

a

b

a

b

a
== . (2.10) 

координаты коллинеарных векторов пропорциональны. 

Пусть вектор a  образует с осями Ox, Oy, Oz углы γβα  , ,  соответст-

венно. По свойству проекции вектора на ось (2.1), имеем  

.cos  ,cos  ,cos γβα ⋅=⋅=⋅= aaaaaa zyx   (2.11) 
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Или, что то же самое, 

.cos  ,cos  ,cos
a

a

a

a

a

a zyx === γβα  (2.12) 

γβα cos ,cos ,cos  называются направляющими косинусами вектора 

a . 
Подставим выражения (2.11) в равенство (2.8) получаем 

,coscoscos 222222
γβα ⋅+⋅+⋅= aaaa

 

.coscoscos 222 γβα ⋅++⋅= aa  

Сократив на 0≠a , получим соотношение 

1coscoscos 222 =⋅++ γβα
 

или 

,1coscoscos 222 =++ γβα   (2.13) 

то есть сумма квадратов направляющих косинусов ненулевого векто-
ра равна единице. 

Заметим, что координатами единичного вектора 0a  являются числа 

γβα cos ,cos ,cos , то есть )coscos(cos0 γβ, α, a . 

Пример 6. Известно, что .3  ,0cos  ,
2

2
cos  ,

2

1
cos =<== aγβα  

Найти координаты вектора a . 
Решение. Найдем γcos , для этого воспользуемся равенством (2.13) 

.
2

1

4

1

4

2

4

1
1cos

,1cos
2

2

2

1 2

22

−=−=−−−=

=+













+









γ

γ

 
Используя равенства (2.9), получаем 

2

3

2

1
3  ,

2

23

2

2
3  ,

2

3

2

1
3 −=







−⋅==⋅==⋅= zyx aaa . 
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Таким образом, вектор a  имеет координаты .
2

3
;

2

23
;

2

3













−a  

Пример 7. Может ли вектор a  образовывать с осями координат углы, 

равные соответственно 
4

3
;

6
;

3

πππ
? 

Решение. Воспользуемся равенством (2.13) 

.
2

3

4

6

4

2

4

3

4

1

2

2

2

3

2

1

4

3
cos

6
cos

3
cos

222
222

==++=

=













−+














+







=++ πππ

 

Так как 1
2

3 ≠ , поэтому вектор a  не может образовывать с осями ко-

ординат указанные углы. 

Пример 8. Даны векторы )5;3;2(a  и )4;3;1(−b . Найти координаты век-

тора bac 34 −= . 

Решение. Найдем координаты векторов 4a  и 3b : 

).12 ;9 ;3( 3  ),43 ;33 );1(3( 3

,20 ;12 ;8 4  ,543424 4

−⋅⋅−⋅

⋅⋅⋅

bb

)(a); ; (a
  

Координаты вектора c : )8 ;3 ;11(   ),1220 ;912 );3(8( cc −−−− . 

Пример 9. При каких значениях α  и β  векторы kjia −⋅−⋅= 4α  и 

kjib β++= 3  коллинеарны? 

Решение. Воспользуемся соотношением (2.10): .
1

1

4

3 β
α −=−=  

.12  ),4(31  :
1

4

3
−=−⋅=⋅−= ααα

 

.
4

1
  ,

4

1
  ),1(14  :

1

1

4 =
−
−=−⋅=⋅−−=− βββ

β
 

Таким образом, при 12−=α  и 
4

1=β данные векторы a  и b  колли-

неарны. 
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2.5. Деление отрезка в данном отношении 

Говорят, что точка М делит отрезок 21MM  в отношении 0>λ , если 

λ=
2

1

MM

MM
, или .21 MMMM ⋅= λ  

Пусть известны координаты точек 1M  и 2M : 

( ) ( )22221111 ;;  ,;;  zyxMzyxM .  

Найдем координаты точки ( )zyxM ;; . 

•  

•  

•  
M  

1M  

2M  

 

Векторы MM1  и 2MM  коллинеарны ( )21 MMMM , поэтому 

21 MMMM λ= .  

}{ ,;; 1111 zzyyxxMM −−−=  

}{ )();();( 1111 zzyyxxMM −−−=⋅ λλλλ . 

Приравнивая соответствующие координаты равных векторов, получа-
ем: 

( ) ( ) ( )zzzzyyyyxxxx −=−−=−−=− 212121   ,  , λλλ  
или 

.
1

  ,
1

  ,
1

212121

λ
λ

λ
λ

λ
λ

+
+

=
+
+

=
+
+

=
zz

z
yy

y
xx

x   (2.14) 

Если точка М делит отрезок 21MM  пополам, то 1=λ , тогда 

.
2

  ,
2

  ,
2

212121 zz
z

yy
y

xx
x

+
=

+
=

+
=   (2.15) 

Пример 10. Даны вершины треугольника ( )5;1;4A , ( )1;13;4−B , 

( )1;1;6C . Найти координаты точки пересечения медиан этого треугольника. 
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Решение. Пусть AD – медиана треугольника, тогда точка D – середи-
на отрезка BC. Найдем координаты точки D, используя равенства (2.15): 

1
2

11
  ,7

2

113
  ,1

2

64 =+=+==+−= zyx , то есть ( )1;7;1D . 

Медианы треугольника точкой пересечения Р делятся в отношении 

2:1, считая от вершины, значит 
1

2=
PD

AP
, то есть 2=λ . По формулам 

(2.14) найдем координаты точки Р: 

3

7

21

125
  ,5

3

15

21

721
  ,2

3

6

21

124 =
+

⋅+===
+

⋅+===
+

⋅+= zyx . 

Таким образом, точка пересечения медианы данного треугольника – 










3

7
;5;2P . 

2.5.1. Задачи для самостоятельного решения 

1. Отрезок АВ точками M,N и Р разделен на четыре равные части. 

Точка О не принадлежит отрезку АВ. bOBaOA ==   , . Выразить через a  и 

b  вектор OPONOMm 42 +−= . 
2. Даны точки А(3;2;0), В(4;0;1), С(-5;0;2), D(-8;6;-1). Проверьте, 

CDAB↑↑  или CDАВ ↑↓ . Какой из векторов длиннее и во сколько раз?  

3. При каких значениях α  и β  векторы kjia 3+−= α  и 

kjib β++= 312  коллинеарны? 

4. Даны три последовательные вершины параллелограмма ( )3;2;1−A , 

( )1;2;3B  и ( )4;4;6C . Найти его четвертую вершину D. 

5. Вектор составляет с осями координат равные острые углы. Найдите 
эти углы. 

6. Вектор составляет с осями Oy и Oz углы o60  и o120 . Какой угол он 
составляет с осью Ox? 

7. Даны две координаты вектора 12  ,4: =−= yx aaa . Найти его тре-

тью координату za  при условии, что 13=a . 

8. На оси ОZ найдите точку, равноудаленную от А(4;-1;2) и В(0;2;-1). 
9. Покажите, что АВСD – параллелограмм, если А(0;2;-3), В(3;1;1), 

С(4;-5;2), D(1;-4;-2). 

10. Дан вектор ( )3;4;12−a . Найти сумму направляющих косинусов 

данного вектора. 
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11. Даны точки ( )1;1;3A  и ( )2;5;4−B . Точка С делит отрезок АВ в от-

ношении 2:3, считая от точки А. Найти координаты точки С. 
12. Определите координаты центра тяжести треугольника АВС, если 

А(5;1;12), В(11;3;8), С(2;5;0).  

13. Найдите орт вектора =a (-12;-4;-3) и его направляющие косинусы. 
Острые или тупые углы образует вектор с осями координат?  

Ответы. 1. ba 32 + . 2.CD длиннее в 3 раза; CDAB ↑↓ .  

3. -4;-9. 4. (4;0;6). 5. 
3

1
arccos . 6. o45  или o135 . 7. 3± .  

8. 








3

8
;0;0 . 10. 

13

11
. 11. 







 −
5

7
;

5

7
;

5

17
. 12. 









3

20
;3;6 . 

13. .
13

3
;

13

4
;

13

12







 −−−  

2.6. Скалярное произведение векторов и его свойства 

Определение. Скалярным произведением двух ненулевых векторов 

a  и b  ( 0≠a , 0≠b ) называется число, равное произведению длин этих 
векторов на косинус угла между ними. 

Обозначается ba , .ba⋅  

ϕcos⋅⋅=⋅ baba , (2.16) 

где 













=

∧

ba,ϕ . 

Формулу (2.16) можно записать иначе. Так как aпрa
b

=⋅ ϕcos , 

bпрb
a

=⋅ ϕcos , то получаем: 

,aпрbbпрaba
ba

⋅=⋅=  (2.17) 

то есть скалярное произведение двух векторов равно модулю одного из 
них, умноженному на проекцию другого на ось, сонаправленную с первым 
вектором. 

Свойства скалярного произведения 

1) ;abba ⋅=⋅  

2) ( ) ( ) ( );bababa λλλ ⋅=⋅=⋅⋅  
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3) ( ) cabacba ⋅+⋅=+⋅ ; 

4) 0=⋅ba  тогда и только тогда, когда 0=a , или 0=b , или ba ⊥ ; 

5) 
22

aa =  – скалярный квадрат вектора равен квадрату его длины. 

Пусть заданы два вектора kajaiaa zyx ++=  и kbjbibb zyx ++= . 

Тогда 

( ) ( ) [ ]

[ ]
.

4,5 свойствам по

2,3 свойствам по

2

22

zzyyxx

zzyzxz

zyyyxyzxyxxx

zyxzyx

bababa

kbajkbaikba

kjbajbaijbakibajibaiba

kbjbibkajaiaba

++=

==+⋅+⋅+

+⋅++⋅+⋅+⋅++=

==++⋅++=⋅

Таким обра-

зом,  

.zzyyxx babababa ++=⋅  (2.18) 

Пример 11. Даны векторы ( ) ( ) ( )5;0;2  ,4;3;1  ,5;3;2 −− cba . Найти скаляр-

ное произведение ( ) bac ⋅+ 32 . 

Решение. Воспользуемся свойствами 2, 3: 

( ) ( ) ( )babcbac ⋅+⋅=⋅+ 3232 . 

Используя формулу (2.18), получаем: 

.2720924533)1(2

,2220024)5(30)1(2

=++−=⋅+⋅+−⋅=⋅

−=−+−=⋅−+⋅+−⋅=⋅

ba

bc
 

Тогда ( ) .378144273)22(232 =+−=⋅+−⋅=⋅+ bac  

Пример 12. Найти длину вектора bac 35 −= , если 

3
,  ,5  ,2

π=













==

∧

baba . 

Решение. Используя свойство 5 скалярного произведения, получаем 

( ) 2222
9302535 bbaabacc +−=−== , но 4

22
== aa , 

25
22

== bb , 5
2

1
10

3
cos52cos =⋅=⋅⋅=⋅⋅=⋅ πϕbaba , следовательно, 

75175225150100259530425 ==+−=⋅+⋅−⋅=c . 
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Пример 13. Даны векторы kja +−= , kjib ++= . Найти угол между 

векторами bac +=  и bad −= . 

Решение. Найдем координаты векторов c  и d : 

kikjikjbac 2+=++++−=+= , то есть ( )2;0;1c ; 

jikjikjbad 2−−=−−−+−=−= , то есть ( )0;2;1−−d . 

Воспользуемся формулой (2.16) 













⋅⋅=⋅

∧

dcdcdc ,cos , 

тогда  

dc

dc
dc

⋅

⋅=












 ∧

,cos . 

.5410)2()1(

;541201

;102)2(0)1(1

222

222

=+=+−+−=

=+=++=

−=⋅+−⋅+−⋅=⋅

d

c

dc

 

Следовательно,  

;
5

1

55

1
,cos −=

⋅
−=













 ∧

dc  

тогда  

.
5

1
arccos

5

1
arccos, −=







−=












 ∧

πdc  

Пример 14. Даны векторы ( )1;1;1 −a , ( )5;1;3 −−b , ( )4;3;2−c . Найти век-

тор x , если известно, что .1 и    , −=⋅⊥⊥ cxbxax  

Решение. Пусть искомый вектор );;( zyxx . Из условия ax ⊥  следует, 

что 0=⋅ ax  или ,0111 =⋅−⋅+⋅ zyx то есть 0=−+ zyx . 

Из условия bx ⊥  следует, что 0=⋅bx  или 0513 =⋅−⋅−⋅ zyx , то есть 

0513 =−− zyx . 

Из условия 1−=⋅cx следует, что 1432 −=⋅+⋅+⋅− zyx  или 

1432 −=++− zx . 
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Из полученных равенств составим систему линейных уравнений, ре-

шение которой и определит координаты искомого вектора x . 

 








−=++−
=−−

=−+

.1432

,053

,0

zyx

zyx

zyx

 ( )∗  

Решим систему уравнений методом Гаусса. Для этого составим рас-

ширенную матрицу ∗A  системы и с помощью элементарных преобразова-
ний приведем ее к ступенчатому виду. 

















−−
−−
−

=∗

1

0

0

432

513

111

A . 

Элементы первой строки матрицы умножим на (-3) и прибавим к со-
ответствующим элементам второй строки, затем элементы первой строки 
умножим на 2 и прибавим к соответствующим элементам третьей строки: 

∗A ~
















−
−−
−

1

0

0

250

240

111

. 

Элементы второй строки полученной матрицы умножим на 






−
2

1
: 

∗A ~
















−

−

1

0

0

250

120

111

. 

Элементы второй строки умножим на (-5), третьей строки – на 2, за-
тем к полученным элементам третьей строки прибавим соответственные 
полученные элементы второй строки: 

∗A ~
















−−

−

2

0

0

100

120

111

. 

С помощью полученной матрицы треугольного вида составим систе-
му уравнений, равносильную системе ( )∗ . 
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







−=−
=+

=−+

;2         

,02     

,0

z

zy

zyx

  













=

−=

−=

;2

,
2

1

,

z

zy

yzx

  








=
−=

=

.2

,1

,3

z

y

x

 

Таким образом, искомый вектор ( )2;1;3−x . 

2.6.1. Задачи для самостоятельного решения 

1.Упростить выражение ( ) ( ) ( ) .222
2

kikkjjji −+⋅−+⋅−  

2. Найти углы треугольника с вершинами ( )3;1;2−A , ( )1;1;1B , ( )5;0;0C . 

3. Найти угол между диагоналями параллелограмма, построенного на 
векторах a=(2;1;0) и b=(0;-2;1). 

4. При каком значении m векторы kjima +−= 3  и kmjib −+= 2  

перпендикулярны? 

5. Найти ( )( )baba 6523 −− , если 4=a , 6=b , ( ) o60, =
∧

ba . 

6. Найти ( )( )baba 63 −− , если )1;1;3(=a , )3;2;0( −=b  

7. Даны точки ( )3;2;1A , ( )0;4;2−B , ( )3;2;1−C . Найти ABпр
AC

 

8. Найти длину вектора bac 23 += , если 3=a , 4=b , ( ) o120, =
∧

ba . 

9. Найти вектор x , коллинеарный вектору ( )1;1;2 −a  и удовлетворяю-

щий условию 3=⋅ ax . 

10. Даны векторы )1;1;1( −=a , )5;1;3( −−=b , )4;3;2(−=c . 

Найти вектор x , если известно, что ax ⊥ , bx ⊥  и 1−=⋅cx . 

11. Найти проекцию вектора ca +  на вектор cb + , если 

kjia −−= 63 , kjib 54 −+= , kjic 243 ++= . 

Ответы: 1. 2. 2. ooo 90,45,45 . 3. 90°. 4. 3. 5. 336. 6. 130. 7.6. 8. 73 . 9. 








 −
2

1
;

2

1
;1 . 10. (3;-1;2). 11. 

89

5
. 
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2.7. Векторное произведение векторов и его свойства 

Три некомпланарных вектора a , b  и c , взятые в указанном порядке, 

образуют правую тройку, если с конца третьего вектора c  кратчайший 

поворот от первого вектора a  ко второму вектору b  виден совершаю-
щимся против часовой стрелки, и левую, если по часовой. 

a  

b  b  

c  
c  

a  

правая тройка левая тройка  
 

Определение. Векторным произведением вектора a  на вектор b  на-

зывается вектор c , который: 

1) перпендикулярен векторам a  и b , то есть ac ⊥ , bc ⊥ ; 

2) имеет длину ϕsin⋅⋅= bac , где ( )∧

= ba,ϕ ; 

3) векторы a , b  и c  образуют правую тройку. 

Векторное произведение обозначается ba× , то есть bac ×=  

Из условия (2) следует, что длина вектора c  численно равна площади 

параллелограмма, построенного на векторах a  и b , как на сторонах:  

,baSпар ×= baS ×=∆ 2

1
.  (2.19) 

a  

c  b  
ϕ  S  

∆S  

a  

b  
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Из определения векторного произведения вытекают следующие соот-

ношения между ортами i , j  и k : kji =× , ikj =× , jik =× . 

 

k  

i  

j  

x 

y 

z 

O 

 

Свойства векторного произведения 

1) abba ×−=× ; 

2) ( ) ( ) )( bababa λλλ ×=×=× ; 

3) ( ) cbcacba ×+×=×+ ; 

4) 0=×ba  тогда и только тогда, когда 0=a , или 0=b , или ba ; 

5) 0=× aa . 

Из определения и свойств второго произведения следует: 

0=×=×=× kkjjii , kij −=× , ijk −=× , jki −=× . 

Можно использовать таблицу векторного произведения векторов i , 

j  и .k  

 i  j  k  

i  0  k  - j  

j  - k  0  i  

k  j  - i  0  

Пусть заданы два вектора kajaiaa zyx ++=  и kbjbibb zyx ++= . 
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Тогда векторное произведение этих векторов может быть найдено с 
помощью определителя третьего порядка 

 

zyx

zyx

bbb

aaa

kji

ba =× .  (2.20) 

Пример 15. Упростить выражение ( ) ( )baba 343 −×+ . 

Решение. Используя свойства векторного произведения, получим 

( ) ( )
( ).  ,0  ,0 как так  130129

40312943343

abbabbaaabab

abbbbaabaababa

×−=×=×=××=⋅−×+

+×+⋅=×−×−×+×=−×+
 

Пример 16. Вычислить площадь параллелограмма, построенного на 

векторах kjia 236 −+=  и kjib 623 +−= , как на сторонах. 

Решение. Найдем векторное произведение векторов a  и b  с помо-
щью формулы (2.20): 

=
−

+
−

−
−

−
=

−
−=×

23

36

63

26

62

23

623

236 kji

kji

ba  

.214214)912()636()418( kjikji −−=−−++−−=  

Так как модуль векторного произведения двух векторов равен площа-
ди построенного на них параллелограмма, то 

.4924014411764196)21()42(14 222 ==++=−+−+=×= baS  

Пример 17. Вычислить площадь параллелограмма построенного на 

векторах ( ) ( )baba ++ 3 и 3 , если 1== ba , ( ) .30, o=
∧

ba  

Решение. Найдем векторное произведение данных векторов: 

( ) ( )
.803

90339333

abab

abbbbaabaababa

×=⋅+×−

−×+⋅=×+×+×+×=+×+
 

Площадь параллелограмма по формуле (2.19) равна 

( )∧

⋅⋅=×=×= baabababS ,sin888 , тогда получим 

4
2

1
830sin118 =⋅=⋅⋅⋅= oS . 
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Пример 18. Даны два вектора kjia 32 +−=  и kjib 42 +−= . Вектор 

ac ⊥ , bc ⊥ . Найти c . 

Решение. Так как вектор ac ⊥  и bc ⊥ , тогда bac ×= . Координаты 

вектора ( )3;2;1−a , вектора ( )4;1;2−b . Найдем вектор c , пользуясь форму-

лой (2.20) 

( )

.3101143468

41)1(3)2(2)1(1324)2(

412

321

kjijikkji

jikkji

kji

c

++−=+−+−+−=

=⋅⋅+⋅−⋅+⋅−⋅−⋅−⋅+⋅⋅+⋅⋅−=
−
−=

Таким образом вектор kjic 31011 ++−= . 

Найдем модуль вектора c  

( ) .230910012131011 222 =++=++−=c  

Пример 19. Найти baba ×+⋅2 , если известно, что kjia 32 ++= , 

kjib +−= 23 . 

Решение. Координаты вектора ( )3;2;1a , вектора ( )1;2;3−b . По форму-

ле (2.18) найдем скалярное произведение векторов a  и :b  
.234313)2(231 =+−=⋅+−⋅+⋅=⋅ba  

Найдем векторное произведение ba× , используя формулу (2.20) 

.888)62()91()62(

23

21

13

31

12

32

123

321

kjikji

kji

kji

ba

−+=−−+−−+=

=
−

+−
−

=
−

=×
 

38364888 222 =⋅=++=×ba . Тогда искомое выражение 

)321(438222 +=+⋅=×+ baba . 



 85 

2.7.1. Задачи для самостоятельного решения 

1. Упростить выражения:  

а) ( ) ( );2332 jikkji +×−−×  б) ( ) ( ) ( ).2 cabacba −×+−×+  

2. Вычислить площадь треугольника с вершинами 
( ) ( ) ( ).2;3;4  ,4;3;2  ,1;1;1 CBA  

3. Найти ba× , если 10=a , 3=b , 18=⋅ba . 

4. Вычислить синус угла, образованного векторами ( )1;2;2−a  и 

( )6;3;2b . 

5. Даны точки ( ) ( ) ( ).1;2;3 и 1;2;1  ,2;1;2 CBA −−  
Найти координаты векторных произведений: а) ;BCAB×   

б) ( ) BACBAB ×−3 . 

6. Найдите площадь параллелограмма, построенного на векторах 

)5;3;1(−=a  и )3;1;2( −=b . 

7. Найдите площадь параллелограмма, диагоналями которого служат 

векторы nm −2  и nm 54 − , где 1== nm , ( ) o45, =
∧

nm . 

Ответы. 1.а) ki 22 + ; б) ca×2 . 2. 62 . 3. 24. 4. .
21

175
sin =ϕ 5. а) (6;-

4;-6); б) (18;-12;-18). 6. 390. 7. 1,5 2 . 

2.8. Смешанное произведение векторов и его свойства   

Определение. Смешанным или векторно-скалярным произведением 

трех векторов (обозначается cba ) называется произведение вида ( ) cba ⋅× . 

Пусть заданы векторы kajaiaa zyx ++= , kbjbibb zyx ++=  и 

kcjcicc zyx ++= .  

Векторное произведение векторов a  и b  – это вектор, равный 

k
bb

aa
j

bb

aa
i

bb

aa

bbb

aaa

kji

ba
yx

yx

zx

zx

zy

zy

zyx

zyx −−==× , 



 86 

вектор kcjcicc zyx ++= , тогда скалярное произведение векторов 

( ) cba  и × , согласно формуле (2.18) имеет вид 

( )
zyx

zyx

zyx

z
yx

yx
y

zx

zx
x

zy

zy

ccc

bbb

aaa

c
bb

aa
c

bb

aa
c

bb

aa
cba =⋅+⋅−⋅=⋅×  

или 

 

.

zyx

zyx

zyx

ccc

bbb

aaa

cba =  

 

(2.21)

 

Свойства смешанного произведения 

1. Смешанное произведение не меняется при циклической переста-

новке его сомножителей, то есть ( ) ( ) ( ) .bacacbcba ⋅×=⋅×=⋅×  

2. Смешанное произведение меняет свой знак при перемене мест лю-

бых двух векторов – сомножителей, то есть bcacba −= , cabcba −= , 

abccba −= . 

3. Смешанное произведение ненулевых векторов a , b  и c  равно ну-
лю тогда и только тогда, когда они компланарны, то есть  

00 =⇔=

zyx

zyx

zyx

ccc

bbb

aaa

cba   (2.22) 

векторы a , b , c  компланарны ( 0,0,0 ≠≠≠ cba ). 
4. Смешанное произведение трех векторов с точностью до знака равно 

объему параллелепипеда, построенного на этих векторах как на ребрах. 
Можно записать: 

.cbaV =  (2.23) 

Объем тетраэдра (треугольной пирамиды), построенного на векторах 

a , b , c  равен  

.
6

1
cbaVтетр =  (2.24) 
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Пример 20. Даны векторы kjia 3−+= , kjib +−= 2  и 

kjic −+= 43 . Найти смешанное произведение векторов a , b  и c . 

Решение. Воспользуемся формулой (2.21) 

.3133211353)38(3)32()41(

43

12
)3(

13

12
1

14

11
1

143

112

311

−=−=⋅−+−=+−−−−−=

=
−

−+
−

⋅−
−

−
⋅=

−
−

−
=cba

 

Пример 21. Проверить компланарны ли векторы ( )1;0;2a , ( )0;1;1b  и 

( )1;2;3−c . 

Решение. Найдем смешанное произведение векторов a , b  и c , ис-
пользуя формулу (2.21):  

+−−=
−

+⋅−
−

⋅=
−

= 0)01(2
23

11
1

13

01
0

12

01
2

123

011

102

cba  

.352)32( −=−=−−+  

Так как смешанное произведение данных векторов не равно нулю 

( )03 ≠− , тогда по условию (2.22) векторы a , b  и c  – некомпланарны. 

Пример 22. Вершинами пирамиды служат точки ),2;2;2(A )3;3;4(B , 

)4;5;4(C  и )6;5;5(D . Найти объем пирамиды. 

Решение. Найдем координаты векторов AB , AC  и AD , совпадаю-
щих с ребрами пирамиды, исходящими из вершины А. 

( ),26;25;25

),24;25;24(

),23;23;24(

−−−

−−−

−−−

AD

AC

AB

 

( )
( )
( ).4;3;3

,2;3;2

,1;1;2

AD

AC

AB

 

Находим смешанное произведение векторов AB , AC  и AD  по фор-
муле (2.21) 

.7293612896624223

412133(321132432

433

232

112

=−=−−−++=⋅⋅

+⋅⋅+⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅==ADACAB
 

Тогда объем пирамиды по формуле (2.24) равен 
6

7
7

6

1 =⋅=пирV . 
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Пример 23. При каком значении m векторы kjima 42 −+= , 

kmjib +−= 32  и kjic 423 +−=  компланарны? 

Решение. Воспользуемся необходимым и достаточным условием 
компланарности трех векторов (2.22) 

0=cba , ,0

423

32

42

=
−
−

−
m

m

 

( )

,03662

.36621623661612

4222)4)(3(332)4)(2(2)3(4

423

32

42

2

22

2

=−−

−−=−+−++−=

=⋅⋅+−−−−⋅⋅+−−⋅+−⋅=
−
−

−

mm

mmmmm

mmmm

m

.01832 =−− mm  

( )
,

2

93

2

813

2

18493
2,1

±=±=
−⋅−±

=m  

.6  ,3 21 =−= mm  

Итак, при 6  и 3 =−= mm  векторы a , b  и c  компланарны. 

2.8.1. Задачи для самостоятельного решения 

1. Найти смешанное произведение векторов kjia +−= , ,kjib ++=  

.432 kjic ++=  

2. Показать, что векторы ,237 kjia +−= ,873 kjib +−=  kjic +−=  

компланарны. 
3. Доказать, что точки ( )1;2;1 −A , ( )5;1;0B , )1;2;1(−C , ( )3;1;2D  лежат в 

одной плоскости. 
4. Найти объем параллелепипеда, построенного на векторах 

,43 jia +=  ,3 kjb +−=  ,52 kjc +=  как на ребрах. 

5. Дана пирамида с вершинами О(0;0;0), А(5;2;0), В(2;5;0) и С(1;2;4). 
Найдите её объем, площадь грани АВС и длину высоты, опущенной на эту 
грань. 

Ответы. 1. 4. 4. 51=V . 5. 
3

37
 ;36;14 === HSV . 
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2.9. Прямая на плоскости 

Линия на плоскости рассматривается (задается) как множество то-
чек, обладающих некоторым, только им присущим геометрическим 
свойством. 

Введение на плоскости системы координат позволяет определять 
положение точки плоскости заданием двух чисел – ее координат, а по-
ложение линии на плоскости определять с помощью уравнения (то есть 
равенства, связывающего координаты точек линии). 

Определение. Уравнением линии (или кривой) на плоскости Oxy на-
зывается такое уравнение ( ) 0yx;F = с двумя переменными, которому 

удовлетворяют координаты x и y каждой точки линии и не удовлетворяют 
координаты любой точки, не лежащей на этой линии. 

Переменные x и у в уравнении линии называются текущими коорди-
натами точек линии. 

Пример 24. Лежат ли точки ( )2;1A  и ( )3;0B  на линии 06y2x =−+ ? 

Решение. Подставив в уравнение линии вместо x и у координаты 
точки А, получим 06221 ≠−⋅+ . Значит, точка А не лежит на данной 
линии. 

Подставим в уравнение линии координаты точки В вместо x и у 
06320 =−⋅+ . Следовательно, точка В лежит на данной линии. 

Простейшей из линий является прямая. Разным способам задания 
прямой соответствуют в прямоугольной системе координат разные виды 
уравнений прямой. 

Пусть )y;x(M 000  – заданная точка прямой l. Вектор )B;A(n , пер-

пендикулярный прямой l, называют нормальным вектором прямой. Пусть 
)y;x(M  – произвольная (текущая) точка прямой. l. Тогда 

MMnyyxxMM 0000   ),;( ⊥−− .  

n  

 

 
М0  
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По свойствам скалярного произведения 0MMn 0 =⋅ , то есть  

 ( ) 0)( 00 =−+− yyBxxA . (2.25) 

Полученное уравнение называется уравнением прямой, проходящей 
через данную точку перпендикулярно данному вектору. 

Раскрыв скобки и сгруппировав слагаемые в (2.25), получим 
0)ByAx(ByAx 00 =−−++ . Обозначим CByAx 00 =−− , уравнение (2.25) 

примет вид  

 0CByAx =++ ,  (2.26) 

которое называется общим уравнением прямой на плоскости. 
Некоторые частные случаи общего уравнения прямой: 

1) если 0C,0B,0A ≠≠=     , то уравнение приводится к виду 
B

C
y −= . 

Это есть уравнение прямой, параллельной оси Ох; 

2) если 0C,0B,0A ≠=≠     , то уравнение приводится к виду 
A

C
x −= , 

прямая параллельна оси Оу; 
3) если 0C = , 0  ,0 ≠≠ BA , то получим 0ByAx =+ , прямая проходит 

через начало координат; 
4) если 0C,0B,0A =≠=     , уравнение прямой принимает вид 0By =  

или 0=y , прямая проходит через ось Ох; 

5) если 0C,0B,0A ==≠     , уравнение прямой 0Ax =− , или х=0, пря-
мая проходит через ось Оу. 

Пусть в уравнении (2.26) 0C,0B,0A ≠≠≠     , тогда перенесем слагае-
мое С в правую часть и разделим на него обе части уравнения 

1
C

By

C

Ax =
−

+
−

, или 1=
−

+
− B

C
y

A
C
x

. 

Обозначив a
A

C =− , b
B

C =− , получим уравнение 

 
1=+

b

y

a

x
,  (2.27) 

которое называется уравнением прямой в отрезках, где а и b – отрезки, 
отсекаемые прямой на осях координат. 
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а 

b 

l 

x 

y 

O 

 

Определение. Вектор ( )n;mS , параллельный прямой, называется на-

правляющим вектором прямой. 

 

l 

S  

 

Пусть ( )000 y;xM  – заданная точка на прямой l, ( )n;mS  – направ-

ляющий вектор этой прямой, ( )y;xM  – произвольная точка прямой l.  

 

l 

S  

•  

•  
M 

0M  

 

Тогда ( )000 yy;xxMM −− , SMM 0 . Используя условие (2.13), полу-

чим: 

.00

n

yy

m

xx −
=

−
  (2.28) 
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Полученное уравнение (2.28) называется каноническим уравнением 
прямой, или уравнением прямой, проходящей через данную точку парал-
лельно данному вектору. 

В частности, если прямая l  параллельна оси Ох, то ее направляющий 

вектор ( )0;mS  и уравнение (2.28) имеет вид 
0

00 yy

m

xx −
=

−
, или 0yy = . 

Если Oyl , то ( )n;0S  и уравнение прямой 
n

yyxx 00

0

−
=

−
, или 

0xx = . 

Если в уравнении (2.28) величину отношения положить равной t   

( t  – параметр, переменная величина, Rt ∈ ): ,0 t
m

xx
=

−
 t

n

yy 0 =
−

, 

то, выразив х и у из уравнений, получим  

0xmtx += , 0ynty += .  (2.29) 

Уравнения (2.29) называются параметрическими уравнениями прямой. 
Пусть на прямой l заданы две точки ( )111 y;xM  и ( )222 y;xM . Тогда 

вектор ( )121221 yy;xxMM −−  является направляющим вектором прямой 

и, используя уравнение (2.28), можно записать 

 
12

1

12

1

yy

yy

xx

xx

−
−

=
−

−
. (2.30) 

Уравнение (2.30) – уравнение прямой, проходящей через две данные 
точки. 

Пусть ( )000 y;xM  – заданная точка на прямой l, α  – угол наклона 

прямой к оси Ох, 
2

πα ≠ . В качестве направляющего вектора прямой l 

возьмем единичный вектор ( )βα cos;cos0S , но απβ −=
2

, тогда 

ααπβ sin
2

coscos =






 −= , то есть ( )αα sin;cosS0 . Используя уравнение 

(2.28), получим 
αα sincos

00 yyxx −
=

−
 или ( )00 cos

sin
xxyy −=−

α
α

. Обозначим 

ktg == α
α
α

cos

sin
 (k – угловой коэффициент прямой), получим уравнение 

прямой, проходящей через данную точку в заданном направлении 

( )00 xxkyy −=− .  (2.31) 
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•  

•  

•  
x

y 

b 

0M  

l 

α  
O 

α  
β  

0S  

 

Выразив из (2.31) у: ( )00 kxykxy −+=  и обозначив bkxy 00 =− , по-

лучим уравнение 

 ,bkxy +=  (2.32) 

которое называется уравнением прямой с угловым коэффициентом. В 
уравнении (2.32) b – ордината точки пересечения прямой с осью Оу. 

2.9.1. Угол между двумя прямыми и условия параллельности  
и перпендикулярности двух прямых 

Пусть прямые 1l и 2l  заданы уравнениями с угловыми коэффициен-

тами 11 bxky +=  и 22 bxky += , где 11 tgk α= , 22 tgk α= . 

Требуется найти угол ϕ , на который надо повернуть в положитель-

ном направлении прямую 1l  вокруг точки их пересечения до совпадения с 

прямой 2l . 

12 αϕα += (по теореме о внешнем угле треугольника) или 

12 ααϕ −= .  

Если 
2

πϕ ≠ , то ( ) .
11 21

12

21

12
12 kk

kk

tgtg

tgtg
tgtg

⋅+
−

=
⋅+

−
=−=

αα
αα

ααϕ   

Таким образом,  

.
kk1

kk
tg

21

12

⋅+
−

=ϕ   (2.33) 
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x 

y 

O 

1α  2α  

2α  

1α  

ϕ  

2l  1l  

 

Если требуется вычислить острый угол между прямыми, не учитывая, 
какая прямая является первой, какая – второй, то правая часть формулы 
(2.33) берется по модулю, то есть 

.
kk1

kk
tg

21

12

⋅+
−

=ϕ  (2.34) 

Если 21 ll , то 0=ϕ  и 0tg =ϕ . Из формулы (2.33) следует, что 

0kk 12 =− , то есть 

12 kk = . (2.35) 

Если 21 ll ⊥ , то 
2

πϕ = , ϕtg  не существует. Тогда рассмотрим 

ϕctg :
12

211

kk

kk
ctg

−
⋅+

=ϕ , 0
2

=π
ctg . 

Отсюда 0kk1 21 =⋅+ , то есть 

1kk 21 −=⋅  (или 
1

2 k

1
k −= ). (2.36) 

Если прямые 1l и 2l  заданы общими уравнениями 0CyBxA 111 =++  

и 0CyBxA 222 =++ , где ( )111 B;An  и ( )222 B;An  – нормальные векторы 

прямых, то 

21

21

nn

nn
cos

⋅

⋅
=ϕ   

или  
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.
BABA

BBAA
cos

2
2

2
2

2
1

2
1

2121

+⋅+

+
=ϕ  (2.37) 

Если 21 ll , то 21 nn , следовательно 

.
B

B

A

A

2

1

2

1 =   (2.38) 

Если 21 ll ⊥ , то 21 nn ⊥ , то есть 0nn 21 =⋅  

0BBAA 2121 =⋅+⋅ .  (2.39) 

2.9.2. Расстояние от точки до прямой 

Пусть прямая l задана уравнением 0CByAx =++  и точка 

( )000 y;xM , не принадлежащая прямой l. 

Обозначим через d расстояние от точки 0M  до прямой l. 

Тогда 

22

00

BA

CByAx
d

+

++
= .  (2.40) 

 
x 

y 

O 

l 

•  
0M  

d 

 

Пример 25. Дано каноническое уравнение прямой 
3

3y

2

4x +
=

−
−

. На-

писать: а) общее уравнение прямой; б)уравнение прямой в отрезках; в) 
уравнение прямой с угловым коэффициентом. 

Решение. а) Приведем данное уравнение к общему знаменателю 
( ) ( )3y24x3 +−=−  и преобразуем его к виду (2.26): 06y212x3 =++− , 

06y2x3 =−+  – общее уравнение прямой. б) Полученное общее уравне-
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ние преобразуем к виду (2.27): 6y2x3 =+ , 1
6

y2

6

x3 =+  или 1
3

y

2

x =+  – 

уравнение прямой в отрезках. в) Разрешим полученное общее уравнение 
прямой относительно у, получим уравнение (2.32): 6x3y2 +−= , 

3x
2

3
y +−= . Здесь 

2

3
k −= , .3b =  

Пример 26. Составить уравнение прямой, проходящей через точку 

( )2;1A −  параллельно вектору ( )2;3S . 

Решение. Используя уравнение (2.28), получим: 
2

2y

3

1x −
=+

. 

Здесь вектор S  является направляющим вектором. 
Пример 27. Составить уравнение прямой, проходящей через точку 

( )3;2A  и отсекающей на оси ординат отрезок 6b = . Определить угол на-

клона этой прямой к оси Ох. 
Решение. Воспользуемся уравнением прямой в отрезках (2.27): 

1
b

y

a

x =+ . По условию 6b = . Так как искомая прямая проходит через точ-

ку ( )3;2A , то координаты этой точки удовлетворяют уравнению (2.27). 

Подставляя числовые данные в это уравнение, получим: 

1
6

3

a

2 =+ , 
2

1

a

2 = , ,4a =  значит искомое уравнение прямой имеет вид 

1
6

y

4

x =+ . Для нахождения угла между полученной прямой и осью Ох, 

преобразуем это уравнение к виду (2.32): ,24y4x6 =+  24x6y4 +−=  или 

6x
2

3
y +−= . Угловой коэффициент 

2

3
k −= , но αtgk = , то есть 

2

3
tg −=α . Поэтому 







−=
2

3
arctgα . 

Пример 28. Найти прямую, проходящую через точку пересечения 

прямых 012 =++ yx , 022 =++ yx  и образуют угол o135  с осью Ох. 

Решение. Найдем координаты точки пересечения данных прямых: 





=++
=++

;022

,012

yx

yx
 





=++−−
−−=

;02)21(2

,21

yy

yx
 





−=+−
−−=

;224

,21

yy

yx
 




=−
−−=

;03

,21

y

yx
 





=
−=
.0

1

y

x
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Значит точка пересечения данных прямых ( )0;1−A . Для составления 

уравнения искомой прямой воспользуемся уравнением (2.31). Здесь 

( )00 y;x  – координаты точки А, o135tgk = , 1−=k , поэтому уравнение 

прямой примет вид: ( )110 +−=− xy  или 1−−= xy . 

Пример 29. Даны сторона параллелограмма 0543 =+− yx , две вер-

шины ( )3;1−A  и ( )2;1C , а также o45BC,DC =






 ∧
. Составить уравнения ос-

тальных сторон. 

 

x 

y 

2 

-3 
 

0 

C 

A 

 

Решение. Проверим, проходит ли данная прямая через указанные 
точки. Для этого подставим координаты точек А и С в уравнение прямой.  

( )3;1−A : ( ) 20512353413 =++=+−⋅−⋅ , 020≠ , значит, прямая 
0543 =+− yx  не проходит через точку А. 

( )2;1C : 058352413 =+−=+⋅−⋅ , 00 = , поэтому данная прямая про-
ходит через вершину С. Пусть это сторона DC. 

Так как в параллелограмме противоположные стороны попарно па-
раллельны, найдем уравнение стороны, проходящей через точку А парал-
лельно данной прямой. Найдем угловой коэффициент этой прямой: 

0543 =+− yx , 534 += xy ,  

4

5

4

3 += xy , здесь 
4

3=DCk .  

В силу условия (2.35) 
4

3== ABDC kk , тогда уравнение стороны АВ 

примет вид ( ),1
4

3
3 −=+ xy  ( )13124 −=+ xy  или 01543 =−− yx . 
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Найдем уравнение стороны ВС, проходящей через точку С под углом 

o45  к стороне DC. Угловой коэффициент прямой DC 
4

3
kDC = . Найдем 

BCk , используя условие (2.33): 

BC

BC

k

k
tg

⋅+

−
=

4

3
1

4

3

45o ,  

BC

BC

k

k

⋅+

−
=

4

3
1

4

3

1 , 

BCBC kk
4

3
1

4

3 +=− , 
4

3
1

4

3 +=− BCBC kk , .7=BCk  

Составим уравнение стороны ВС, пользуясь уравнением (2.31): 

( )172 −=− xy , 772 −=− xy  или 057 =−− yx . 

Составим уравнение стороны AD, пользуясь уравнением (2.31) 
7== ADBC kk : 

( )173 −=+ xy , 773 −=+ xy  или 0107 =−− yx . 

Пример 30. Дан треугольник с вершинами ( )4;0 −A , ( )0;3B  и ( )6;0C . 

Составить уравнение и найти длину высоты СН. 
Решение. Найдем уравнение стороны АВ, используя уравнение (2.30): 

,
40

4

03

0

+
+

=
−
− yx

 
4

4

3

+
=

yx
, 

,1234 += yx  1243 −= xy  или .4
3

4 −= xy  

Угловой коэффициент прямой АВ 
3

4
kAB = .  

Высота ,ABCH ⊥  тогда по условию (2.36) 
AB

CH k
k

1−=  или 

4

3−=CHk . 

Составим уравнение высоты СН, пользуясь уравнением (2.31): 

( )0
4

3
6 −−=− xy , xy

4

3
6 −=− , xy 3244 −=−  или 02443 =−+ yx . 

Длину высоты СН найдем по формуле (2.40), как расстояние от точки 
( )6;0C  до прямой АВ 01234 =−− yx : 
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( )
.6

5

30

916

12180

34

126304

22
==

+

−−
=

−+

−⋅−⋅
=CH  

Таким образом, уравнение высоты СН 02443 =−+ yx , а длина высо-

ты СН равна 6. 
Пример 31. При каком значении а прямые 076 =−+ yax  и 

( ) 03y1ax2 =+−+  а) параллельны; б) перпендикулярны? 

Решение. а) нормальный вектор прямой 076 =−+ yax  ( )6;an1 , пря-

мой ( ) 0312 =+−+ yax  – ( )1;22 −an . Из условия параллельности двух 

прямых (2.38) 
1

6

2 −
=

a

a
, ( ) 121 =−aa , 0122 =−− aa , 

( )
4;3

2

71

2

12411
2,1 −=±=

−−±
=a  

Таким образом, при 3−=a  и 4=a  данные прямые параллельны. 
б) согласно условию перпендикулярности двух прямых (2.39), полу-

чаем: 

021 =⋅ nn , ( ) ,0162 =−+ aa  0662 =−+ aa , 

68 =a , 
4

3=a . 

Значит, при 
4

3=a  данные прямые перпендикулярны. 

2.9.3. Задачи для самостоятельного решения 

1. Можно ли уравнение прямой 02120 =+ yx  записать в отрезках? 

2. Составьте уравнение прямой, проходящей через точку  
К (-3;1) параллельно вектору a  = (4;-1). Найдите угловой коэффициент 
этой прямой и точки ее пересечения с осями координат. Лежат ли на ней 
точки А(3;1) и В(5;-1)? 

3. Дана прямая х-3у+6=0. Найдите: а) ее угловой коэффициент; б) ее 
нормальный вектор; в) точки пересечения с осями координат; г) площадь 
треугольника, заключенного между этой прямой и осями координат; 
д) точку пересечения этой прямой с прямой 5х – 2у – 9 = 0. 

4. Среди прямых: а) 4х – 2 у + 3=, б) х + 2у – 7 = 0, в) у = 2х + 5, 

г) 5х + 10у + 1 = 0, д) у = -
2

1
х, е) -6х + 3у + 5 = 0 укажите параллельные и 

перпендикулярные. 
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5. Составьте уравнение прямой, проходящей через точку А(2;5) и от-
секающей на оси ординат отрезок в = 7. 

6. Дана прямая 0734 =−− yx . Какие из точек ,1 ;
2

5








A  ( )2;3B , 

( )1;1−C , ( )2;0−D  лежат на этой прямой? 

7. Составить уравнения прямых, проходящих через точку ( )1;5M  и 

образующих с прямой 04yx2 =−+  угол 
4

π
. 

8. Даны вершины треугольника АВС: ( ) ( ),3;7,2;0 BA  и ( )6;1С . Опреде-

лить α=∠BAC . 
9. Определить расстояние от точки ( )1;2 −M  до прямой, отсекающей 

на осях координат отрезки 8a = , 6b = . 
10. Найти прямую, проходящую через точку пересечения прямых 

056 =++ yx , 0123 =+− yx  и через точку 






− 1;
5

4
M . 

11. Даны уравнения высот 4=+ yx  и xy 2=  и вершина ( )2;0A  тре-

угольника. Составить уравнения сторон этого треугольника. 
12. Даны вершины треугольника ( )2;3A , ( )2;5B  и ( )4;1−C . Найти точ-

ку пересечения высот треугольника. 
13. Составить уравнение прямой, которая проходит через точку ( )6;8M  и 

отсекает от координатного угла треугольник с площадью, равной 12. 

14. Показать, что треугольник со сторонами 013 =++ yx , 

013 =++ yx  и 010=−− yx  равнобедренный. Найти угол при вершине 

треугольника. 
15. Составьте уравнения прямых, проходящих через точку пересече-

ния прямых 2х-у-5=0 и 3х+2у+3=0 а) параллельно оси Ох; б) параллельные 
оси Оу; в) параллельно прямой 5х-2у+3=0; г) перпендикулярно прямой 
7х+3у-1=0. 

16. В треугольнике с вершинами А(0;-4), В(3;0), С(0;6) составьте 
уравнения стороны АВ, высоты СН, медианы BM, биссектрисы AK, 
найдите длину высоты CH и расстояние от вершины С до биссектрисы 
АК. 

 
 


