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ВВЕДЕНИЕ 

По мере развития общества большое внимание уделяется совер-

шенствованию экономических отношений под углом зрения оптималь-

ного использования производительных сил, всех материальных и трудо-

вых ресурсов, исследованию теоретических основ оптимальности эко-

номических процессов и условий их осуществления. Поэтому не слу-

чайно, что экономисты и математики, занимающиеся вопросами приме-

нения математики в экономике, большое внимание уделяют разработке 

математических методов построения оптимальных планов, обеспечи-

вающих выпуск необходимой продукции при минимальных затратах 

труда, изучению закономерностей наиболее рационального распределе-

ния и использования ресурсов производства. Изучение закономерностей 

наиболее рационального распределения и использования ресурсов про-

изводства, выяснение условий и свойств оптимальности различных 

производственно-экономических процессов потребовало точного коли-

чественного выражения затрат и результатов производства, поставило 

вопрос конкретизации представлений о закономерностях общественно-

го производства, о более точном выражении его важнейших экономиче-

ских категорий. Экономико-математическое моделирование, является 

одним из эффективных методов описания сложных социально-

экономических объектов и процессов, позволяющих овладеть искусст-

вом принятия управленческих и инвестиционно-финансовых решений, 

распределения и оптимизации ресурсов, анализа и обработки данных и 

прогнозирования последствий. 

В связи с этим следует выделить класс оптимизационных моделей, 

связанных с выбором наилучшего варианта из множества возможных вари-

антов производства, распределения, потребления и т.д. Определение опти-

мального варианта текущего и перспективного развития связано с решени-

ем задач оптимизации, имеющих большую размерность и множество раз-

нообразных условий и ограничений. Методы решения оптимизационных 

задач зависят как от вида целевой функции, максимум или минимум кото-

рой необходимо найти, так и от вида ограничений.  

В данном пособии рассматриваются линейные задачи оптимизации, 

в которых зависимости между переменными в целевой функции и в сис-

теме ограничений линейны. Большое внимание уделяется не только по-

строению линейных оптимизационных моделей, но и методам их реше-

ния. Каждому методу решения дается экономическая интерпретация и 

проводится анализ моделей на чувствительность. Это придает модели 

определенную динамичность, позволяющую исследователю проанали-

зировать влияние возможных изменений исходных условий на получен-

ное ранее оптимальное решение. Отсутствие методов, позволяющих 

выявлять влияние возможных изменений параметров модели на опти-
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мальное решение, может привести к тому, что полученное статическое 

решение устареет еще до своей реализации. 

В пособии наряду с теоретическим материалом приводятся приме-

ры экономических задач, которые в процессе экономико-математи-

ческого моделирования сводятся к задачам линейного программирова-

ния. Часть примеров и задач предусматривают небольшой объем вы-

числений и могут быть использованы на практических занятиях, а часть 

заданий предназначены для самостоятельного решения. Дополнительны 

теоретические сведения для более глубокого изучения курса можно по-

лучить из книг, приведенных в списке литературы.  
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1. ПРИМЕРЫ ЗАДАЧ  
ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

Линейное программирование представляет собой раздел математи-

ки, занимающийся изучением оптимальных задач, характеризующихся 

линейной зависимостью между переменными и разработкой методов их 

решения. 

1.1. Задача об использовании ресурсов  
(задача планирования производства) 

Для изготовления двух видов продукции Р1 и Р2 используют три 

вида ресурсов S1, S2, S3. Запасы ресурсов, число единиц ресурсов, затра-

чиваемых на изготовление единицы продукции, приведены в табл. 1. 

Таблица 1 

Вид ресурса 

Число единиц продукции, затрачиваемых 

на изготовление единицы продукции Запасы ресурсов 

Р1 Р2 

S1 2 3 20 

S2 3 – 18 

S3 1 4 10 

 

Прибыль, получаемая от единицы продукции Р1 и Р2 – соответст-

венно 2 и 3 д.е. Необходимо составить такой план производства про-

дукции, при котором прибыль от еѐ реализации будет максимальной. 

Решение. Составим экономико-математическую модель задачи. 

Обозначим через х1, х2  – количество единиц продукции Р1 и Р2 соответ-

ственно. Тогда суммарная прибыль F составит 2x1 д.е. от реализации 

продукции Р1 и 3х2 д.е. от реализации продукции Р2, то есть 

F = 2x1 + 3x2. (1) 

Поскольку количество ресурсов, необходимых для производства 

продукции ограниченно, составим систему ограничений по ресурсам. 

Для изготовления продукции потребуется (2x1 + 3x2) единиц ресурса S1, 

3x1 единиц ресурса S2 и (x1 + 4x2) единиц ресурса S3. Так как потребле-

ние ресурсов S1, S2, S3 не должно превышать их запасов, 20, 18, 10 еди-

ниц, соответственно, то связь между потреблением ресурсов и их запа-

сами выразится системой ограничений неравенств: 
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.0x,0x

,10x4x

,18x3

,20x3x2

21

21

1

21

  (2) 

Итак, экономико-математическая модель задачи: найти такой план 

выпуска продукции )x,x(X
21

, удовлетворяющий системе ограниче-

ний (2), при котором целевая функция (1) принимает максимальное зна-

чение. 

Задачу об использовании ресурсов можно обобщить на случай вы-

пуска n видов продукции с использованием m видов ресурсов. 

Обозначим через x (j = 1, 2,…,n) – число единиц продукции Pj, за-

планированной к производству; b1 (i = 1, 2,…,m) – запасы ресурсов Si, 

aij – число единиц ресурса Si, затрачиваемого на изготовление единицы 

продукции Pj; cj – прибыль от реализации единицы продукции Pj. Тогда 

экономико-математическая модель задачи в общей постановке примет 

вид: 

(max)xc...xcxcF
nn2211

 (3) 
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m21
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







 (4) 

Найти такой план )x;;x;x(X
n21

  выпуска продукции, удовле-

творяющий системе (4), при котором функция (3) принимает макси-

мальное значение. 

Замечание. Данную задачу называют ещѐ задачей определения оп-

тимального ассортимента продукции. 

1.2. Задача о составлении рациона  
(задача о диете, задача о смесях) 

Имеется два вида продукции П1 и П2, содержащие питательные 

вещества S1, S2, S3, S4 (жиры, белки, углеводы, витамины). Содержание 

числа единиц питательных веществ в единице каждого вида продукции 

и необходимый минимум питательных веществ приведены в табл. 2. 
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Таблица 2 

Питательные 

вещества 

Число единиц питательных 

веществ в единице продукции Необходимый минимум 

питательных веществ 

П1 П2 

S1 1 2 10 

S2 3 2 8 

S3 2 1 9 

S4 2 2 11 

 

Стоимость единицы продукции П1 и П2 соответственно равна 3 и 

4 д.е. 

Решение. Обозначим через х1 и х2 – количество продукции П1 и П2, 

входящей в дневной рацион. Тогда общая стоимость рациона составит 

(д.е.) 

F = 3x1 + 4x2.  (5) 

С учетом необходимого минимума питательных веществ составим 

систему ограничений. Рацион включает (x1 + 2x2) единиц питательного 

вещества S1, (3x1 + 2x2) единиц питательного вещества S2, (2x1 + x2) 

единиц питательного вещества S3 и (2x1 + 2x2) единиц питательного ве-

щества S4. Так как содержание питательных веществ S1, S2, S3, S4 в ра-

ционе должно быть не менее 10, 8, 9, 11 единиц, соответственно, то по-

лучим систему ограничений неравенств: 

.0x,0x

,11x2x2

,9xx2

,8x2x3

,10x2x

21

21

21

21

21

 (6) 

Итак, экономико-математическая модель задачи: составить дневной 

рацион )x;x(X
21 , удовлетворяющий системе ограничений (6), при 

котором функция (5) принимает минимальное значение. 

Сформулируем данную задачу в общей постановке. 

Обозначим через xj (j = 1, 2,…, n) – количество единиц j-го продук-

та в дневном рационе. В рационе используется n видов продуктов. Каж-

дый продукт содержит m питательных веществ в количестве не менее 

bi (i = 1,2,…,m) единиц, aij  – число единиц питательного вещества si в 

единице продукта j-го вида. Известна стоимость cj единицы j-го продук-
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та. Необходимо составить рацион нужной питательности при мини-

мальных затратах на него. 

Экономико-математическая модель примет вид: 

(min)xcxcxcF
nn2211

  (7) 

.0x,,0x,0x

,bxaxaxa

,bxaxaxa

,bxaxaxa

m21

mnmn22m11m

2nn2222121

1nn1212111











 (8) 

Замечание 1. Целевую функцию (7) и систему ограничений нера-

венств можно записать, используя знак (суммы).  

n

1i

ii
(min)xcF   (9) 

.n,,2,1j,0x

,m,,2,1i,bxa

j

n

1j

ijij




 (10) 

Замечание 2. В задаче составления рациона (диеты, кормовой смеси) 

могут использоваться ограничения не только по необходимому минимуму 

питательных веществ, но и по минимальному общему весу смеси. 

Например. Некоторая фирма имеет возможность купить n различ-

ных видов сырья и приготавливать различные виды смесей (продуктов). 

Каждый вид сырья содержит разное количество питательных веществ. 

Установлено, что продукция должна удовлетворять некоторым мини-

мальным требованиям с точки зрения питательности (полезности). Не-

обходимо определить количество каждого j-го вида сырья, образующего 

смесь минимальной стоимости при соблюдении требований к общему 

расходу смеси и еѐ питательность. 

Экономико-математическая модель задачи будет иметь вид: 

(min)xcF
n

1j

jj
, 

при ограничениях: на общий расход смеси ;qx
n

1j

j
 

на питательность смеси ;m,,2,1i,xbxa
n

1j

n

1j

jijij
  



 9 

на не отрицательность переменных 

,n,,2,1j,0x
j

  

где xj – количество j-го сырья в смеси; 

n – количество видов сырья; 

m – количество питательных веществ; 

aij – количество i-го питательного вещества, содержащегося в еди-

нице j-го вида сырья; 

b1 – минимальное количество i-го питательного вещества, содержа-

щегося в единице смеси; 

cj – стоимость единицы сырья j; 

q – минимальный общий вид смеси. 

1.3. Задача о раскрое материалов 

Данная задача состоит в разработке такого плана, который обеспе-
чивает необходимый комплект изделий при минимальных отходах (по 
длине, площади, массе, стоимости и др.) при раскрое материалов или 
обеспечивает максимальное число комплектов изделий. 

Пример 1. Требуется разработать оптимальный план раскроя стан-
дартных листов стали, обеспечивая выход планового числа заготовок раз-
ного вида при минимальных суммарных отходах, если известно, что из 
партии листовой стали необходимо нарезать четыре вида различных заго-
товок в количестве bi (i = 1, 2,…,4) штук. Лист стали стандартных размеров 
может быть раскроен четырьмя способами. Каждому возможному способу 
раскроя соответствует карта раскроя. Из карт раскроя известен выход заго-
товок в штуках разных видов aij (i = 1, 2,…4; j = 1,2,…,4), а также пло-
щадь отходов cj (j = 1, 2,…,n) при раскрое одного листа стали по j-му 
способу раскроя. Какое количество листов стали необходимо раскроить 
тем или иным способом, чтобы отходы были минимальными? 

Таблица 3 

Виды  
заготовок 

План-задание 
по количест-
ву заготовок 

(b1) 

Выход заготовок (шт) разных видов  
из карт раскроя (aij) 

1 2 3 4 

1 240 1 4 0 1 

2 200 1 0 4 0 

3 120 1 0 0 3 

4 140 1 1 0 3 

Площадь отходов, м2 

(cj) 
1,4 0,1 2,1 0,1 
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Составим экономико-математическую модель задачи. Обозначим 

через xj – количество исходного материала (листов стали), которые не-

обходимо раскроить по одному из способов j. Ограничения в задаче 

должны соответствовать плановому выходу заготовок различных видов. 

Целевая функция сводиться к нахождению минимума отходов при рас-

крое 

(min)x1,0x1,2x1,0x4,1F
4321

. 

Ограничения по выходу заготовок i-го вида по всем j способам рас-

кроя: 

.0x,0x,0x,0x

,140x3xx

,120x3x

,200x4x

,240xx4x

4321

421

41

31

421

 

Пример 2. На раскрой (распил, обработку) поступает материал одного 

образца в количестве a единиц. Требуется изготовить из него l разных ком-

плектующих изделий в количествах, пропорциональных числам b1, b2,…,bl 

(условие комплектности). Каждая единица материала может быть раскрое-

на n различными способами, причем использование i-го способа (i = 1, 2,…,n) 

дает aik единиц k-го изделия (k = 1, 2,…,l). Необходимо найти план раскроя, 

обеспечивающий максимальное число комплектов. 

Составим экономико-математическую модель задачи. 

Обозначим через xi – число единиц материала, раскраиваемых i-ым 

способом, и x – число изготавливаемых комплектов изделий. Тогда це-

левая функция сводиться к нахождению 

(max)xF , 

при ограничениях: по общему количеству материала равного сумме его 

единиц, раскраиваемых различными способами; по требованию ком-

плектности и не отрицательности переменных. 

.)n,,2,1i(,0x

),l,,2,1k(,xbax

,ax

i

n

1i

kiki

n

1i

i



  
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1.4. Задача об использовании мощностей 

Предприятию задан план производства продукции по времени и 

номенклатуре. Требуется за время t выпустить n1, n2,…,nk единиц про-

дукции p1, p2,…,pk Продукция производится на станках s1, s2,…,sm. Для 

каждого станка известны производительность aij, то есть число единиц 

продукции pj, которые можно произвести на станке si и затраты bij на 

изготовление продукции pj на станке si в единицу времени. Необходимо 

составить такой план работы станков, чтобы затраты на производство 

всей продукции были минимальными. 

Обозначим через xij – время, в течении которого станок si  будет 

занят изготовлением продукции pj (i = 1, 2,…,m; j = 1, 2,…,k) Тогда за-

траты на производство всей продукции выразятся функцией 

(min),xb...xbxbF
mkmk12121111

 

при ограничениях: 

по времени работы каждого станка, которое не превышает величи-

ны t 

.txxx

,txxx

,txxx

mk2m1m

k22221

k11211









 

по номенклатуре и не отрицательности переменных 

).k,,2,1j;m,,2,1i(0x

,nxaxaxa

,nxaxaxa

,nxaxaxa

ij

kmkmkk2k2k1k1

22m2m22221212

11m1m21211111











 

1.5. Задача о банке 

Пусть собственные средства банка в сумме с депозитными состав-

ляют 100 млн д.е.. Часть этих средств, но не менее 35 млн д.е., должна 

быть размещена в кредитах. Кредиты должны быть неликвидными ак-

тивами банка, так как в случае непредвиденной потребности в налично-

сти обратить кредиты в деньги без существенных потерь невозможно. 

Другое дело ценные бумаги, особенно государственные. Их можно в 

любой момент продать, получив некоторую прибыль или, во всяком 

случае, без большого убытка. Поэтому существует правило, согласно 
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которому коммерческие банки должны покупать в определенной про-

порции ликвидные активы – ценные бумаги, чтобы компенсировать не 

ликвидность кредитов. В нашем примере ликвидное ограничение тако-

во: ценные бумаги должны составлять не менее 50% средств, разме-

щенных в кредитах и ценных бумагах. Составим математическую мо-

дель задачи. Обозначим через x1 – средства в млн д.е., размещенные в 

кредитах, x2 – средства, вложенные в ценные бумаги. Цель банка состо-

ит в том, чтобы получить максимальную прибыль от кредитов и ценных 

бумаг 

(max),xcxcL
2211

 

где c1 – доходность кредитов; 

c2 – доходность ценных бумаг. 

Так как кредиты менее ликвидны, чем ценные бумаги, то обычно 

21
cc . Учитывая балансовое, кредитное и ликвидное ограничения, по-

лучим систему ограничений неравенств 

.0x,0x

),xx(3,0x

,35x

,100xx

21

212

1

21

 

Замечание. Система ограничений, в зависимости от условий зада-

чи, может содержать не только линейные неравенства, но и линейные 

уравнения.  
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2. ОБЩАЯ И ОСНОВНАЯ ЗАДАЧИ  
ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

Рассмотренные выше примеры задач линейного программирования по-

зволяют сформулировать общую задачу линейного программирования. 

Определение. Общей ЗЛП называется задача, которая состоит в 

определении оптимального (максимального или минимального) значе-

ния линейной функции 
n

1j

jj
xcL ,  (11) 

при условиях 

.0x

),m,,1ki(,bxa

),k,,2,1i(,bxa

j

n

1j

ijij

n

1j

ijij





  (12) 

Функция (11) называется целевой функцией ЗЛП, а условия (12)- 

ограничениями ЗЛП. 

Определение. Совокупность чисел )x;;x;x(X
n21

 , удовлетво-

ряющих ограничениям ЗЛП, называют допустимым решением (или 

планом). 

Определение. Оптимальным решением ЗЛП называют допустимое 

решение )x;;x;x(X
n21

 , при котором целевая функция принимает 

максимальное или минимальное значение. 

Определение. Основной (или канонической) ЗЛП называется зада-

ча, которая состоит в определении оптимального значения целевой 

функции, при условии, что система ограничений представлена в виде 

системы уравнений 
n

1j

jj
xcL , 

при ограничениях 

.0x

),m,,2,1i(,bxa

j

i

n

1j

jij

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Определение. Стандартной (или симметричной) ЗЛП называется 

задача, которая состоит в определении оптимального значения целевой 

функции, при условии, что система ограничений представлена в виде 

системы неравенств 

,xcL
n

1j

jj
 

при ограничениях 

).n,...,2,1j(,0x

),m,...,2,1i(,bxa

j

ijij

n

1j   
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3. ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ ИНТЕРПРЕТАЦИЯ ЗАДАЧ  
ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ  

Рассмотрим ЗЛП с двумя переменными:  

max(min),xcxcL
2211

 

при условиях 

.0x,0x

,bxaxa

.............................

,bxaxa

,bxaxa

21

m22m11m

2222121

1212111

 

Каждое неравенство системы ограничений задачи геометрически 

определяет полуплоскость соответственно с граничными прямыми 

ai1x1 + ai2x2 = bi, (i = 1,2,…,m). Условие неотрицательности определяют 

полуплоскости с граничными прямыми x1 = 0, x2 = 0. Если система нера-

венств совместна, то область ее решений есть множество точек, принад-

лежащих всем указанным полуплоскостям. Совокупность этих точек 

будем называть многоугольником решений или областью допустимых 

решений (ОДР) ЗЛП. Стороны этого многоугольника лежат на прямых, 

уравнения которых получаются из исходной системы ограничений за-

меной знаков неравенств на знаки равенств (граничные прямые). 

Областью допустимых решений системы неравенств могут быть: 

– выпуклый многоугольник; 

– выпуклая многоугольная неограниченная область; 

– пустая область; 

– луч; 

– отрезок; 

– единственная точка. 

Целевая функция L определяет на плоскости семейство параллель-

ных прямых, каждой из которых соответствует определенное значение 

L. Целевая функция без свободного члена c1x1 + c2x2 = 0, проходит через 

начало координат и называется основной прямой. Вектор 
21

c;cc пер-

пендикулярный этой прямой, указывает направление наискорейшего 

возрастания L, а противоположный вектор – направление убывания L.  

Таким образом, геометрическая интерпретация ЗЛП заключается в 

нахождении (построении) многоугольника решений, каждая точка кото-

рого является допустимым решением ЗЛП. Среди этого множества ре-

шений надо отыскать точку многоугольника решений, координаты ко-

торой обращают в min или max целевую функцию. 
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Теорема. Если ЗЛП имеет оптимальный план, то целевая функция 

задачи принимает свое оптимальное значение в одной из вершин мно-

гоугольника решений. 

Для определения данной вершины строится L = 0, проходящая че-

рез начало координат и перпендикулярно вектору )c;c(c
21

, и передви-

гается в направлении этого вектора до тех пор, пока она не коснется 

последней крайней точки многоугольника решений. Координаты полу-

ченной точки определяют максимальное значение целевой функции L и 

максимальный план данной задачи. 

Нахождение минимального значения L отличается от нахождения 

ее максимального значения лишь тем, что L = 0 передвигается не в на-

правлении вектора c , а в противоположном направлении. 

Если в направлении вектора c  многоугольник решений неограни-

чен, то L . 

3.2. Графический метод решения задач  
линейного программирования 

Графический метод основан на геометрической интерпретации 

ЗЛП и включает следующие этапы: 

– строят граничные прямые, уравнения которых получают в ре-

зультате замены в системе ограничений ЗЛП знаков неравенств на знаки 

точных равенств; 

– находят полуплоскости, определяемые каждым из ограничений 

неравенств ЗЛП; 

– находят многоугольник решений (область допустимых решений); 

– строят основную прямую с1x1 + c2x2 = 0, проходящую через нача-

ло координат и перпендикулярную вектору )c;c(c
21

;  

– перемещают прямую L = 0 в направлении вектора )c,c(c
21

 или 

в противоположном направлении вектора )c;c(c
21

. В результате на-

ходят точку (точки), в которой целевая функция принимает оптималь-

ное решение, либо устанавливают неограниченность функции на мно-

жестве планов. 

Пример. Решить ЗЛП графическим способом.  

Требуется найти max L = x1 + 4x2, 

при ограничениях 

.0x,x

)3(                 ,1x

)2(                 ,3x

)1(         ,7xx

21

2

1

21
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Решение. Запишем уравнения граничных прямых и построим их на 

плоскости x1ox2 

.0x,0x

)L(              ,1x

)L(              ,3x

)L(      ,7xx

21

32

21

121

 

 

K L3 

0 

L2 

A

L

L1

 
C

C

 

N 

 

Рис. 1. Решение ЗЛП геометрическим способом 

Выделив область решения каждого неравенства системы ограниче-

ний, получим многоугольник допустимых решений ЗЛП.  

На рис. 1 видно, что областью допустимых решений является мно-

гоугольник ONAC. 

Построим основную прямую L = 0, то есть x1 + 4x2 = 0, проходя-

щую через начало координат O (0,0) перпендикулярно вектору )4;1(c . 

Перемещая прямую L = 0 в направлении вектора )4;1(c , находим 

максимальную точку A, в которой пересекаются прямые L2 и L3, и ко-

ординаты которой равны: x1 = 3, x2 = 1. Минимальной точкой является 

точка начала координат.  

Итак, Omin (0,0), Amax (3;1). Тогда Lmin = 0, Lmax = 7. 

3.2. Анализ моделей на чувствительность  
графическим способом 

Анализ моделей на чувствительность проводится после получения 

оптимального решения. С помощью этого анализа выявляется чувстви-
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тельность оптимального решения к определенным изменениям исход-

ной модели.  

Анализ моделей на чувствительность может быть связан: 

– c изменением числовых значений правой части системы ограни-

чений (свободных членов); 

– с изменением коэффициентов целевой функции. 

3.2.1. Анализ моделей на чувствительность к правым  

частям системы ограничений 

После нахождения оптимального решения требуется выяснить, как 
отразится на оптимальном решении изменение свободных членов сис-
темы ограничений. Для этого необходимо ответить на вопросы: 

– на сколько можно увеличить значения правой части системы не-
равенств для улучшения оптимального значения целевой функции? 

– на сколько можно снизить значения правой части системы нера-
венств при сохранении полученного оптимального значения целевой 
функции? 

Прежде чем ответить на поставленные вопросы, классифицируем 
ограничения линейной модели как активные и неактивные ограничения. 
Ограничение будем называть активным, если соответствующая ему 
прямая проходит через оптимальную точку, в противном случае, огра-
ничение будем называть неактивным. 

Проведем анализ на чувствительность конкретной ЗЛП, в которой 
требуется найти max L = x1 + 4x2. 

при ограничениях 

.0x,x

)3(           ,1x

)2(           ,3x

)1(   ,7xx

21

2

1

21

 

Решение данной задачи графическим способом приведено на рис. 2. 
 

K L3 
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L2 
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C
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х2

х1

 

Рис. 2. Решение ЗЛП геометрическим способом 
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На рис. 2 видно, что областью допустимых решений является пря-

моугольник ONAC, а максимальной точкой – точка А(3;4).  

Тогда Lmax = 7, x1 = 3, x2 = 1  

При анализе на чувствительность правой части ограничений нера-

венств определим: 

– предельно допустимое увеличение правой части активных огра-

ничений, позволяющее улучшить найденное оптимальное решение; 

– предельно допустимое снижение правой части неактивного огра-

ничения, не изменяющее найденное ранее оптимальное значение целе-

вой функции.  

Рассмотрим сначала предельно допустимое увеличение активных 

ограничений. В данном примере активными ограничениями являются 

ограничения (2) и (3).  

Для увеличения правой части ограничения (2), переместим соответст-

вующую ему прямую L2 вправо параллельно самой себе до точки К, в кото-

рой пересекаются прямые L1 и L3. В точке К ограничения (1), (2) и (3) ста-

новятся активными. Оптимальному решению при этом соответствует точка 

К, а областью допустимых решений становится многоугольник ONPK. 

Дальнейшее увеличение правой части ограничения (2) не влияет на область 

допустимых решений и оптимальное решение (рис. 3). 

 

N

 

2x

1x0 P 

K 

 

Рис. 3. Геометрическая интерпретация ЗЛП  

(изменение правой части ограничения (2))  

Таким образом, значение правой части ограничения (2) не следует 

увеличивать сверх того предела, при котором прямая L2 проходит через 

новую оптимальную точку К. Этот предельный уровень определяется 

нахождением координат точки К, в которой пересекаются прямые L1 и 
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L3. Решив систему уравнений 
,1x

,7xx

2

21
, получим x1 = 6, x2 = 1 и мак-

симально допустимое значение правой части ограничения (2), равное 6.  

Рассмотрим теперь активное ограничение (3). Для увеличения его пра-

вой части переместим соответствующую ему прямую L3 параллельно са-

мой себе вверх до пересечения с точкой R, в которой пересекаются прямые 

L1 и L2. В точке R ограничения (1), (2), (3) становятся активными, так как 

оптимальному решению задачи соответствует точка R, а областью допус-

тимых решений становится многоугольник ОМRС (рис. 4). 

 

L1

 

L3 
R

С

0

 
М 

  

Рис. 4. Геометрическая интерпретация ЗЛП 

(изменение правой части ограничения (3)) 

Координаты оптимальной точки R находят путем решения системы 

уравнений 
.3x

,7xx

1

21
  

В результате получаем x1 = 3, x2 = 4 Максимально допустимое зна-

чение правой части ограничения (3) равно 4. 

Итак, для улучшения оптимального значения целевой функции 

можно увеличить значения правых частей ограничений (2) и (3). При-

чем, если правую часть ограничения (2) увеличить до 6, то L = 10, а если 

правую часть ограничения (3) увеличить до 4, то L = 19. 

Рассмотрим теперь вопрос об уменьшении правой части неактивно-

го ограничения (1). Не изменяя оптимального решения, прямую L1 

можно опустить до пересечения с оптимальной точкой А. При этом 

правая часть ограничения (1) станет равной x1 + x2 = 3 + 1 = 4, что по-

зволит записать ограничение (1) в виде x1 + x2 ≤ 4. Результаты прове-

денного анализа можно свести в таблицу. 
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Ограничение Тип ограничения 

Максимальное 

изменение правой 

части ограничения 

Максимальное  

изменение L 

(1) 

(2) 

(3) 

неактивное 

активное 

активное 

4 – 7 = – 3 

6 – 3 = + 3 

4 – 1 = + 3 

7 – 7 = 0 

10 – 7 = + 3 

19 – 7 = + 12 
 

3.2.2. Определение пределов изменения коэффициентов  

целевой функции 

Изменение коэффициентов целевой функции оказывает влияние на 

наклон прямой, которая представляет эту функцию в принятой системе 

координат и может привести к изменению типа ограничений (активных 

или неактивных).  

При анализе модели на чувствительность к изменениям коэффици-

ентов целевой функции необходимо ответить на вопросы: 

– каков диапазон изменения того или иного коэффициента целевой 

функции, при котором не происходит изменения оптимального решения? 

– на сколько следует изменить тот или иной коэффициент целевой 

функции, чтобы изменить тип ограничения? 
Рассмотрим целевую функцию L = c1x1 + c2x2. При увеличении c1 

или уменьшении c2, прямая L вращается вокруг максимальной точки А 

по часовой стрелке. Если же c1 уменьшается или c2 увеличивается, эта 

прямая вращается против часовой стрелки. Таким образом точка А бу-

дет оставаться оптимальной до тех пор, пока наклон прямой L не вый-

дет за пределы, определяемые наклонами прямых, соответствующих 

связывающим ограничениям (2) и (3). Когда наклон прямой L станет 

равной наклону прямой L2, получим две оптимальные точки А и С. Если 

наклон прямой L станет равным наклону прямой L3, то будем иметь 

альтернативные оптимальные точки А и N. Как только наклон прямой L 

выйдет за пределы указанного интервала, получим новое оптимальное 

решение. 

В нашем примере L = x1 + 4x2, найдем допустимый интервал изме-

нения c1, при котором точка А остается оптимальной, и при этом c2=4 

остается неизменным. Из рис. 1 видно, что c1 можно уменьшать до тех 

пор, пока прямая L не совпадет с прямой L3(отрезком АN). Это крайнее 

минимальное значение коэффициента c1 можно определить из равенства 

угловых коэффициентов прямых L и L3. Так как тангенс угла наклона 

прямой L равен 
4

c
1 , а для прямой L3 равен 0

1

0
, то минимальное зна-
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чение c1 определяется из равенства 0
4

c
1 . Тогда min c1=0. Увеличивать 

c1 при c2=4 можно до бесконечности, так как L при c2=4 и 
1

c  не 

совпадет с прямой L2 (отрезком СА). Следовательно, точка А при всех 

значениях c1 > 0 будет единственно оптимальной. Интервал изменения 

c1, в котором точка А остается единственно оптимальной точкой, опре-

деляется неравенством 0 < c1 < + . При c1= 0 оптимальными точками 

будут как точка А, так и точка N. Как только c1 < 0 максимум смещается 

в точку N и ограничение (2) перестает быть связывающим.  

Аналогичные рассуждения можно провести при неизменном c1 = 1, 

тогда интервал изменения c2, в котором точка А остается единственно 

оптимальной определяется неравенством 0 < c2 < + . При c2 = 0 опти-

мальными точками будут как точка А, так и точка С. При c2 > 0 точка А 

будет единственно оптимальной, а при c2 < 0 максимум сместится в 

точку С и ограничение (3) перестанет быть связывающим. 

Итак, при 0 ≤ c1 < +  и 0 ≤ c2<+ , точка А – пересечения прямых 

L2 и L3 – остается все время оптимальной. 
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4. ЭКОНОМИЧЕСКИЙ ПРИМЕР РЕШЕНИЯ ЗЛП  
ГРАФИЧЕСКИМ СПОСОБОМ 

Рассмотрим задачу об ассортименте продукции 

Предприятие изготавливает два вида продукции Р1и Р2. которая по-
ступает в продажу. Для производства продукции используются два вида 
сырья – S1 и S2. Максимально возможные запасы сырья в сутки состав-
ляют 7 и 11 единиц соответственно. Известно, что для изготовления 
единицы продукции P1 расходуется 1 ед. сырья S1 и 2 ед. сырья S2, а на из-
готовление единицы продукции P1 расходуется 2 ед. сырья S1 и 1 ед. сырья 
S2. Суточный спрос на продукцию P1 никогда не превышает спроса на про-
дукцию P2 более чем на 1 единицы. Кроме того известно, что спрос на про-
дукцию P2 никогда не превышает 3 ед. в сутки. Оптовые цены единицы 
продукции: 3 д.е. для продукции P1 и 2 д.е. для продукции P2. Какое коли-
чество продукции каждого вида может производить предприятие, чтобы 
доход от реализации продукции был максимальным? 

Составим математическую модель данной задачи. Предположим, 
что предприятие изготавливает x1 единиц продукции P1 и x2 единиц 
продукции P2. Доход от реализации x1 единиц продукции P1 и x2 единиц 
продукции P2 составит L = 3x1+ 2x2. 

Поскольку производство продукции P1 и P2 ограничено имеющимся 
на предприятии сырьем каждого вида и спросом на данную продукцию, 
а также учитывая, что количество продукции не может быть отрица-
тельным, должны выполняться следующие неравенства: 
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Требуется среди неотрицательных решений системы линейных не-

равенств найти такие, при которых функция L принимает максимальное 

значение Lmax. 

Решим данную ЗЛП графическим способом. Для этого в системе 

координат x10x2 на плоскости изобразим граничные прямые 
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)L(                  ,3x
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)L(       ,11xx2
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Рис. 5. Решение задачи об ассортименте продукции  

геометрическим способом 

Областью допустимых решений является многоугольник OАВСD 

(рис. 5). Основная прямая 3х1 + 2х2 = 0 перпендикулярна вектору 

)2;3(ñ  и проходит через начало координат. Построенную прямую L = 0, 

перемещаем параллельно самой себе в направлении вектора c  и полу-

чаем точку В, в которой целевая функция принимает максимальное зна-

чение. Точка В лежит на пересечении прямых L1 и L3. Для определения 

ее координат решаем систему уравнений 
.1xx

,7x2x

21

21
  

Оптимальный план задачи: x1 = 3, x2 = 2, Lmax = 13. Полученное ре-

шение означает, что объем производство продукции P1 должен быть 

равен 3 ед., а продукции P2 – 2 ед. Доход, получаемый в этом случае, 

составит 13 д.е. 

4.1. Экономическая интерпретация анализа моделей  
на чувствительность графическим способом 

Проведем анализ модели об ассортименте продукции на чувстви-

тельность.  

4.1.1. Анализ изменения запасов ресурсов (анализ  

на чувствительность к правым частям системы ограничений) 

После нахождения оптимального решения выясним, как отразится 

на оптимальном решении изменение ресурсов. Каждое неравенство сис-
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темы ограничений связано с определенным ресурсом. Так ограничение 

(1) определяет ресурс, связанный с запасами сырья S1. Ограничение 

(2) – ресурс, связанный с запасами сырья S2. Ограничение (3) определя-

ет соотношение спроса на выпускающую продукцию, а ограничение 

(4) – спрос на продукцию P2.  

В нашей задаче активными ограничениями являются ограничения 

(1) и (3), с граничными прямыми L1 и L2 соответственно. Если ограни-

чение является активным, то соответствующий ресурс относится к раз-

ряду дефицитных ресурсов, так как он используется полностью. Следо-

вательно, дефицитными ресурсами являются сырье S1 и соотношение 

спроса на выпускаемую продукцию. Ресурс, с которым определено не-

активное ограничение, относится к разряду недефицитных ресурсов, то 

есть имеющихся в некотором избытке. В нашем примере неактивными 

ограничениями являются (2) и (4), следовательно, сырье S2 является 

недефицитным ресурсом, а спрос на продукцию P2 не будет удовлетво-

рен полностью. 

При анализе на чувствительность правых частей ограничений оп-

ределим: 

– предельно допустимое увеличение запаса дефицитного ресурса, 

позволяющее улучшить найденное оптимальное решение; 

– предельно допустимое снижение запаса недефицитного ресурса, не 

изменяющее найденное ранее оптимальное значение целевой функции. 

Рассмотрим сначала предельно допустимое увеличение дефицитно-

го ресурса – сырья S1. На рис. 5 видно, что при увеличении запаса этого 

ресурса прямая L1 перемещается вверх, параллельно самой себе, до точ-

ки К, в которой пересекаются линии L1, L2, L4. В точке К ограничения 

(2), (3), (4) становятся активными. Оптимальному решению при этом 

соответствует точка К, а областью допустимых решений (ОДР) – мно-

гоугольник АКDО. В точке К ограничение (1) для сырья S1 становится 

избыточным, так как любой дальнейший его рост не влияет ни на ОДР, 

ни на оптимальное решение. Такими образом, объем дефицитного ре-

сурса – сырья S1 не следует увеличивать сверх того предела, когда соот-

ветствующее ему ограничение (1) становится избыточным, то есть пря-

мая L1 проходит через новую оптимальную точку К. Этот предельный 

уровень определяем следующим образом: находим координаты точки К, 

в которой пересекаются прямые L1, L3, L4, то есть решаем систему урав-

нений 

.3x

,1xx

,11xx2

2

21

21

  

В результате получаем x1 = 4, x2 = 3, Lmax = 18. Максимально допус-

тимый запас сырья S1 определяем подстановкой координат точка К в 

выражение x1 + 2x2 = 4 + 6 = 10.  
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Итак, запас дефицитного ресурса – сырья S1 можно увеличить с 

7 единиц до 10 единиц, улучшая при этом план до 18 единиц.  
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Рис. 6. Геометрическая интерпретация решения ЗЛП 

(изменение сырья S1)  

Рассмотрим теперь вопрос об изменении соотношения спроса на 

продукцию P1 и P2. Выясним какой может быть разрыв в спросе на про-

дукцию P1 и P2, чтобы при этом план улучшился. В этом случае новой 

оптимальной точкой становится точка Е, в которой пересекаются пря-

мые L1 и L2 (рис. 7). 
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Рис. 7. Геометрическая интерпретация решения ЗЛП 

(изменение соотношения спроса на продукцию Р1 и Р2) 
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Найдем координаты этой точки, решив систему уравнений  

.11xx2

,7x2x
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21
 

В результате получим х1 = 5, х2 = 1. Причем суточный спрос на про-

дукцию Р1 не должен превышать спроса на продукцию Р2 на величину х1 – 

х2 = 5 – 1 = 4 единиц, а Lmax = 17. Дальнейшее увеличение разрыва в спросе 

на продукцию P1 и P2 не будет влиять на оптимальное решение.  

Рассмотрим теперь вопрос об уменьшении правой части неактив-

ных ограничений. Ограничение (4) x2 ≤ 3 фиксирует предельный уро-

вень спроса на продукцию P2. Из рисунка 8 видно что, не изменяя опти-

мального решения, прямую L4 можно опускать вниз до пересечения с 

оптимальной точкой В. 
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Рис. 8. Геометрическая интерпретация решения ЗЛП  

(изменение P2)  

Так как точка В имеет координаты x1 = 3, x2 = 2, уменьшение спро-

са на продукцию P1 до величины x2 = 2 никак не повлияет на оптималь-

ность ранее полученного решения.  

Рассмотрим ограничение (2) 2x1 + x2 ≤ 11, которое представляет ог-

раничение на недефицитный ресурс – сырье S2. В этом случае правую 

часть – запасы сырья S2 – можно уменьшить до тех пор, пока L не дос-

тигнет точки В. При этом правая часть ограничения (2) станет равной 

2x1 + x2 = 6 + 2 = 8, что позволит записать ограничение в виде 2x1 + x2 ≤ 8. 

Таким образом, ранее полученное оптимальное решение не изменится, 

если запас недефицитного ресурса – сырья S2 уменьшится на 3 ед. Ре-

зультаты проведенного анализа можно записать в таблицу. 
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Ресурс Тип ресурса 

Максимальное 

изменение запаса 

ресурса 

Максимальное увели-

чение дохода от изме-

нения ресурса 

1(S1) 

2(S2) 

3 

4 

дефицитный 

недефицитный 

дефицитный 

недефицитный 

10 – 7 =+3 

8 – 11 =-3 

5 – 1=+4 

2 – 3=-1 

18 – 13 =+5 

13 – 13=0 

17 – 3=+4 

13 – 13=0 

 

Итак: если дефицитный ресурс – сырье S1 увеличить до 10 ед., то 

максимальное увеличение дохода составит 18 д.е.; 

если дефицитный ресурс – соотношение спроса на продукцию P1 и 

P2 изменится с 1 ед. до 4 ед., то максимальное увеличение дохода соста-

вит 17 д.е.; 

при уменьшении недефицитного ресурса – сырье S2 до 3 ед. и не-

дефицитного ресурса – спрос на продукцию P2 до 4 ед., оптимальное 

решение остается неизменным. 

4.1.2. Определение наиболее выгодного ресурса 

В задаче анализа на чувствительность исследовалось влияние на 

оптимальное решение объема дефицитных ресурсов. При ограничениях, 

связанных с дополнительным привлечением ресурсов, важно выяснить, 

какому из ресурсов следует отдать предпочтение при вложении допол-

нительных средств. Для этого вводится характеристика ценности каж-

дой дополнительной единицы дефицитного ресурса, выражаемая через 

соответствующее приращение оптимального значения целевой функ-

ции. Обозначим ценность дополнительной единицы i-го ресурса через 

i

L
1 , где L  – максимальное приращение L, i  – максимально 

допустимый прирост ресурса i. 

Результаты расчета ценности единицы каждого из ресурсов пред-

ставлены в таблице. 

Ресурс i Тип ресурса Значение i  

1(S1) дефицитный 3/5
1

 

2(S2) недефицитный 0)3/(0
2

 

3 дефицитный 14/4
3

 

4 недефицитный 0)1/(0
4

 

 



 29 

Из таблицы видно, что дополнительные вложения в первую оче-

редь следует направить на увеличение ресурса S1 и лишь затем на фор-

мирование соотношения спроса на продукцию P1 и P2. Объем недефи-

цитных ресурсов увеличивать не следует. 

4.1.3. Определение пределов изменения коэффициентов 

целевой функции 

Целевая функция ЗЛП имеет вид L = 3x1 + 2x2, где c1 = 3, c2 = 2. 

Найдем допустимый интервал изменения c1 при котором точка В оста-

ется оптимальной. На рис. 5 видно, что значение c1 можно уменьшать до 

тех пор, пока прямая L не совпадет с прямой L1 (отрезком СВ). Это 

крайнее минимальное значение коэффициента c1 можно определить из 

равенства углов наклонов прямой L и прямой L1. Так как тангенс угла 

наклона для прямой L равен 
2

c
1 , а для прямой L1 равен 

2

3
, то мини-

мальное значение c1 определим из равенства 
2

3

2

c
1 , отсюда min c1 = 3.  

Увеличивать c1 можно до бесконечности, так как прямая L при c2 = 2 и 

1
c  не совпадет с прямой L3 (отрезок АВ) и, следовательно, точка 

В будет при всех значениях c1 ≥ 1 оптимальной. Причем, интервал из-

менения c1, в котором точка В остается единственно оптимальной, оп-

ределяется неравенством 1<c1<+∞. При c1 =1 оптимальными точками 

будут как точка В так и точка С. Как только c1<1, то максимум смеща-

ется в точку С, и дефицитный ресурс (3) становится недефицитным, а 

ресурс (4) – дефицитным. Для предприятия это означает, что если доход 

от продажи единицы продукции P1 станет меньше 1 д.е., то наиболее 

выгодная производственная программа предприятия должна предусмат-

ривать выпуск максимального количества продукции P2 (полностью 

удовлетворять спрос на продукцию P2). При этом соотношение спроса 

на продукцию P1 и P2 не будет лимитировать объемы производства, что 

обусловит недефицитность ресурса (3). Увеличение коэффициента c1 

свыше 1 д.е. не снимет проблему дефицита ресурсов (1) и (3) и, точка В 

остается все время оптимальной. Аналогичные рассуждения проводятся 

при нахождении допустимого интервала изменения коэффициента c2. 
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5. ГРАФИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ЗЛП  
С n ПЕРЕМЕННЫМИ  

Графическим способом можно решить ЗЛП со многими перемен-

ными при условии, что в их канонической записи (основная ЗЛП) со-

держится не более двух свободных переменных. Тогда ЗЛП со многими 

переменными можно свести к задаче линейного программирования с 

двумя переменными, когда ограничения выражены неравенствами. Рас-

смотрим ЗЛП, заданную в канонической форме и содержащую n пере-

менных. 
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Из курса линейной алгебры известно, что если число r линейно не-

зависимых уравнений, которым должны удовлетворять переменные 

x1, x2,…,xn, меньше числа самих переменных, то система уравнений имеет 

бесчисленное множество решений. При этом (n – r) переменным можно 

придавать произвольные значения, и они называются свободными пере-

менными, а r переменных выражают через них и называют базисными. 

Определение. Базисным решением системы m линейных уравне-

ний с n переменными называется решение, в котором все (n – r) свобод-

ных переменных равны нулю. 

Привести систему к единичному базису – это значит решить еѐ, 

выразив базисные переменные через свободные переменные, равные 

нулю. 

Число базисных решений является конечным, так как равно числу 

групп основных (базисных) переменных не превосходящему r

n
c . Базис-

ное решение, в котором хотя бы одна из базисных переменных равна 

нулю, называется вырожденным. 

Итак, решение ЗЛП с n переменными заключается в том, чтобы 

систему ограничений и целевую функцию L свести к случаю ЗЛП с 

двумя переменными. Это возможно сделать, выразив базисные пере-

менные через свободные переменные.  

Решение таких задач проводят по следующей схеме: 

– систему ограничений, представленную в виде системы уравнений 

приводят к единичному базису; 

– целевую функцию выражают через свободные переменные; 

– переходят к случаю ЗЛП с двумя переменными. 
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Пример.  min,xxxx6L
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Система ограничений ЗЛП задана системой уравнений. Все урав-

нения системы линейно независимые, поэтому число базисных пере-

менных равно 4, а число свободных переменных равно 2. В качестве 

свободных переменных выберем переменные x1 и x2, а базисные пере-

менные x3, x4, x5, x6 выразим через них, то есть приведем систему урав-

нений к единичному базису. 

.x3xx

,x4x26x

,x3x13x

,xx21x

216

125

214

213

 

Целевую функцию выразили через свободные переменные x1 и x2, 

то есть L = -x1 –x2–13 → min 

,0x,0x

,0x3x

,0xx426

,0x3x13

,0xx21

21

21

21

21

21

 

так как по условию задачи x3, x4, x5, x6 ≥ 0. Итак, получили ЗЛП с двумя 

переменными: L = -x1 –x2–13 → min  

.0x,0x

,0x3x

,26xx4

,13x3x

,1xx2

21

21

21

21

21
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6. СИМПЛЕКСНЫЙ МЕТОД РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ 
ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

Рассмотрим пример экономической задачи, решаемый симплекс-

ным методом. 

На предприятии, в состав которого входят 4 производственных це-

ха, изготавливаются два вида изделий П1 и П2. Производственные мощ-

ности цехов (в часах) в расчете на сутки, нормы времени, необходимого 

для изготовления единицы изделия П1 и П2 в соответствующих цехах, 

приведены в таблице. 

Цех 
Изделия Производственные 

мощности 
П1 П2 

1 2 2 12 

2 1 2 8 

3 4 0 16 

4 0 4 12 

 

Прибыль от продажи единицы изделия П1 составляет 2 д.е., а от 

продажи единицы изделия П2 – 3 д.е. Следует выбрать тот из возмож-

ных вариантов производственного плана, при котором обеспечивается 

максимальная прибыль. 

Решение. Составим математическую модель данной задачи. Обо-

значим через х1 – количество изделий П1, а через х2 – количество изде-

лий П2. Из норм времени и данных о производственных мощностях це-

хов следует, что должны выполняться условия 

.0x,0x

,12x4

,16x4

,8x2x

,12x2x2

21

2

1

21

21

 (13) 

Суммарная прибыль от планируемой продукции составляет 

F = 2x1 + 3x2 (14) 

Необходимо определить такие объемы плановой продукции П1 и 

П2, при которых суммарная прибыль максимальна. В полученной мате-

матической модели система неравенств (13) описывает такие варианты 

плана производства, при выполнении которых производственные мощ-
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ности соответствующих цехов не используется полностью. Производст-

венные мощности цехов будем рассматривать как ресурсы R1, R2, R3, R4. 

Если от системы неравенств перейти к системе уравнений (ЗЛП приве-

дем к каноническому виду), то полученная система ограничений будет 

определять такие варианты производственного плана, при выполнении 

которых полностью используются производственные мощности соот-

ветствующих цехов. Введем вспомогательные неотрицательные пере-

менные x3, x4, x5, x6 и получим систему уравнений: 

.0x

,12xx4

,16xx4

,8xx2x

,12xx2x2

j

62

51

421

321

 (15) 

Вспомогательные переменные означают неиспользованные произ-

водственные мощности 1, 2, 3, 4 цехов соответственно.  

Симплексный метод состоит в последовательном улучшении вари-

антов плана ЗЛП, до получения оптимального.  

Система ограничений (15) приведена к единичному базису, в ней 

базисные переменные x3, x4, x5, x6 выражены через свободные x1, x2. 

Целевая функция так же выражена через свободные переменные. Таким 

образом, имеем: 

L = 2x1 + 3x2 

.x412x

,x416x

,x2x8x

,x2x212x

26

15

214

213

 (16) 

В качестве первого допустимого решения можно принять вариант 

плана, в котором свободные переменные приравниваются к нулю, то 

есть x1 = x2 = 0, тогда базисные переменные становятся равными соот-

ветствующим свободным членам (x3 = 12, x4 = 8, x5 = 16, x6 = 12), а при-

быль от реализации продукции равна нулю. 

Итак, первое допустимое решение имеет вид: 

)12 ;16 ;8 ;12 ;0 ;0(X,0L
11

. Это самые невыгодный план, так как при-

быль равна нулю, а производственные мощности цехов совершенно не 

используются. 

От первого варианта плана перейдем ко второму – лучшему, введя 

в план одно из изделий. Выгоднее ввести в план изделие П2, ибо оно 
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обеспечивает большую прибыль на единицу изделия. Действительно, из 

выражения целевой функции L видно, что ее можно увеличить за счет 

увеличения переменных х1 и х2, но при переменной х2 коэффициент 

больше, чем при х1 и, следовательно, при увеличении х2 L увеличивает-

ся быстрее. Однако переменную х2 необходимо увеличивать так, чтобы 

в системе ограничений (16) базисные переменные х3, х4, х5, х6 не стали 

отрицательными. Из последнего уравнения системы видно, что х2 мож-

но увеличивать только до 3 единиц. Экономически точки это означает, 

что учитывая нормы времени необходимые для изготовления изделия 

П2 в соответствующих цехах, можно устанавливать объѐм производства 

изделия П2 в этих цехах. В первом цехе он составляет 6 единиц (это 

следует из уравнения х3 = 12 – 2х1 – 2х2). Во втором цехе можно произ-

водить 4 единицы, а в четвертом цехе – 3 единицы. Допустимый объем 

производства изделия П2 определяет четвертый цех, так как, например, 

если в качестве допустимого объѐма производства изделия П2 опреде-

лить первый цех 6 единиц, то в других цехах не будут выдержаны нор-

мы времени.  

Итак, если бы изделие П2 не производилось, то при полном исполь-

зовании производственных мощностей 4 цеха (х6 = 0), можно устано-

вить план производства изделия П2 в количестве 3 ед. с прибылью L = 9 д.е. 

В результате этого меняется статус переменных: х6 становится свобод-

ной переменной, а х2 – базисной. Систему ограничений и целевую 

функцию выражаем через новые свободные переменные х1 и х6: 

9x
4

3
x2L

61  (17) 

.x
4

1
3x

,x416x

,x
2

1
x2x

,x
2

1
x26x

62

15

614

613

 (18) 

Итак, улучшенный допустимый план )0 ;16 ;2 ;6 ;3 ;0(X,9L
22 . 

Здесь изделие П1 не выпускается, изделие П2 выпускается в коли-

честве 3 единицы. При этом производственные мощности 4 цеха ис-

пользованы полностью, а остальных цехов недоиспользованы. Прове-

рим полученный план на оптимальность. Из выражения целевой функ-

ции (17) следует, что прибыль можно увеличить, введя в план производ-

ства изделие П1. Из системы (18) определим допустимый объем произ-

водства изделия П1. Он определяется вторым цехом (х1 = 2). В результа-
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те получаем следующий улучшенный допустимый план 

).0;8;0;2;3;2(X,13L
3

 

Здесь изделие П1 выпускается в количестве 2 ед., изделие П2 – в ко-

личестве 3 ед. Производственные мощности второго и четвертого цехов 

использованы полностью, а остальных – недоиспользованы. Чтобы про-

верить этот план на оптимальность, выразим новый набор базисных 

переменных х1, х2, х3, х5 через новые свободные переменные х4 и х6.  

Получим целевую функцию 13x
4

1
x2L

64  (19) 

и систему ограничений 

.x2x48x

,x
2

1
x22x

,x
4

1
3x

,x
2

1
x2x

645

643

62

641

 (20) 

Из выражения целевой функции видно, что ее можно улучшить 

увеличивая переменную х6. Аналогично рассуждая, получим следую-

щий улучшенный допустимый план )4 ;0 ;0 ;0 ;2 ;4(X ,14L
4

 и новый 

набор базисных переменных.  

,14xx
2

1
L

43  (21) 

.x4x4x

,xx
2

1
2x

,xx4x

,xx24x

435

432

431

436

 (22) 

Из выражения (21) видно, что в нем нет ни одной переменной, по-

средством которой можно было бы увеличить прибыль, ибо коэффици-

енты при переменных в этом уравнении отрицательны.  

Итак, получили наилучший вариант производственного плана. Та-

кой вариант предполагает производство изделия П1 в количестве х1 = 4, 

изделия П2 – в количестве х2 = 2. 

В случае применения такого варианта плана прибыль достигает 

максимума L = 14, причем производственные мощности первого, второ-

го и третьего цехов использованы полностью: х3 = х4 = х5 = 0, тогда как 
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недоиспользование производственных мощностей четвертого цеха со-

ставляет 4 единицы (х6 = 4). Итак: )4 ;0 ;0 ;0 ;2 ;4(X ,14L
maxmax

. 

Идея последовательного улучшения решения легла в основу уни-

версального метода решения ЗЛП – симплексного метода. 

Для реализации симплексного метода – последовательного улуч-

шения решения – необходимо освоить три основных элемента: способ 

определения какого-либо первоначального допустимого базисного ре-

шения задачи; правило перехода к лучшему решению; критерий про-

верки оптимальности найденного решения. 

Для использования симплексного метода ЗЛП должна быть приве-

дена к каноническому виду, то есть система ограничений должна быть 

представлена в виде системы уравнений. 

n

1j

jj
max(min),xcL  

.0x

,)m,,2,1i(,bxa

j

n

1j

ijij


 

Возьмем в качестве базисных неизвестных х1, х2,…,xy, а 

n2r1r
x,,x,x   в качестве свободных неизвестных. 

Выразим в системе ограничений базисные переменные через сво-

бодные 

.n,...,1rj,0x

,bxa...xax

...............................................

,bxa...xax

,bxa...xax

j

rnrn1r1rrr

2nn21r1r22

1nn11r1r11

, (23) 

где b1 ≥ 0, b2 ≥ 0,…br ≥ 0. 

Линейную форму L так же выразим через свободные переменные 

nn1r1r0
x...xL  (24) 

Положив все свободные переменные равными нулю, найдем зна-

чения базисных переменных 
©

rr

©

22

©

11
bx,,bx,bx  . 

Таким образом, получили первое допустимое решение  

)0,,0,0,b,,b ,b(X
r211  . 
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При этом значение целевой функции 
01

L . 

Проверим на оптимальность данное решение. Обратимся к выра-

жению целевой функции (24). 

Будем предполагать, что значение L необходимо минимизировать. 

Из выражения (24) выясним, можно ли значение L уменьшить при уве-

личении одной из свободных переменных. Если в выражении (24) сво-

бодная переменная присутствует с отрицательным коэффициентом, то 

величину L можно уменьшить. Если же такого коэффициента при сво-

бодной переменной нет, то полученное допустимое решение будет оп-

тимальным. Предположим, что в выражении L имеется свободная пере-

менная с отрицательным коэффициентом, например, переменная 
1r

x . 

Тогда L можно уменьшить, увеличивая 
1r

x , при этом 
1r

x надо увели-

чивать так, чтобы ни одна из базисных переменных в системе (23) не 

стала отрицательной. В результате этих преобразований получим новый 

набор свободных и базисных переменных, то есть второе допустимое 

решение, которое проверяем на оптимальность. Далее рассуждения по-

вторяются. Таким образом, решение задачи распадается на ряд шагов, 

заключающихся в том, что от k-го допустимого решения переходим к 

(k+1)-му допустимому решению с таким расчетом, чтобы значение L не 

увеличивалось (не уменьшалось). 

Пример. Решить ЗЛП симплексным методом. 

L = x1 + 4x2 →max (25) 

.5,...,2,1j,0x

,1xx

,3xx

,7xxx

j

52

41

321

 (26) 

Базисные переменные системы ограничений и целевую функцию 

выразим через свободные переменные x1 и x2. Получим: 

L = x1 + 4x2, 

.5,...,2,1j,0x

,x1x

,x3x

,xx7x

j

25

14

213

 (27) 

Найдем первое допустимое решение, положив свободные 

переменные равные нулю x1 = 0, x2 = 0, тогда x3 = 7, x4 = 3, x5 = 1, то 

есть )1;3;7;0;0(X
1 , при котором L1 = 0. Выясним, является ли оно оп-

тимальным. Из выражения L = x1 + 4x2 видно, что L можно увеличить за 
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счет увеличения переменной x1 или переменной x2. Поскольку 

коэффициент при переменной x2 больше, чем при переменной x1, то при 

увеличении x2 целевая функция будет увеличиваться быстрее. 

Переменную x2 будем увеличивать так, чтобы x3, x4, x5 в системе 

ограничений, приведенной к единичному базису, не стали отрица-

тельными. Из первого уравнения системы ограничений (27) видно, что 

переменную x2 можно увеличить до 7, а из третьего уравнения системы 

видно, что x2 можно увеличить до 1. Из этих двух значений выбираем 

меньшее, чтобы обеспечить неотрицательность всех базисных 

переменных. Итак, x2 = 1, тогда при таком значении x2 переменная x5 

станет равной нулю, и ее будем считать свободной переменной, а x2 – 

базисной. В результате получим новый набор свободных и базисных 

переменных. Систему ограничений и целевую функцию L выразим 

через новые свободные переменные. Получим: 

L = 4 + x1 – 4x5, (28) 

.5,...,2,1j,0x

,x3x

,xx6x

,x1x

j

14

513

52

 (29) 

Получили второе допустимое решение .4L ),0 ;4 ;6 ;1 ;0(X
22

 Из 

выражения L = 4 + x1 – 4x2 видно, что значение L можно увеличить за 

счет увеличения переменной x1, так как коэффициент при свободной 

переменной x1 положительный. Аналогично рассуждая, x1 увеличиваем 

до 3. Целевую функцию и систему ограничений выражаем через новый 

базис. Получим:  

74 54 xxL , (30) 

.5,...,2,1,0

,3

,1

,3

543

52

41

jx

xxx

xx

xx

j

 (31) 

Получили третье допустимое решение .7L ),0 ;0 ;3 ;1 ;3(X
33   

Все коэффициенты в целевой функции (30) отрицательны, 

следовательно дальнейшее увеличение L невозможно. Третье 

допустимое решение является максимальным 

.7L ),0 ;0 ;3 ;1 ;3(X
maxmax   
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7. ТАБЛИЧНЫЙ СИМПЛЕКСНЫЙ МЕТОД 

Симплексная таблица представляет собой табличную запись 

системы ограничений и целевой функции. Для начала работы требуется, 

чтобы система ограничений выражалась равенствами, причем в этой 

системе ограничений должны быть выделены базисные переменные. 

Целевая функция L должна содержать только свободные неизвестные. 

Таким образом, ЗЛП приводится к единичному базису. Коэффициенты 

при неизвестных целевой функции записываются в симплекс-таблицу с 

обратным знаком. Обозначим через x1, x2,…,xr – базисные переменные, 

а через 
n2r1r

x,...,x,x  – свободные переменные. Тогда исходная 

симплексная таблица имеет вид: 

Баз. 

перем. 
x1 x2 … xr xr+1 2r

x  xn 
Своб. 

члены 

x1 1 0 … 0 1r,1
a  

2r,1
a  a1n 1

b  

x2 0 1 … 0 1r,2
a  

2r,2
a  a2n 2

b  

xr 0 0 … 1 1r,r
a  

2r,r
a  arn r

b  

L 0 0 … 0 1r
 

2r
 

n
 

0
 

  

Исходная симплексная таблица задает первое допустимое решение 

ЗЛП, которое имеет вид: .L),0,...,0,b,...,b,b(X
01r211

 

Решения задачи симплексной таблицей заключается в том, чтобы 

выяснить, является ли первое допустимое решение оптимальным. Для 

этого обратимся к основной теореме симплекс-метода. Условимся 

оценкой называть коэффициенты при свободных переменных в 

линейной форме 

0nn2r2r1r1r
x...xxL  

и сформируем основную теорему симплекс-метода. 

Если при нахождении минимума в строке L найдется хотя бы одна 

положительная оценка (при нахождении максимума – отрицательная 

оценка) и в столбце с такой оценкой будет хотя бы один положительный 

элемент, то решение можно улучшить, выполнив следующую итерацию. 

Если найдется хотя бы одна положительная (отрицательная) 

оценка, столбец которой не содержит положительных элементов, то L 

не ограничена в области допустимых решений, то есть 
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minL )L(
max

. Если все оценки окажутся неположительными 

(неотрицательными), то достигнуто оптимальное решение. 

Для улучшения решения разрешающий столбец выбираем по 

наличию положительной (отрицательной) оценки. Столбец с положи-

тельной (отрицательной) оценкой является разрешающим. Разрешающую 

строку выбирают как наименьшее отношение между свободными членами 

системы ограничений и соответствующими положительными элементами 

разрешающего столбца. Разрешающий элемент находится на пересечении 

разрешающей строки и разрешающего столбца. Для получения новой 

таблицы разрешающую строку делим на разрешающий элемент, раз-

решающий столбец заполняем нулями, за исключением разрешающего 

элемента (получаем единичный вектор). Остальные элементы новой 

таблицы получаем методом Жордано-Гаусса (правило прямоугольника), то 

есть производим перерасчет по формуле 

qp

ipqk

ikik
a

aa
aa ,  

где 
qp

a  – разрешающий элемент. 

Подобные преобразования осуществляются до тех пор, пока в 

строке L все оценки окажутся неположительными (неотрицательными). 

Пример 1. 

L = x1 + 4x2 →max 

.5,..,1j,0x

,1xx

,3xx

,7xxx

j

52

41

321

 

Данная ЗЛП приведена к единичному базису, поэтому можно 

составить симплексную табл. 4. 

Таблица 4 

Баз. x1 x2 x3 x4 x5 
Cвоб. 
члены  

x3 1 1 1 0 0 7 

x4 1 0 0 1 0 3 

x5 0 1 0 0 1 1 

L -1 -4 0 0 0 0 
 

Исходная симплексная табл. 4 определяет первое допустимое 

решение )1 ;3 ;7 ;0 ;0(X
1 , L1 = 0. Это решение не является 
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оптимальным, так как в строке L имеются отрицательные оценки. 

Улучшим данное решение, используя алгоритм симплексного метода. 

Столбец с отрицательной оценкой выберем в качестве разрешающего 

столбца. Так как в строке L имеется две отрицательные оценки, 

выберем наибольшую оценку по абсолютной величине. Разрешающим 

элементом выбираем наименьшее отношение между свободными 

членами и соответствующими положительными элементами разрешаю-

щего столбца. В результате разрешающим элементом будет число 1 в 

третьей строке симплексной таблицы при переменной x2. Далее, используя 

алгоритм симплекс-метода, получим новую симплексную табл 5.  

Таблица 5 

Баз. x1 x2 x3 x4 x5 
Cвоб. 
члены  

x3 1 0 1 0 -1 6 

x4 1 0 0 1 0 3 

x2 0 1 0 0 1 1 

L -1 0 0 0 4 4 
 

Эта симплексная табл. 5 определяет второе допустимое решение. 

.4L   ),0 ;3 ;6 ;1 ;0(X
22

 В строке L имеется отрицательная оценка при 

переменной x1, следовательно, данное решение не является оптимальным. 

Улучшим это решение, избавившись от отрицательной оценки. Столбец с 

отрицательной оценкой выбираем в качестве разрешающего, а 

разрешающим элементом выбираем наименьшее отношение между 

свободными членами и соответствующими положительными элементами 

разрешающего столбца. В результате разрешающим элементом будет 

число 1 во второй строке симплексной таблицы при переменной x1. Далее, 

используя алгоритм симплекс – метода, получим новую симплексную табл. 

6, которая определяет третье допустимое решение: 

.7L    ),0 ;0 ;3 ;1 ;3(X
33  

Таблица 6 

Баз. x1 x2 x3 x4 x5 
Cвоб. 
члены  

x3 0 0 1 -1 -1 3 

x1 1 0 0 1 0 3 

x2 0 1 0 0 1 1 

L 0 0 0 1 4 7 
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Выясним, является ли это решение оптимальным. Так как в строке 

линейной формы нет ни одной отрицательной оценки, то третье 

допустимое решение является минимальным. 

.7L    ),0 ;0 ;3 ;1 ;3(X
minmin

 

Замечание. Если в ЗЛП система ограничений представлена в виде 

системы уравнений, но базисные переменные не выделены, то есть ЗЛП 

не приведена к единичному базису, требуется с помощью, например, 

метода Жордана-Гаусса, привести ЗЛП к единичному базису и только 

после этого составлять исходную симплексную таблицу. 

Пример 2. Решить ЗЛП табличным симплексным методом. 

L = -5x1 + x3 →min  

.4,...,2,1j,0x

,1x2x

,3xx2xx

j

42

4321

 

Для использования симплексного метода приведем ЗЛП к 

единичному базису, выразив базисные переменные и целевую функцию 

через свободные переменные и, получив таким образом, первое допустимое 

решение. Для этого воспользуемся методом Жордана-Гаусса. 

Таблица 7 

Базис x1 x2 x3 x4 Свободн. члены 

 1 1  -1 3 

 0 1 0 2 1 

L 5 0 -1 0 0 

  

Выберем в качестве базисной переменной x2. Тогда столбец при этой 

переменной будет разрешающим. Выберем разрешающий элемент как 

наименьшее отношение между элементами столбца свободных членов и 

соответствующими положительными элементами разрешающего столбца. 

Таким элементом будет 1 во второй строке. Для получения новой табл. 8 

разрешающую строку делим на разрешающий элемент, разрешающий 

столбец заполняем нулями, за исключением разрешающего элемента 

(получаем единичный вектор). Остальные элементы новой таблицы 

получаем методом Жордана-Гаусса. Получаем следующую табл. 8.  
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Таблица 8 

Базис x1 x2 x3 x4 Свободн. члены 

 1 0 2 -3 2 

x2 0 1 0 2 1 

L 5 0 -1 0 0 

 

Теперь в качестве базисной переменной выберем x1. Аналогично 

рассуждая, получим следующую табл. 9.  

Таблица 9 

Базис x1 x2 x3 x4 Свободн. члены 

x1 1 0 2 -3 2 

x2 0 1 0 2 1 

L 0 0 -11 15 -10 

 

Получили первое допустимое решение; .10L   ),0 ;0 ;1 ;2(X
11

 С 

помощью симплексного метода проверяем это решение на 

оптимальность, анализируя строку L. Так как в строке L имеется 

положительная оценка, то первое допустимое решение можно 

улучшить, используя алгоритм симплексного метода. В результате 

преобразований получим табл. 10. 

Таблица 10 

Базис x1 x2 x3 x4 Свободн. члены 

x1 1 3/2 2 0 7/2 

x4 0 1/2 0 1 1/2 

L 0 -15/2 -11 0 -30/2 

  

Полученное решение является оптимальным, так как в строке L нет 

положительных оценок. Итак, .2/30L   ),2/1 ;0 ;0 ;2/7(X
minmin  
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7.1. Анализ на чувствительность задачи линейного  
программирования, решенной табличным  

симплекс-методом 

Результирующая симплекс-таблица позволяет получить информа-

цию относительно: оптимального решения ЗЛП; статуса ограничений 

(ресурсов); ценности каждого ресурса; чувствительности оптимального 

решения к изменениям правых частей ограничений (запасов ресурсов), к 

изменениям коэффициентов целевой функции и интенсивности 

потребления ресурсов. 

Сведения, относящиеся к первым трем пунктам, можно получить 

непосредственно из итоговой симплекс-таблицы. Получение информа-

ции, относящейся к четвертому пункту, требует дополнительных 

вычислений. Рассмотрим решенную выше задачу табличным сим-

плексным методом и обратимся к оптимальной симплекс-таблице 

(Пример 1)  

Баз. x1 x2 x3 x4 x5 Cвоб. члены 

x3 0 0 1 -1 -1 3 

x1 1 0 0 1 0 3 

x2 0 1 0 0 1 1 

L 0 0 0 1 4 7 

 

Статус ограничений (ресурсов). Как было отмечено при анализе 

задачи на чувствительность графическим методом, каждое неравенство 

системы ограничений ЗЛП связано с некоторыми ресурсами. Ресурсы 

относились к дефицитным либо к недефицитным – в зависимости от 

того, полное или частичное их использование предусматривает 

оптимальное решение задачи. Дефицитному ресурсу соответствовало 

активное ограничение, а недефицитному ресурсу – неактивное. 

Тип ограничения или статус ресурса можно установить из 

результирующей (оптимальной) симплекс-таблицы, обращая внимание 

на значения неотрицательных вспомогательных переменных x3, x4, x5. 

Положительное значение вспомогательной переменной указывает на 

неполное использование соответствующего ресурса, и ресурс является 

недефицитным, Если же вспомогательная переменная равно нулю, то 

это свидетельствует о полном потреблении ресурса и его дефицитности. 

Применительно к нашей задаче можно привести таблицу, в которой 

отметим статус ограничений и ресурсов. 
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Ограничение  

(ресурс) 

Вспомогательная  

переменная 

Тип  

ограничения 

Статус  

ресурса 

1 x3 = 3 неактивное недефицитное 

2 x4 = 0 активное дефицитное 

3 x5 = 0 активное дефицитное 

  

Ценность ресурса. Информация о ценности ресурса следует из 

уравнения целевой функции из результирующей симплекс-таблицы. 

Значения коэффициентов L-уравнения, стоящих при переменных начального 

базиса x3, x4, x5 соответствуют значениям 
i
 – ценности ресурсов. Строку 

целевой функции L представим в виде L = 7 – (0x1 + 0x2 + 0x3 + x4 + 4x5) и 

данные о ценности ресурсов сведем в таблицу: 

Ресурс Статус ресурса 
Ценность  

ресурса 

Вспомогательные  

переменные 

1 недефицитный 0
1

 x3 = 3 

2 дефицитный 
3

= 1 x4 = 0 

3 дефицитный 4
3

 x5 = 0 

  

Из таблицы видно, какому из дефицитных ресурсов отдать 

предпочтение. В первую очередь следует увеличить ресурс 3 ( 4
3

), а 

потом только ресурс 2 ( 1
2

). Для недефицитного ресурса ценность 

равна нулю ( 0
1

). Такой результат получается всякий раз, когда 

соответствующие вспомогательные переменные имеют положительное 

значение. Недефицитный ресурс увеличивать не стоит, он итак не 

использован полностью и его дальнейшее увеличение приведет еще к 

большей недефицитности. Действительно, из выражения L-строки 

оптимальной симплексной таблицы )x4xx0x0x0(7L
54321

 

следует, что положительное приращение вспомогательной переменной, 

например, x5 приводит к пропорциональному уменьшению функции L, 

причем с коэффициентом пропорциональности равным 4. Однако, из 

ограничения x2 + x5 = 1 следует, что увеличение x5 эквивалентно 

снижению величины ресурса 3. Таким образом, снижение величины 

ресурса 3 пропорциональное уменьшение целевой функции L с 

коэффициентом пропорциональности 4. Следовательно ресурс 3 

требуется увеличивать. 
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7.2. Анализ на чувствительность к правым частям  
ограничений. Максимальное изменение запаса ресурсов  

Предположим, что запас ресурса 1 изменился на 
1
, то есть 

величина ресурса 1 становится равной )7(
1

 единиц. Если ввести это 

изменение в начальную симплексную таблицу и выполнить всю 

последовательность вычислений, то на каждой итерации вычислений 
1
 

будет оказывать влияние только на значения элементов столбца 

свободных членов. Это объясняется тем, что элементы правых частей 

ограничений никогда не используются в качестве разрешающих. Все 

изменения элементов столбца свободных членов определяются 

следующим образом: каждый элемент столбца свободных членов 

представляет собой сумму двух величин: постоянной, соответствующей 

числам, которые фигурируют в оптимальной симплексной таблице до 

введения 
1
 в столбце свободных членов; члена, линейно зависящего от 

1
. Коэффициенты при 

1
 здесь равны коэффициентам при x3 в 

оптимальной симплексной таблице. При анализе изменений правых 

частей второго и третьего ограничений нужно пользоваться 

коэффициентами при переменных x4 и x5 соответственно. Так как 

введение 
1
 сказывается лишь на правой части ограничения, изменение 

запаса ресурса может повлиять только на допустимость решения. 

Поэтому 
1
 не может принимать значений, при которых какая-либо из 

базисных переменных становится отрицательной. Из этого следует, что 

величина 
1
 должна быть ограничена таким интервалом значений, при 

котором выполняется условие неотрицательности правых частей 

ограничений в результирующей симплексной таблице (Пример 1). 

Используя данные оптимальной симплексной таблицы, получим 

следующие соотношения: 

.03x

,0101x

,0303x

13

12

11

 

Для определения допустимого интервала 
1
 рассмотрим два 

случая: а) если 0
1

, то все три соотношения выполняются;  

б) если 0
1

, то из третьего соотношения следует, что 3
1

.  

Объединяя оба случая, получим, что 0
1

. Это означает, что 

любое увеличение правой части первого ограничения на положи-

тельную величину, не приведет к недопустимости решения.  
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Если на 
2
 изменить правую часть второго ограничения, то из 

результирующей симплекс-таблицы следует: 

.3x

,0101x

,03x

23

22

21

  

Тогда, если 0
2

, то первое неравенство выполняется для всех 

0
2

, третье неравенство – при 3
2

. Если 0
2

, тогда первое 

неравенство справедливо при 3
2

. Объединяя результаты, 

полученные для обоих случаев, можно сделать вывод, что при 

33
2

 решение системы ограничений всегда будет допустимым. 

Любое изменение 
2
, выходящее за пределы указанного интервала, то 

есть уменьшение правой части второго ограничения более чем на 3 

единицы или увеличение более чем на 3 единицы, приведет к 

недопустимости решения и новой совокупности базисных переменных. 

Аналогичные рассуждения проводятся относительно правой части 

третьего ограничения. Здесь получается, что 33
3

. 

7.3. Анализ на чувствительность оптимального  
решения к вариации коэффициентов целевой функции 

Уравнение целевой функции при решении ЗЛП симплексным 

методом не используется в качестве разрешающего уравнения, поэтому 

любые изменения коэффициентов целевой функции окажут влияние 

только на L – уравнение результирующей симплексной таблицы. Это 

означает, что такие изменения могут сделать полученное решение 

неоптимальным. Требуется найти такие интервалы изменений 

коэффициентов целевой функции, при которых оптимальные значения 

переменных остаются неизменными. Эту информацию можно получить 

из данных, содержащихся в оптимальной симплекс-таблице (Пример 1). 

Баз. x1 x2 x3 x4 x5 
Cвоб. 

члены  

x3 0 0 1 -1 -1 3 

x1 1 0 0 1 0 3 

x2 0 1 0 0 1 1 

L 0 0 0 1 4 7 
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Предположим, что коэффициент при x1 в целевой функции L 

изменился на величину 
1
 и стал равным 

1
1 , где 1  может быть как 

положительным, так и отрицательным числом. Тогда целевая функция 

примет вид: 
211

x4x)1(L . Если составить начальную симплексную 

таблицу, в которую внести строку L с измененным коэффициентом при x1, 

а затем выполнить все вычисления, необходимые для получения 

оптимальной симплексной таблицы, то L-строка этой новой оптимальной 

таблицы будет отличаться от L-строки оптимальной таблицы до введения 

1
, только наличием членов, содержащих 

1
. Причем, коэффициенты при 

1
равны коэффициентам при соответствующих переменных в x1 – строке 

симплекс-таблицы для полученного ранее оптимального решения (x1 – 

строка имеет вид: x1 + x4 = 3).  

Замечание. Рассматривается x1 – строка потому что коэффициент 

при этой переменной в выражении целевой функции изменялся на 

величину 
1
. 

Итак, L-строка измененной оптимальной симплекс-таблицы будет 

иметь вид: .7x)04(x)11(L
5141

 Так как решаем задачу на 

максимум, то коэффициенты при x4 и x5 (оценки) должны 

удовлетворять условию неотрицательности, то есть 01
1

 или 

1
1

. Итак, 
1

1 . Это значит, при уменьшении коэффициента 

целевой функции при переменной x1 до значения равного (1 – 1) = 0 или 

при его увеличении до , оптимальные значения переменных 

остаются неизменными. Таким образом, коэффициент при x1 можно 

изменять от 0 до . 

Если изменить коэффициент при переменной x2 в целевой функции 

на величину 
2
, то она примет вид: 

221
x)4(xL . Аналогично 

рассуждая, можно получить L – строку измененной оптимальной 

симплексной таблицы: 7x)4(x)01(L
5242

. Тогда 04
.2

 

или 4
.2

. 

Итак, 
2

4 . Следовательно, коэффициент при x2 

изменяется от 0 до . 
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8. ДВОЙСТВЕННЫЙ СИМПЛЕКС-МЕТОД 

Двойственный симплекс-метод заключается в построении опти-

мального недопустимого плана с последующим преобразованием его в 

допустимый, не нарушая оптимальности. 

Алгоритм двойственного симплекс-метода 

1) выбирают разрешающую строку по наибольшему по абсолютной 
величине отрицательному элементу столбца свободных членов; 

2) выбирают разрешающий столбец по наименьшему по абсолют-
ной величине отношению элементов L строки к отрицательным элемен-
там разрешающей строки; 

3) пересчитывают симплексную таблицу по правилам обычного 
симплекс-метода; 

4) решение проверяют на оптимальность. Признаком получения 
допустимого оптимального решения является отсутствие в столбце сво-
бодных членов отрицательных элементов. 

Замечания 
1. Если в разрешающей строке нет ни одного отрицательного эле-

мента, задача неразрешима. 
2. Если ограничения задачи заданы неравенствами типа «≥», двой-

ственный симплекс-метод позволяет избавиться от необходимости вве-
дения искусственных переменных. 

Пример. Решить задачу, используя алгоритм двойственного сим-
плекс-метода 

L = x1 + 4x2 → min 

.0x,x,x

,1x2x4x

,2xx2x

,12x2xx5

,20x4x3x2

321

321

321

321

321

 

Составляем исходную симплексную таблицу. 

Баз. x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 Св. 

x4 -2 -3 -4
  

1 0 0 0 -20 

x5 -5 1 -2 0 1 0 0 -12 

x6 1 2 -1 0 0 1 0 2 

x7 -1 4 -2 0 0 0 1 1 

L -1 -4 -1 0 0 0 0 0 
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Отсутствие в L строке положительных оценок свидетельствует об 

оптимальности исходного решения, а наличие в столбце свободных 

членов отрицательных элементов – о его недопустимости. Согласно 

алгоритму двойственного симплекс-метода выбираем разрешающую 

строку по наибольшему по абсолютной величине отрицательному эле-

менту столбца свободных элементов. В нашем примере разрешающая 

строка – первая. Разрешающий столбец выбирается в соответствии с 

правилом, изложенным в пункте 2 схемы алгоритма. Разрешающий 

элемент равен (-4). После пересчета получаем следующую таблицу 

Баз. х1 х2 х3 х4 х5 х6 х7 Св. 

х3 2
1  

4
3  1 

4
1  0 0 0 5 

х5 -4
  2

5  0 
2

1  1 0 0 -2 

х6 2
3  

4
11  0 4

1  0 1 0 7 

х7 0 2
11  0 2

1  0 0 1 11 

L 
2

1  
4

13  0 
4

1  0 0 0 5 

 

Аналогично рассуждая, получим еще одну таблицу 

Баз. х1 х2 х3 х4 х5 х6 х7 Св. 

х3 0 
16

17  1 
16

5  
8

1  0 0 
4

19  

х1 1 
8

5  0 
8

1  
4

1  0 0 
2

1  

х6 0 16
59  0 16

7  
8

3  1 0 4
25  

х7 0 2
11  0 2

1  0 0 1 11 

L 0 
16

57  0 
16

3  
8

1  0 0 
4

21  
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Отсутствие в столбце свободных членов отрицательных элементов 

свидетельствует о том, что получено оптимальное решение 

4
21minL , )11;

4
25;0;

4
19;0;

2
1min(X . 

Замечание. Если решение ЗЛП и недопустимо и неоптимально, то 

сначала получаем допустимое решение, используя алгоритм двойствен-

ного симплекс-метода, а затем по правилам обычного симплекс-метода 

получаем оптимальное решение. 

Пример.  

L = 5x1 – x2 – x3 → max 

.0x,x,x

,4xx

,8x3xx

,1xx

,9x2x

321

31

321

21

32

 или 

.0x

,4xxx

,8xx3xx

,1xxx

,9xx2x

j

731

6321

521

432

 

Составляем исходную симплекс-таблицу 

Баз. x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 Св. 

x4 0 -1
 -2 1 0 0 0 -9 

x5 1 -1 0 0 1 0 0 -1 

x6 -1 -1 3 0 0 1 0 -8 

x7 1 0 -1 0 0 0 1 4 

L -5 1 4 0 0 0 0 0 

 

Решение недопустимо, так как в столбце свободных членов есть 

отрицательные элементы и неоптимально, так как в строке L есть отри-

цательная оценка (-5). Получаем сначала допустимое решение, исполь-

зуя алгоритм двойственного симплекс-метода. После пересчета получа-

ем следующую симплексную таблицу 

Баз. x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 Св. 

x2 0 1 2 -1 0 0 0 9 

x5 1 0 2 -1 1 0 0 8 

x6 -1 0 5 -1 0 1 0 1 

x7 -1
 0 -1 0 0 0 1 4 

L -5 0 2 1 0 0 0 -9 
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В столбце свободных членов нет отрицательных элементов, но в 

строке L есть отрицательная оценка (-5), значит решение допустимо, 

неоптимально. 

Используем обычный симплекс-метод и получаем следующие таб-

лицы 

Баз. x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 Св. 

x2 0 1 2 -1 0 0 0 9 

х5 0 0 3 -1 1 0 -1 4 

х6 0 0 4
 -1 0 1 1 5 

x1 1 0 -1 0 0 0 1 4 

L 0 0 -3 1 0 0 5 11 

 

Баз. x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7 Св. 

x2 0 1 0 
2

1  0 
2

1  
2

1  
2

13  

x5 1 0 0 
4

1  1 
4

3  
4

7  
4

1  

x6 0 0 1 
4

1  0 
4

1  
4

1  
4

5  

x1 0 0 0 
4

1  0 
4

1  
4

5  
4

21  

L 0 0 0 4
1  0 4

3  
4

23  
4

59  

 

Отсутствие в строке L отрицательных оценок свидетельствует о 

том, что получено оптимальное решение. 

4
59maxL , )0;0;

4
1;0;

4
5;

2
13;

4
21max(X . 
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9. ДВОЙСТВЕННЫЕ ЗАДАЧИ  
ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

9.1. Симметричные двойственные задачи 

Каждой ЗЛП можно поставить в соответствие задачу, называемую 

двойственной к исходной задаче.  

Рассмотрим задачу об использовании ресурсов. Предположим, что 

предприятие А производит n видов продукции, величина выпуска кото-

рых определяется переменными x1, x2,…,xn. В производстве использу-

ются m различных видов ресурсов, объем которых ограничен величи-

нами b1, b2,…bn. Известны нормы затрат каждого ресурса на единицу 

каждого вида продукции, образующие матрицу  

mn2m1m

n22221

n11211

a...aa

............

a...aa

a...aa

, 

а также стоимость единицы продукции каждого вида c1, c2,…cn. 

Требуется организовать производство так, чтобы предприятию А была 

обеспечена максимальная прибыль. Задача сводится к нахождению 

неотрицательных переменных x1, x2,…,xn, при которых расход ресурсов 

не превышает заданного их количества, а стоимость всей продукции 

достигнет максимума. В математической форме задача записывается 

следующем виде: 

L = c1x1 + c2x2 +…+cnxn → max (32) 

при условиях 

.n,...,2,1j,0x

,bxa...xaxa

..............................................

,bxa...xaxa

,bxa...xaxa

j

mnmn22m11m

2nn2222121

1nn1212111

 (33) 

По этим же исходным данным может быть сформулирована другая 

задача. Предположим, что предприятие В решило закупить все ресурсы, 

которыми располагает предприятие А. В этом случае предприятию В 

необходимо установить оптимальные цены на эти ресурсы, исходя из 

следующих условий: 

– общая стоимость ресурсов для предприятия В должна быть ми-

нимальной; 
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– за каждый вид ресурса предприятию А надо уплатить не менее 

той суммы, которую это предприятие может получить при переработке 

данного вида ресурса в готовую продукцию. 

Если обозначить через y1, y2,…,yn цены, по которым предприятие В 

покупает ресурсы у предприятия А, то задача сводится к следующему: 

найти такие значения переменных y1, y2,…,ym, при которых стоимость 

ресурсов, расходуемых на единицу любого вида продукции не меньше 

прибыли (цены) за эту единицу продукции, а общая стоимость ресурсов 

достигает минимума. В математической форме задача записывается в 

виде:  

min,yb...ybybL
mm2211

 (34) 

при условии 

.m,...,2,1i,0y

,cya...yaya

..................................................

,cya...yaya

,cya...yaya

i

nmmn2n21n1

2m2m222112

1m1m221111

 (35) 

Задачи (32) – (33) и (34) – (35) образуют пару взаимодвойственных 

задач, любая из которых может рассматриваться как исходная. Решение 

одной задачи дает оптимальный план производства продукции., реше-

ние другой – оптимальную систему оценок сырья, используемого для 

производства этой продукции. 

Двойственные задачи линейного программирования называют 

симметричными, если они удовлетворяют следующим свойствам: 

– число переменных одной задачи равно числу ограничений другой 

задачи; 

– в одной задаче ищется максимум целевой функции, в другой – 

минимум; 

– коэффициенты при переменных в целевой функции одной задачи 

являются свободными членами системы ограничений другой задачи; 

– в каждой задаче система ограничений задается в виде неравенств, 

причем, в задаче на отыскание максимум, все неравенства вида «≤», а в 

задаче на отыскание минимума, все неравенства вида «≥»; 

– матрица коэффициентов системы ограничений получается одна 

из другой путем транспонирования; 

– условия неотрицательности переменных сохраняются в обеих за-

дачах. 

Пример. По исходной задаче требуется построить двойственную. 

Исходная задача: L = 10x1 + 6x2 – 4x3 →min 
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.3,2,1j,0x

,3x5x2x2

,2xx9x3

j

321

321

 

Приведем все неравенства системы ограничений исходной задачи к 

одному знаку:  

.3,2,1j,0x

,3x5x2x2

2xx9x3

j

321

321

 

Двойственная задача. max,y3y2L
21

 

.0y,0y

,4y5y

,6y2y9

,10y2y3

21

21

21

21

 

Замечание. В линейном программировании кроме симметричных 

двойственных пар существуют несимметричные двойственные пары. 

Эти задачи отличаются от симметричной пары двумя особенностями: 

– ограничения задачи выражены уравнениями вместо неравенств; 

– в двойственной задаче отсутствуют условия неотрицательности 

переменных .m,...,1i,y
i

   

9.2. Решение симметричных двойственных задач 

Первая теорема двойственности. Если одна из двойственных 
задач имеет оптимальное решение, то оптимальное решение имеет и 
другая задача, при этом значения целевых функций задач равны между 
собой. Если целевая функция одной из задач не ограничена, то другая 
задача вообще не имеет решения. 

Метод одновременного решения пары двойственных задач. 
Двойственную пару задач (32) – (33) и (34) – (35) приведем к канониче-
скому виду.  

Исходная задача: L = c1x1 + c2x2 +…+ cnxn →min 

 

.mn,...,2,1j,0x

,bxxa...xaxa

..........................................................

,bxxa...xaxa

,bxxa...xaxa

j

mmnnmn22m11m

22nnn2222121

11nnn1212111
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Двойственная задача: min,yb...ybybL
mm2211

 

.nm,...,2,1i,0y

,cyya...yaya

.............................................................

,cyya...yaya

,cyya...yaya

i

nnmmmn2n21n1

22mm2m222112

11mm1m221111

 

Число переменных в задачах одинаково и равно m + n. В исходной 

задаче базисными переменными являются вспомогательные 

неотрицательные переменные xn+1, xn+2,…,xn+m, а в двойственной задаче – 

вспомогательные неотрицательные переменные ym+1. ym+2,…, ym+n. Можно 

показать, что базисным переменным одной задачи соответствуют 

свободные переменные другой задачи, и наоборот, то есть:  

x x x1

m+1 m+2 m+n

2 n

y y y  y y y1

n+1n+1 n+2n+2 n+m

2 m

x x xx xx x xx x

 

Установив соответствие между переменными пары двойственных 

задач, и решив одну из них табличным симплексным методом, можно 

получить решение другой задачи. Значения базисных переменных 

исходной задачи определяются L  строкой оптимальной симплексной 

таблицы двойственной задачи, и, наоборот, значения базисных 

переменных двойственной задачи определяются L  строкой 

оптимальной симплексной таблицы исходной задачи. 

Пример 1. Найти решение пары двойственных задач. 

Исходная задача:  Двойственная задача: 

L = 4x1 + 6x2 → max min,y3y2yL
321

 

.0x,0x

,3x2x

,2xx3

,1x5x2

21

21

21

21

 

.0y,0y,0y

,6y2yy5

,0yy3y2

321

321

321

 

Решив исходную задачу табличным симплексным методом и 

учитывая соответствие между базисными и свободными переменными, 

получим оптимальное решение исходной и двойственной задач. 

Баз. x1 x2 x3 x4 x5 
Cвоб. 
члены 

x2 2 5 1 0 0 1 

x4 3 1 0 1 0 2 
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x5 -1 2 0 0 1 3 

L -4 -6 0 0 0 0 
 

Баз. x1 x2 x3 x4 x5 
Cвоб. 
члены 

x1 1 2,5 0,5 0 0 0,5 

x4 0 -6,5 -1,5 1 0 0,5 

x5 0 4,5 0,5 0 1 3,5 

L 0 4 2 0 0 2 
 

Решение исходной задачи: )5,3 ;5,0 ;0 ;0 ;5,0(X
max

. 

Решение двойственной задачи: )4 ;0 ;0 ;0 ;2(Y
min

. 

.2LL
minmax

 

Пример 2. Для исходной задачи составить двойственную и найти 

решение пары двойственных задач. 

L = 3x1 – x2 + x3 + 9 → max  

.5,...,1j,0x

,3xxx4x2

,15xxx4x

,6xxxx3x4

j

4321

5321

54321

  

Приведем данную задачу линейного программирования к виду, 

допускающему применение симплексного метода. Для этого, используя 

метод Жордана-Гаусса, приведем ЗЛП к единичному базису. 

Баз. x1 x2 x3 x4 x5 
Cвоб.  
члены 

 4 -3 -1 1 1 6 

 1 4 1 0 1 15 

 2 -4 -1 -1 0 -3 

L -3 1 -1 0 0 9 
 

Баз. х1 х2 х3 х4 х5 
Cвоб. 
члены  

х5 4 -3 -1 1 1 6 

 3 -7 -2 1 0 -9 

 2 -4 -1 1 0 -3 

L -3 1 -1 0 0 9 
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Баз. x1 x2 x3 x4 x5 
Cвоб. 

члены 

x5 1 4 1 0 1 15 

x4 3 -7 -2 1 0 -9 

 -1 3 1 0 0 6 

L -3 1 -1 0 0 9 

Баз. x1 x2 x3 x4 x5 
Cвоб. 

члены 

x5 2 1 0 0 1 9 

x4 1 -1 0 1 0 3 

x3 -1 3 1 0 0 6 

L -4 4 0 0 0 15 

 

После преобразований методом Жордана-Гаусса ЗЛП можно 

записать в виде: L = 4x1 – 4x2 + 15 → max  

.5,...,1j,0x

,6xx3x

,3xxx

,9xxx2

j

321

421

521

  

или  

L = 4x1 – 4x2 + 15 → max  

.0x,0x

,6x3x

,3xx

,9xx2

21

21

21

21

  

Для данной исходной задачи линейного программирования двой-

ственная будет иметь вид: 

min,15y6y3y9L
321

  

.0y,0y,0y

,2y3yy

,1yyy2

321

321

321
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Установим связь между переменными прямой и двойственной 

задачами  

х

y y

х1

4 5

2

 

х

yy y

х х4

21 3

3 5

 

Решим исходную задачу линейного программирования табличным 

симплексным методом и найдем решение обеих задач. Результирующая 

таблица Жордана-Гаусса совпадает с исходной симплексной таблицей, 

определяющей первое допустимое решение .15L   ),9 ;3 ;6 ;0 ;0(X
11

 

Это решение не является оптимальным, поскольку в строке L имеется 

отрицательная оценка. Используя алгоритм симплексного метода, 

улучшим данное решение. 

Баз. x1 x2 x3 x4 x5 
Cвоб. 

члены 

x5 2 1 0 0 1 9 

x4 1 -1 0 1 0 3 

x3 -1 3 1 0 0 6 

L -4 4 0 0 0 15 

 

Баз. x1 x2 x3 x4 x5 
Cвоб. 

члены 

x5 0 1 0 -2 1 3 

x1 1 -1 0 1 0 3 

x3 0 2 1 1 0 9 

L 0 0 0 4 0 27 

 

Результирующая симплексная таблица определяет оптимальное 

решение, так как в строке L нет отрицательных оценок. Итак, 

.27L   ),3 ;0 ;9 ;0 ;3(X
maxmax  Используя соответствие между 

переменными прямой и двойственной задачами, найдем решение 

двойственной задачи .27L    ),0 ;0 ;0 ;4 ;0(Y
minmin  

Пример 3.  
Для исходной задачи составить двойственную. Решить обе задачи 

симплексным методом или двойственным симплексным методом и по 
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решению каждой из них найти решение другой. Одну из задач решить 

графическим методом. 

L = x1 + x2 → min 

.0x,0x

,6x2x

,4xx

,8xx

21

21

21

21

 

В случае нахождения минимума целевой функции система 

ограничений должна иметь знак «≥». Исходная ЗЛП примет вид: 

L = x1 + x2 → min 

.0x,0x

,6x2x

,4xx

,8xx

21

21

21

21

 

Соответствующая ей двойственная задача запишется в виде: 

max,y6y4y8L
321

 

.3,2,1i,0y

,1y2yy

,1yyy

i

321

321

 

Исходную ЗЛП решим двойственным симплексным методом и 

графическим методом, а двойственную ЗЛП решим табличным 

симплексным методом и сравним решения. 

Для решения исходной задачи двойственным симплексным 

методом  

приведем ее к виду: L – x1 – x2 = 0 

.5,...,1j,0x

,6xx2x

,4xxx

,8xxx

j

521

421

321

 

Используя алгоритм двойственного симплексного метода, найдем 

решение исходной ЗЛП. 



 61 

Баз. x1 x2 x3 x4 x5 
Cвоб. 

члены 

x3 1 1 1 0 0 8 

x4 -1 1 0 1 0 -4 

x5 -1 -2 0 0 1 -6 

L -1 -1 0 0 0 0 

 

Баз. x1 x2 x3 x4 x5 
Cвоб. 

члены 

x3 1/2 0 1 0 1/2 5 

x4 -3/2 0 0 1 1/2 -7 

x2 1/2 1 0 0 -1/2 3 

L -1/2 0 0 0 -1/2 3 

 

Баз. x1 x2 x3 x4 x5 
Cвоб. 

члены 

x3 0 0 1 1/3 2/3 8/3 

x1 1 0 0 -2/3 -1/3 14/3 

x2 0 1 0 1/3 -1/3 2/3 

L 0 0 0 -1/3 -2/3 16/3 

 

Результирующая таблица определяет допустимое оптимальное 

решение исходной ЗЛП: .3/16L),0;0;3/8;3/2;3/14(X
minmin

  

Решение двойственной задачи получим из строки L 

результирующей таблицы с учетом соответствия между переменными 

исходной и двойственной задач: .3/16L),0;0;3/2;3/1;0(Y
maxmax  

Для решения двойственной ЗЛП табличным симплексным методом, 

приведем ее к виду: ,0y6y4y8L
321  

.5,...,1i,0y

,1yy2yy

,1yyyy

i

5321

4321

  

Используя алгоритм табличного симплексного метода, получим 

решение двойственной задачи. 
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Баз. y1 y2 y3 y4 y5 
Cвоб. 
члены 

y4 -1 1 1 1 0 1 

y5 -1 -1 2 0 1 1 

L  8 -4 -6 0 0 0 

 

Баз. y1 y2 y3 y4 y5 
Cвоб. 
члены 

y2 -1 1 1 1 0 1 

y5 -2 0 3 1 1 2 

L  4 0 -2 4 0 4 

 

Баз. y1 y2 y3 y4 y5 
Cвоб. 
члены 

y2 -1/3 1 0 2/3 -1/3 1/3 

y3 -2/3 0 1 1/3 1/3 2/3 

L  8/3 0 0 14/3 2/3 16/3 

 

Получили оптимальное решение двойственной ЗЛП: 

.3/16L   ),0 ;0 ;3/2 ;3/1 ;0(Y
maxmax

 Из последней симплексной 

таблицы из строки L  получим решение исходной ЗЛП: 

.3/16L    ),0 ;0 ;3/8 ;3/2 ;3/14(X
minmin

 

Исходную ЗЛП решим графическим методом. 

 

O 1x

2x

L 

A 
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Найдем координаты точки Amin, решив систему уравнений 

.6x2x

,4xx

21

21
  

Итак, Amin = (14/3; 2/3), L = 16/3. 
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10. ТРАНСПОРТНАЯ ЗАДАЧА 

Транспортная задача является частным случаем задачи линейного 

программирования и может быть решена симплекс-методом. Однако, в 

силу особенностей этой задачи, она решается с помощью так называе-

мого распределительного метода и его модификаций. 

Общая постановка транспортной задачи состоит в определении оп-

тимального плана перевозок некоторого однородного груза из m пунк-

тов отправления А1, А2,…, Аm в n пунктов назначения B1, B2,…,Bn. При 

этом в качестве критерия оптимальности берется либо минимальная 

стоимость перевозок всего груза, либо минимальное время его доставки. 

Рассмотрим транспортную задачу, в которой в качестве критерия 

оптимальности берется минимальная стоимость перевозок всего груза. 

Обозначим через сij тарифы или стоимости перевозки единицы груза из 

i-го пункта отправления в j-й пункт назначения, через ai – запасы груза в 

i-м пункте отправления, через bj – потребности в грузе j-ым пунктом 

назначения, через xij – количество единиц груза, перевозимого из i-го 

пункта отправления в j-й пункт назначения (перевозки). Тогда матема-

тическая модель транспортной задачи сводится к минимизации целевой 

функции, выражающей суммарные затраты на перевозку всего груза 

m

1i

n

1j

ijij
minxcL  (36) 

при ограничениях 

0x

m,..,2,1i,ax

n,..,2,1j,bx

ij

n

1j

iij

m

1i

jij

 (37) 

Определение. Всякое неотрицательное решение системы ограни-

чений транспортной задачи, определяемое матрицей, 

mn2m1m

n22221

n11211

nmij

x...xx

.................

x...xx

x...xx

)x(X , 

называют допустимым решением (или планом) транспортной задачи. 
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Определение. План, 
nmij

)x(X , при котором целевая функция 

принимает минимальное значение, называется оптимальным. 

Тарифы или стоимости перевозок единицы груза сij также задаются 

матрицей, которая называется матрицей транспортных издержек или 

матрицей стоимостей 

mn2m1m

n22221

n11211

nmij

c...cc

.................

c...cc

c...cc

)c(C  

Обычно исходные данные транспортной задачи записывают в виде 

табл. 11. 

Таблица 11 

Bj 

Ai 
B1 B2 … Bn Запасы 

A1 
c11 

x11 

c12 

x12  
… 

c1n 

x1n 
a1 

A2 
c21 

x21 

c22 

x22 
… 

c2n 

x2n 
a2 

… … … … … … 

Am 
cm1 

xm1 

cm2 

xm2 
… 

cmn 

xmn 
am 

Потреб-

ности 
b1 b2 … bn ji

ba  

 

Необходимое и достаточное условие разрешимости  

транспортной задачи 

Для разрешимости транспортной задачи необходимо и достаточно, 

чтобы запасы груза в пунктах отправления были равны потребностям в 

грузе в пунктах назначения, то есть, чтобы выполнилось равенство (ба-

лансовые условия). 

m

1i

n

1j

ji
ba  (38) 
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При выполнении условия (38) модель транспортной задачи называ-

ется закрытой. Если условие (38) не выполняется, то есть 
m

1i

n

1j

ji
ba , 

то модель транспортной задачи называется открытой. 

В случае открытой транспортной задачи выполнение условия (38) 

достигается введением фиктивного поставщика или фиктивного потре-

бителя с соответствующими тарифами равными нулю. 

Любое решение транспортной задачи представляет собой распре-

деление перевозок xij в транспортной таблице. Оптимальному решению 

транспортной задачи соответствует оптимальное распределение перево-

зок. Перераспределение перевозок в транспортной таблице осуществля-

ется до тех пор, пока не будет найдено оптимальное распределение пе-

ревозок. 

10.1. Определение исходного допустимого решения 

Первоначальное распределение перевозок xij соответствует перво-

му допустимому решению. Существуют различные методы получения 

первого допустимого решения. 

1. Метод «северо-западного угла» 

Метод заключается в том, что заполнение клеток таблицы начина-

ют с левой верхней клетки (северо-западная часть таблицы) для пере-

возки x11 и продолжают вниз и вправо, заканчивая клеткой для перевоз-

ки xmn. При этом способе распределения на тарифы cij не обращают 

внимания. 

2. Метод «наименьшей стоимости» 

Метод заключается в том, что заполнение клеток таблицы начина-

ют с клетки, имеющей наименьшую стоимость перевозки. Если таких 

клеток несколько, то следует выбрать любую из них. 

Пример. Разрешить перевозки методом «наименьшей стоимости». 

35,40,25:B

20,30,50:A
 

253

241

532

C  

В данной задаче клетка (2,1) имеет наименьшую стоимость перево-

зок с21 = 1. Распределение перевозок начнем с нее, то есть в эту клетку 

поместим перевозку х21 = 25. Затем выбираем следующую клетку с наи-

меньшей стоимостью. Таких клеток две – (2,3) и (3,3). В них стоимости 

перевозок одинаковые с23 = 2 и с33 = 2. Выбираем любую из них. На-

пример, (2,3) и поместим в нее перевозку х23 = 5, поскольку на складе А2 

осталось только 5 единиц груза. (Клетку (1,1) со стоимостью с11 = 2 не 

берем, так как потребности потребителя B1 полностью удовлетворены). 
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Следующая клетка (3,3). В нее помещаем перевозку x33 = 20, так как 

потребителю B3 не хватает 20 единиц груза и на складе A3 имеется 

20 единиц груза. Берем клетку (1,2) со стоимостью c12 = 3 и помещаем в 

нее перевозку x12 = 40. Проверяем балансовые условия. Потребители B1 

и B2 полностью удовлетворили свои потребности, а потребителю B3 не 

хватает 10 единиц груза. Груз остался только на складе A1 в нужном 

количестве, поэтому в клетку (1,3) помещаем x13 = 10. После заполнения 

транспортной таблицы следует обязательно проверить количество сво-

бодных (базисных) и пустых (свободных) клеток. 

Замечание. Число заполненных клеток равно m + n – 1, а пустых 

клеток – m × n – (m + n – 1), где m – количество пунктов отправления, 

n – количество пунктов назначения. 

B 

A 
B1 B2 B3 Запасы 

A1 
2 3 5 

50 
 40 10 

A2 
1 4 2 

30 
25  5 

A3 
3 5 2 

20 
  20 

Потребности 25 40 35  

 

Если число заполненных клеток равно m + n – 1, то план является 

невырожденным. Если число заполненных клеток меньше этого значе-

ния, то план (решение) называется вырожденным. В случае вырожден-

ности плана условно считают одну (или несколько) из пустых клеток 

занятой, записывая в нее нулевую перевозку так, чтобы число занятых 

клеток стало равным m + n – 1. 

10.2. Перераспределение перевозок. Цикл пересчета 

Перераспределение перевозок транспортной таблицы с целью 

улучшения решения происходит по циклу. 

Определение. Циклом пересчета в транспортной таблице называют 

несколько клеток, соединенных замкнутой ломаной линией, которая в 

каждой клетке совершает поворот на 90
0
. 

Свойства цикла пересчета. 

1) каждый цикл имеет четное число вершин; 

2) одна вершина цикла находится в свободной (пустой) клетке (для 

которой образуется цикл), остальные клетки базисные (заполненные); 
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3) если ломанная линия, образующая цикл, пересекается, то точка 

самопересечения не является вершиной цикла; 

4) для каждой свободной клетки можно построить цикл пересчета и 

притом единственный. 

После того как для выбранной свободной клетки построен цикл, 

следует перейти к новому допустимому решению. Для этого необходимо 

переместить перевозки xij в пределах клеток, связанных циклом. Это 

перемещение перевозок производят по следующим правилам: 

– каждой из клеток, связанных циклом со свободной клеткой, 

приписывают определенный знак, причем свободной клетке – знак «+», 

а всем остальным клеткам – поочередно знаки «–» и «+»; 

– в свободную клетку перемещают меньшую из перевозок xij, 

находящихся в клетках со знаком «–», чтобы не нарушить условие не 

отрицательности перевозок xij. Одновременно это же число перевозок 

прибавляют к перевозкам, находящихся в клетках со знаком «+» и 

вычитают из клеток со знаком «–». В результате свободная клетка 

становится занятой (базисной), а клетка, в которой находилась меньшая 

перевозка xij стала свободной. 

Замечания. 

1) все описанные действия производятся над клетками, связанными 

циклом; 

2) при переносе перевозок по циклу балансовые условия не 

нарушаются; 

3) при переносе перевозки по циклу пересчета число занятых 

клеток остается неизменным, равным m + n – 1; 

4)если в клетках со знаком «–» имеется две или более одинаковые 

перевозки xij, то освобождают одну из клеток, содержащих эту 

перевозку, а остальные оставляют занятыми нулевыми перевозками. 

10.3. Распределительный метод нахождения  
оптимального решения транспортной задачи 

Распределительный метод заключается в нахождении оценок 

циклов пересчета для всех свободных клеток транспортной таблицы. 

Если оценка цикла отрицательна, то решение задачи можно улучшить 

путем переноса перевозки xij по циклу. Если оценки для всех циклов 

неотрицательны, то решение оптимально. 

Определение. Оценкой цикла будем называть разность между 

суммой тарифов клеток со знаком «+» и суммой тарифов клеток со 

знаком «–» и обозначать 
ij

. 

Пример. Решить ТЗ распределительным методом 
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Таблица 12 

 B 

A 
B1 B2 B3 Запасы 

 2  3   1   

A1 - 30 + 30 -  + 60 

         

A2 
4  2   5 -  

+  - 10 + 20 30 

Потребности 30 40 20  
 

Таблица 13 

 B 

A 
B1 B2 B3 Запасы 

 2  3   1   

A1 - 30 + 10 +  20 60 

       -  

A2 
4  2   5   

+  - 30 - + 30 

Потребности 30 40 20  

 

В табл. 12 построим для свободных клеток (1,3) и (2,2) циклы 

пересчета и найдем их оценки: 

.03)22()34(

,05)53()21(

22

13
 

Так как оценка 
13

отрицательна, решение, заданное табл. 12 не 

является оптимальным и его можно улучшить, перемещая перевозку 
ij

 

по циклу. Такой перевозкой будет меньшая, стоящая в клетках со 

знаком «–», то есть x23 = 20. В результате перемещения перевозки по 

циклу получим новое допустимое решение, представляемое табл. 13. 

Проверим это решение на оптимальность, построив циклы пересчета 

для свободных клеток (2,1) и (2,3) и их оценки. 
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.05)21()35(

,03)22()34(

23

21
 

Так как оценки циклов, построенных для всех свободных клеток 

положительны (или равны нулю), то полученное допустимое решение – 

оптимально. 

150minL

)0,30,0,20,10,30(minX
 

10.4. Метод потенциалов нахождения  
оптимального решения транспортной задачи 

Предположим, что каждый пункт отправления A1 вносит за 

перевозку единицы груза какую-то сумму 
i
, а каждый пункт 

назначения вносит сумму 
j
. Эти платежи передаются некоторому 

третьему лицу, например, перевозчику. Величины 
i
 и 

j
 свяжем 

равенствами 
ijji

c , где cij – тарифы для базисных клеток. Можно 

доказать, что совокупность уравнений 
ijji

c , составленных для 

всех базисных переменных, представляют совместную систему 

линейных уравнений, причем одну из переменных можно задавать 

произвольно и тогда остальные переменные из системы уравнений 

находятся однозначно. 

Обозначим через 
ijji

c~ , где 
ij

c~  назовем псевдостоимостями 

или косвенными стоимостями (тарифами). Псевдостоимости находятся 

для всех свободных клеток. 

Замечание. Платежи 
i
 и 

j
 не обязательно должны быть 

положительны, поскольку не исключено, что «перевозчик» сам платит 

тому или иному пункту какую-то премию за перевозку. 

Теорема «о платежах». 

Для заданной совокупности платежей 
i
 и 

j
 суммарная 

псевдостоимость перевозок при любом допустимом плане сохраняет 

одно и тоже значение 

.constcxc~L
~ m

1i

n

1j

ijij
 

В этой формуле с зависит только от совокупности платежей и не 

зависит от того, каким именно допустимым планом пользуемся. 
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Теорема оптимальности. 

Если для всех базисных клеток 
ijijji

c~c , а для всех 

свободных клеток 
ijijji

cc~ , то допустимый план является 

оптимальным и никаким способом улучшен быть не может. 

План, обладающий таким свойством, называется потенциальным, а 

соответствующие ему платежи 
i
 и 

j
 – потенциальными. 

Оценка цикла 
ijijij

c~c . Если для всех свободных клеток 
ij

 

неотрицательны, то решение оптимально. 

Пример. Решить ТЗ методом потенциалов. 

Таблица 14 

 B 

A 
B1 B2 B3 Запасы 

 2  3   1   

  30  30   60 

    -   +  

A2 
4  2 +  5 -  

   10 20 30 

Потребности 30 40 20  
 

Таблица 15 

B 

A 
B1 B2 B3 Запасы 

A1 
2  3  1   

 30  10  20 60 

A2 
4  2  5   

   30   30 

Потребности 30 40 20  

 

Табл. 14 задает исходное допустимое решение. Перейдем к по-

строению новых допустимых решений улучшающих друг друга мето-

дом потенциалов. 
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Определим платежи 
i
 и 

j
, решив систему уравнений. 

.5c

,2c

,3c

,2c

2332

2222

2221

11111

 

Значение одного из неизвестных зададим произвольно, например, 

0
1

, тогда 2
1

, 3
2

, 1
2

, 6
6

. Зная платежи 
i
 и 

j
, 

найдем псевдостоимости 
ij

c~  для свободных клеток 

.1c~
,6c~

1221

3113
 

Согласно теореме об оптимальности решения 
1313

cc~  и, 

следовательно, исходное решение не является оптимальным, и его 

можно улучшить путем переноса перевозки x23 = 20 по циклу, 

построенному для клетки (1,3). В результате получили новое 

допустимое решение, соответствующее табл. 15. Проверим это решение 

на оптимальность. 

.2c

,1c

,3c

,2c

2222

1332

1221

1111

 

Если 0
1

, то 2
1

, 3
2

, 1
3

, 1
2

. Тогда 

,1c~
1221

 .0c~
3223

 Согласно теореме об оптимальности 

для всех свободных клеток 
2121

c~c  и 
2323

c~c , и, следовательно, 

решение в табл. 15 является оптимальным. 

.150302201103302minL

),0,30,0,20,10,30min(X
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11. ЗАДАЧИ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОГО РЕШЕНИЯ 

11.1. Составить экономико-математические модели задач 

11.1. Требуется купить акварельной краски по цене 30 д.е. за ко-

робку, цветные карандаши по цене 20 д.е. за коробку, линейки по цене 

12 д.е., блокноты по цене 10 д.е. Красок нужно купить не менее трех 

коробок, блокнотов – столько, сколько коробок карандашей и красок 

вместе, линеек не более пяти. На покупку выделяется не менее 300 д.е. 

В каком количестве требуется купить указанные предметы, чтобы об-

щее число предметов было наибольшим? 

11.2. Автомобильный завод производит легковые и грузовые авто-

мобили. Завод включает три цеха, производственные мощности кото-

рых по каждому виду автомобилей в расчете на месяц даны в таблице: 

Цех 
Производственные мощности в расчете на месяц 

Легковые Грузовые 

Кузовной 

Моторный 

Сборочный: 

легковые 

грузовые 

100 

120 

 

110 

– 

200 

144 

 

– 

120 

 

Прибыль от выпуска единицы легкового автомобиля составляет 

16 000 д.е., а грузового – 11000 д.е. Рассчитайте объемы выпуска легко-

вых и грузовых автомобилей, обеспечивающих максимальную прибыль. 

11.3. Фирма имеет возможность рекламировать свою продукцию, 

используя радио- и телевизионную сеть. Затраты на рекламу в бюджете 

фирмы ограничены суммой 1000 д.е. в месяц. Каждая минута радиорек-

ламы обходится в 5 д.е., а каждая минута телерекламы – в 100 д.е. в ме-

сяц. Фирма хотела бы использовать радиосеть по крайней мере в два 

раза чаще, чем сеть телевидения. Опыт прошлых лет показал, что объем 

сбыта, который обеспечивает каждая минута телерекламы, в 25 раз 

больше сбыта, обеспечиваемого одной минутой радиорекламы. Опреде-

лите оптимальное распределение финансовых средств, ежемесячно от-

пускаемых на рекламу, между радио и телерекламой. Определите при-

быль фирмы от рекламы, если за 1 минуту радиорекламы прибыль со-

ставляет 10 д.е., а за 1 минуту телерекламы – 250 д.е. 

11.4. Предприятие химической чистки и крашения располагает 

тремя видами производственных ресурсов: трудочасы, химические ма-

териалы, машиночасы. На предприятии есть два технологических спо-

соба выполнения работ. Затраты производственных ресурсов по каждо-
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му технологическому способу, наличный объем реализации по каждому 

способу приведены в таблице: 

Производственные 
ресурсы 

Затраты ресурсов по каждому 
технологическому способу Наличный объем 

ресурсов 

I II 

1 
2 
3 

14 
5 

60 

10 
10 
70 

12 
10 
80 

Объем реализации 60 45  

 

Определите продолжительность работ предприятия по каждому техно-

логическому способу, чтобы объем реализации был максимальный. 

11.5. Цех выпускает два вида продукции, используя два вида полу-

фабрикатов. Продукция используется при комплектовании изделий, при 

этом на каждую единицу продукции первого вида требуется не более 

двух единиц продукции второго вида. Нормы расхода полуфабрикатов 

каждого вида на единицу выпускаемой продукции, общие объемы по-

луфабрикатов и прибыль от единицы каждой продукции представлены в 

таблице: 

Полуфабрикаты 
Нормы затрат на единицу продукции Объем  

полуфабрикатов 

П1 П2 

1 
2 

1 
6 

2 
2 

800 
2400 

Прибыль 10 35  

 

Определите план производства, обеспечивающий максимальную 

прибыль. 

11.6. В течение месяца мастерская может выполнять три вида работ 

А, В, С при средней трудоемкости работ: А-3 часа, В-3 часа, С-3 часа. 

Мастерской установлен план прибыли не менее 1500 д.е. и план обслу-

живания услугой В не менее 500 клиентов. Прибыль от выполнения ра-

бот: А-3 д.е., В-1 д.е., С-1,5 д.е. Количество сырья составляет 5000 д.е., а 

нормы расходов сырья на единицу продукции равно: А-3 ед., В-2 ед.,  

С-3 ед. Составьте план выполнения услуг в количестве и ассортименте, 

обеспечивающий наименьшие трудозатраты. 

11.7. Для производства трех видов изделий А, В, С используется 

три различных вида сырья. Каждый вид сырья может быть использован 

в количестве не большем 4, 5, 3,соответственно. Нормы затрат каждого 
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из видов сырья на единицу продукции данного вида и цена единицы 

продукции каждого вида приведены в таблице: 

Виды сырья 
Нормы затрат сырья на единицу продукции Объем  

сырья 
А В С 

I 
II 
III 

2 
1 
– 

2 
3 
3 

1 
– 
1 

4 
5 
3 

Цена ед.  
продукции, д.е. 

1 2 3 
 

 

Определите план производства, при котором достигается макси-

мальная прибыль. 

11.8. На предприятии, в состав которого входят четыре производст-

венных цеха, изготавливаются два вида изделий. Производственные 

мощности цехов (в часах) в расчете на сутки, нормы времени, необхо-

димого для изготовления единицы изделий в соответствующих цехах, 

приведены в таблице: 

Цеха 
Изделия Производственные  

мощности цехов 
I II 

1 
2 
3 
4 

2 
1 
4 
0 

2 
2 
0 
4 

12 
8 

16 
12 

 

Прибыль от продажи единицы первого изделия составляет 2 д.е., а 

от единицы второго изделия – 3 д.е. Определите тот из возможных ва-

риантов производственного плана, при котором обеспечивается макси-

мальная прибыль. 

11.9. На промышленном предприятии изготавливают два вида про-

дуктов. Они производятся с помощью оборудования U1, U2, U3, которое в 

течение дня может работать соответственно 24000, 40000, 27000 секунд. 

Нормы времени, необходимого для производства единицы продукции с 

помощью соответствующего оборудования, приводятся в таблице: 

Виды продуктов 
Оборудование 

U1 U2 U3 

1 

2 

3 

6 

8 

4 

9 

3 
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Прибыль от производства продукта 1 вида составляет 9 д.е., а от 

продукта 2 вида – 6 д.е. Рассчитайте, в каком объеме следует планиро-

вать производство, чтобы получить максимальную прибыль. 

11.10. На фабрике эксплуатируются станки двух видов: старого и но-

вого образца. Станок старого образца изготавливает 20 изделий в час, при 

этом вероятность того, что изделие окажется бракованным, составляет 7%. 

Станок нового образца изготавливает 30 изделий в час, при этом вероят-

ность брака для него 2%. Расходы на обслуживание станков составляют 10 

д.е. и 8 д.е. в день соответственно. В случае изготовления бракованного 

изделия фабрика несет убыток в размере 50 д.е. Могут быть закуплены не 

более 15 станков старого образца и не более 5 станков нового образца. Оп-

ределите оптимальное количество станков старого и нового образца, при 

котором затраты будут минимальными, учитывая, что за 8-часовой рабочий 

день фабрика должна изготовить не менее 2000 изделий. 

11.11. Требуется изготовить 100 комплектов арматуры длиной 

2,9 м., 2,1 м., 1,5 м. из стержней, длина которых 7,4 м. Такие стержни 

могут быть разрезаны на части указанных размеров различными спосо-

бами, представленными таблицей: 

Способы 
Виды заготовок, м. 

Отходы 

2,9 2,1 1,5 

1 
2 
3 
4 
5 

1 
2 
1 
1 
– 

– 
– 
2 
1 
2 

3 
1 
– 
1 
2 

0 
0,1 
0,3 
0,9 
0,2 

 

Укажите, какие способы раскроя следует выбрать, чтобы, при со-

блюдении комплектности количество расходуемых стержней в 7,4 м 

было наименьшим (отходы были бы наименьшими). 

11.12. Для изготовления брусьев трех размеров 0,6 м, 1,5 м и 2,5 м, 

количество которых должно находиться в соотношении 2:1:3, поступа-

ют на распил бревна длиной 3 м. Определите план распила, обеспечи-

вающий максимальное число комплектов. Способы распила бревен, с 

указанием соответствующих брусьев указаны в таблице: 

Способы распила 
Виды брусьев, м 

0,6 1,5 2,5 

1 

2 

3 

4 

5 

2 

– 

– 

– 

1 

2 

– 

– 

– 

– 

1 
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11.13. На заводе выпускают изделия четырех типов. От реализации 

одной единицы каждого изделия завод получает прибыль соответствен-

но 2, 1, 3, 5 д.е. На изготовление изделий расходуются ресурсы трех 

типов: энергия, материалы, труд. Данные о технологическом процессе 

приведены в таблице: 

Ресурсы 
Затраты ресурсов на единицу изделия Запасы ре-

сурсов, ед. 
I II III IV 

энергия 

материалы 

труд 

2 

4 

1 

3 

2 

2 

1 

1 

3 

2 

2 

1 

30 

40 

25 

 

Спланируйте производство изделий так, чтобы прибыль от их реа-

лизации была наибольшей. 

11.14. Необходимо распилить 20 бревен длиной по 5 м каждое на 

бруски по 2 м и 3 м, при этом должно получиться равное количество 

брусков каждого размера. Составьте такой план распила, при котором 

будет получено максимальное количество комплектов и все бревна бу-

дут распилены (в один комплект входит по одному бруску каждого раз-

мера). 

11.15. Звероферма выращивает черно-бурых лисиц и песцов. На 

звероферме имеется 10 000 клеток. В одной клетке могут быть либо 2 

лисы, либо 1 песец. По плану на ферме должно быть не менее 3000 лис 

и 6000 песцов. В одни сутки необходимо выдавать каждой лисе корма 4 

ед., а каждому песцу – 5 ед. Ферма ежедневно может иметь не более 

200 000 ед. корма. От реализации одной шкурки лисы ферма получает 

прибыль 10 д.е., а от реализации одной шкурки песца – 5 д.е. Какое ко-

личество лисиц и песцов нужно держать на ферме, чтобы получить наи-

большую прибыль. 

11.16. Имеются две почвенно-климатические зоны, площади кото-

рых соответственно равны 0,8 и 0,6 млн га. Данные об урожайности 

зерновых культур приведены в таблице: 

Зерновые  

культуры 

Урожайность (ц/га) 
Стоимость 1 ц, д.е. 

1-я зона 2-я зона 

озимые 

яровые 

20 

25 

25 

20 

8 

7 

 

Определите размеры посевных площадей озимых и яровых куль-

тур, необходимые для достижения максимального выхода продукции в 

стоимостном выражении. 



 78 

11.17. Предприятию задана месячная программа на изготовление 

четырех типов изделий в количествах соответственно 5000, 2000, 3000 и 

1800 штук. На предприятии имеется три группы станков с различной 

производительностью. Суммарное допустимое время для каждой груп-

пы станков составляет соответственно 800, 1000, 1500 часов. Данные о 

техническом процессе указаны в таблице: 

№ 

группы 

станков 

Нормы времени на изготовле-

ние одного изделия, час. 

Издержки на изготовление  

одного изделия, д.е. 

I II III IV I II III IV 

1 

2 

3 

0,5 

0,4 

0,42 

0,15 

0,12 

0,14 

0,4 

0,2 

0,35 

0,6 

0,5 

0,45 

0,12 

0,16 

0,17 

0,2 

0,14 

0,25 

0,3 

0,35 

0,4 

0,25 

0,2 

0,3 

 

Распределите изделия по станкам так, чтобы месячная программа 

была выполнена при наименьших издержках. 

11.18. Из двух сортов бензина образуются две смеси – А и В. Смесь 

А содержит бензина 60% первого сорта и 40% второго сорта. Смесь В – 

80% первого сорта и 20% второго сорта. Цена 1 кг смеси А – 10 д.е., а 

смеси В – 12 д.е. Составьте план образования смесей, при котором бу-

дет получен максимальный доход, если в наличии имеется бензина 50 т 

первого сорта и 30т второго сорта. 

11.19. Планируется нанесение удара по некоторому объекту тремя 

различными видами оружия: оружием А – в течение 3 мин., оружием Б – в 

течение 5 мин., оружием В – в течение 4 мин. Возможности средств 

обеспечения стрельбы таковы, что при применении оружия А в течение 

3 мин, оружия Б в течение 2 мин. и оружия В в течение 4 мин. общее 

количество залпов не должно превышать 15. При применении оружия А 

в течение 2 мин. и оружия В в течение 3 мин. общее количество залпов 

не должно превышать 8 ед. Кроме того, для преодоления противодейст-

вия противника необходимо, чтобы количество залпов оружием В за 

1 мин. было больше, чем 5 ед. Рассчитайте темп стрельбы (количество 

залпов в 1 мин.) всеми видами оружия, при котором общее количество 

залпов в ударе будет наибольшим.  

11.20. Для участия в соревнованиях спортклуб должен выставить 

команду, состоящую из спортсменов I и II разрядов. Соревнования про-

водятся по бегу, прыжкам в высоту, прыжкам в длину. В беге должны 

участвовать 5 спортсменов, в прыжках в длину – 8 спортсменов, а в 

прыжках в высоту – не более 10. Количество очков, гарантируемых 

спортсмену каждого разряда по каждому виду, указано в таблице: 
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Разряд Бег Прыжки в высоту Прыжки в длину 

I 4 5 5 

II 2 3 3 

 

Распределите спортсменов в команды так, чтобы сумма очков ко-

манды была наибольшей, если известно, что в команде I разряд имеют 

только 10 спортсменов. 

11.21. На предприятии для производства запасных частей для авто-

мобилей используются три вида ресурсов. Выпускаются три вида запас-

ных частей. Организация производства на предприятии характеризуется 

следующей таблицей: 

Ресурсы 

Расход материалов на производство одной 

запасной части, кг. Запас ресур-

сов, кг. 

1 2 3 

I 5 5 2 1200 

II 4 - 3 300 

III 5 8 6 800 

Прибыль от 

реализации 

ед. запасной 

части д.е. 

3 2 5  

 

Составьте план производства запасных частей, обеспечивающих 

предприятию максимальную прибыль. 

11.22. Нефтеперерабатывающий завод получает четыре полуфаб-

риката: 400 тыс. л. алкилата, 250 тыс. л. крекинг-бензина, 350 тыс. л. 

бензина прямой перегонки и 100 тыс. л. изопентона. В результате сме-

шивания этих четырех компонентов в разных пропорциях образуется 

три сорта авиационного бензина: бензин А – 2:3:5:2, бензин В – 3:1:2:1, 

бензин С – 2:2:1:3. Стоимость 1 тыс. л. указанных сортов бензина соот-

ветственно равна 120 д.е., 100 д.е., 150 д.е. Составьте план выпуска раз-

ных сортов авиационного бензина из условия получения максимальной 

стоимости всей продукции. 

11.23. Цех выпускает три вида деталей – А, В, С. Каждая деталь об-

рабатывается тремя станками. Организация производства в цехе харак-

теризуется таблицей: 
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Станок 
Длительность обработки детали, мин. Фонд времени, 

час. 
А В С 

I 12 10 9 220 

II 15 18 20 400 

III 6 4 4 100 

Отпускная 

цена за де-

таль 

30 32 30  

 

Составьте план загрузки станков, обеспечивающий цеху получение 

максимальной прибыли. 

11.24. Предприятие должно выпускать два вида продукции А и В, 

используя при этом последовательно четыре станка. Данные о техноло-

гическом процессе приведены в таблице: 

Станок 

Производительность  

за 1 ед. продукции Фонд времени, час. 

А В 

1 3 3 15 

2 2 6 18 

3 4 0 16 

4 1 2 8 

Прибыль за ед. 

продукции (д.е.) 
2 3  

 

Составьте план выпуска продукции, обеспечивающий предприятию 

наибольшую прибыль. 

11.25. Производственная мощность цеха сборки составляет 120 из-

делий типа А и 360 изделий типа В в сутки. Технический контроль про-

пускает в сутки 200 изделий того или другого типа (безразлично). Изде-

лия типа А вчетверо дороже изделий типа В. Требуется спланировать 

выпуск готовой продукции так, чтобы предприятию была обеспечена 

наибольшая прибыль. 

11.26. Предприятие, специализированное на производстве продук-

ции двух видов, располагает следующими ресурсами: 5600 трудочасов 

рабочего времени; 2100 кг сырья; 200 станкосмен. Для производства 

изделий первого вида затрачивается: 5 трудочасов; 2 кг сырья; 0,2 стан-
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космен. Для производства изделий второго вида затрачивается: 8 трудо-

часов; 3 кг сырья; 0,4 станкосмен. Прибыль от продажи единицы про-

дукции первого вида составляет 5 д.е., а от продажи единицы продук-

ции второго вида – 4 д.е. Составьте план производства продукции, 

обеспечивающий наибольшую прибыль. 

11.27. Мастерская имеет план реализации в течение месяца (25 ра-

бочих дней) населению услуг на 10000 д.е. Мастерская выполняет три 

вида работ А, В, С. За выполнение работ А с заказчика получают 10 д.е. 

и мастерская имеет прибыль 2 д.е. За выполнение работ В с заказчика 

получают 8 д.е., а прибыль составляет 3 д.е. За выполнение работ С по-

лучают 12 д.е. и имеют прибыль в 1 д.е. В мастерской работают 20 че-

ловек рабочих (односменная работа по 7 часов). Трудоемкость работ 

составляет: для А – 3 час, В – 3 часа, С – 4 час. Имеется 3000 единиц 

сырья. Для выполнения единицы работы А используют 3 ед. сырья, для 

работы В – 2 ед. сырья, для работы С – 3 ед. сырья. Составьте план вы-

полнения работ, обеспечивающий максимальную прибыль. 

11.28. Процесс изготовления двух видов промышленных изделий 

состоит в последовательной обработке каждого из них на трех станках. 

Время использования этих станков для производства данных изделий 

ограничено 10 часами в сутки. Время обработки одного изделия первого 

вида составляет: 10 минут на первом станке, 6 минут на втором станке и 

8 минут на третьем станке. Время обработки одного изделия второго 

вида составляет: 6 минут на первом станке, 20 минут на втором станке, 

15 минут на третьем станке. Прибыль от реализации изделий составляет 

2 д.е. и 3 д.е., соответственно. Найдите оптимальные объемы производ-

ства изделий каждого вида. 

11.29. Фирма производит два вида продукции А и В. Объем сбыта 

продукции вида А составляет не менее 60 % общего объема реализации 

продукции обоих видов. Для изготовления продукции А и В использу-

ется одно и то же сырье, суточный запас которого ограничен величиной 

100 единиц. Расход сырья на единицу продукции А составляет 2 ед., а 

на единицу продукции В – 4 ед. Цены продукции А и В равны 20 и 

50 д.е., соответственно. Определите оптимальное распределение сырья 

для изготовления продукции А и В. 

11.30. Производственная мощность завода позволяет производить за 

месяц 200 электродвигателей типа А или 600 электродвигателей типа В. 

Определить, сколько электродвигателей каждого типа должен производить 

завод для достижения максимума товарной продукции, если спрос на элек-

тродвигатели типа В превышает спрос на электродвигатели типа А в два 

раза? 
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11.2. Решить следующие задачи линейного  
программирования графическим методом 

2.1. max(min);6xx3L
21

 2.2. max(min);x2x3L
21

 

.0x,0x

,02x2x

,06xx2

,1010x5x2

21

21

21

21

 

.0x,0x

,4xx2

,5xx

,10x2x

21

21

21

21

 

2.3. max(min);4xx2L
21

 2.4. max(min);x3x2L
21

 

.0x,0x

,9x

,2x

,5x4x8

,4xx

21

2

1

21

21

  

.0x,0x

,3x

,3x

,4x5x

,8x2x6

,4xx

21

2

1

21

21

21

 

2.5. max(min);xx2L
21

 2.6. max(min);xxL
21

 

.0x,0x

,2xx

,4x2x

,6xx2

21

21

21

21

 

.0xx1

,3xx0

,2x0

,1x0

21

21

2

1

 

2.7. max(min);xxL
21

 2.8. max(min);1xxL
21

 

.0x,0x

,2xx21

,3x2x2

,2xx1

21

21

21

21

 

.0x,0x

,9xx3

,6x2x3

,1xx

21

21

21

21

 

2.9. max(min);x4x3L
21

 2.10. max(min);x3x2L
21

 

.0x,0x

,2xx2

,2xx

,1xx

,1xx1

21

21

21

21

21

 

.0x,0x

,6xx

,45xx5

,6xx5

,6xx2

,20x5x4

21

21

21

21

21

21
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2.11. max(min);x4xL
21

 2.12. max(min);x2xL
21

 

.0x,0x

,3x2x

,3x2x3

,0xx2

,12x2x3

21

21

21

21

21

 

.0x,0x

,1xx2

,1xx

,1x

,4xx2

,6x3x2

21

21

21

1

21

21

 

2.13. max(min);xx4L
21

 2.14. max(min);x3x5L
21

 

.0x,0x

,8xx2

,26x3x4

,6x2x3

21

21

21

21

 

.0x,0x

,21x2x3

,8xx

,9x3x2

21

21

21

21

 

2.15. max(min);x2x3L
21

 2.16. max;x4x2L
21

 

.0x,0x

,3xx3

,6x2x3

,12x2x3

21

21

21

21

 

.0x,0x

,3x3x

,8x2x

,0x25

21

21

21

21

 

2.17. max(min);x3x4L
21

 2.18. max(min);x3x2L
21

 

.0x,0x

,2xx2

,2x2x

,3x

,15x3x5

,2xx

21

21

21

2

21

21

 

.0x,0x

,0x3x4

,8x3x2

,9xx3

,2xx

,1xx2

21

21

21

21

21

21

 

2.19. max;x2x3L
21

 2.20. min;xx3L
21

 

.0x,0x

,2x2x

,6x3x2

,6xx2

,0xx3

21

21

21

21

21

 

.0x,0x

,0xx

,20x4x5

,3xx3

,0xx

21

21

21

21

21
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2.21. max(min);xxL
21

 2.22. max(min);xx3L
21

 

.0x,0x

,3xx3

,2x2

,4xx4

21

21

1

21

 

.0x,0x

,1xx

,3xx3

,24x4x312

21

21

21

21

 

2.23. max(min);x2xL
21

 2.24. max(min);xx4L
21

 

.0x,0x

,1xx

,2xx

,8x3x2

,9x2x3

21

21

21

21

21

 

.0x,0x

,3x3x

,30x3x10

,40x8x5

,5xx

21

21

21

21

21

 

2.25. max(min);xx2L
21

 2.26. max(min);xx2L
21

 

.0x,0x

,12x4x3

,1xx

,30x6x5

,8xx

21

21

21

21

21

 

.0x,0x

,2x2x

,6x2x3

,30x6x5

,3xx

21

21

21

21

21

 

2.27. max(min);xx2L
21

 2.28. max(min);xx3L
21

 

.0x,0x

,2x2x

,4xx

,18x6x2

,1xx

21

21

21

21

21

 

.0x,0x

,32x4x8

,6xx3

,2xx

,20x5x4

21

21

21

21

21

 

2.29. max(min);xx4L
21

 2.30. max(min);xx4L
21

 

.0x,0x

,2x

,4xx

,2xx2

,1xx1

21

2

21

21

21

 

.0x,0x

,2xx

,4xx2

,3xx1

21

21

21

21
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11.3. Решить задачи линейного программирования  
графическим методом и провести анализ  

на чувствительность 

3.1. min;xx3L
21

 3.2. max;x5,0x3L
21

  

.0x,0x

,50x10x3

,5xx4

21

21

21

 

.0x,0x

,12x5x2

,2x

,2x

21

21

2

1

 

3.3. min;x5x2L
21

 3.4. min;x4xL
21

 

.0x,0x

,4x3x2

,6x4x3

21

21

21

 

.0x,0x

,16x10x3

,8x5x3

21

21

21

 

3.5. max;xxL
21

 3.6. min;x2x2L
21

 

.0x,0x

,20xx2

,30x3x

21

21

21

 

.0x,0x

,1xx

,1xx

21

21

21

  

3.7. max;x3x2L
21

 3.8. min;xxL
21

 

.0x,0x

,8xx

,3x

,4x

21

21

2

1

 

.0x,0x

,5x2x

,3xx

21

21

21

 

3.9. min;x3xL
21

 3.10. max;x5x2L
21

  

.0x,0x

,5x2x

,6x2x

21

21

21

 

/0x,0x

,30x

,40x

,50xx

21

2

1

21

 

3.11. max;x2xL
21

 3.12. max;xx2L
21

 

.0x,0x

,1x

,3x

,5xx

21

2

1

21

 

.0x,0x

,11x3x4

,15x6x2

21

21

21
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3.13. min;x2x2L
21

 3.14. max;x2x3L
21

  

.0x,0x

,8x2x

,4xx

21

21

21

 

.0x,0x

,2xx5,0

,1x

,2x

21

21

2

1

 

3.15. max;xxL
21

 3.16. max;xx5L
21

 

.0x,0x

,30x3x2

,20xx3

21

21

21

 

.0x,0x

,1x3

,3x

,11x6x3

21

2

1

21

 

3.17. max;x7x2L
21

 3.18. min;xxL
21

  

.0x,0x

,9x2x2

,4x

,3x

21

21

2

1

 

.0x,0x

,1x5x

,1x3x

21

21

21

  

3.19. max;x3xL
21

 3.20. L = 2x1 + 4x2 → max; 

.0x,0x

,2x

,3x

,17x8x4

21

2

1

21

 

.0x,0x

,7x6x

,15xx4

21

21

21

  

3.21. min;x3x2L
21

 3.22. max;x6x4L
21

 

.0x,0x

,9x6x4

,3x2x5

21

21

21

 

.0x,0x

,1x

,3x

,4x2x

21

2

1

21

  

3.23. min;xx4L
21

 3.24. min;xx2L
21

 

.0x,0x

,4x8x5

,9x6x4

21

21

21

 

.0x,0x

,21x9x2

,7x3x5

21

21

21
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3.25. max;x5xL
21

 3.26. min;xx2L
21

  

.0x,0x

,7x3x

,8xx2

21

21

21

 

.0x,0x

,18x9x2

,7x3x5

21

21

21

 

3.27. min;x2x3L
21

 3.28. max;x4x5L
21

  

.0x,0x

,4x6x3

,10x5x2

21

21

21

 

.0x,0x

,6x3x

,8xx4

21

21

21

 

3.29. max;x4xL
21

 3.30. max;x3xL
21

  

.0x,0x

,15xx3

,5x

,4x

21

21

2

1

 

.0x,0x

,1x

,1x3

.9x4x2

21

2

1

21

 

11.4. Решить задачи линейного программирования  
с n переменными графическим методом 

4.1. max(min);xx3x2L
321

 4.2. max(min);xx3L
51

 

.0x

,1xxx

,2xxx2

,2xx2x

j

521

421

321

 

.0x

,12xxx2

,2xxx

,2xxx

j

521

421

321

 

4.3. max(min);xx5x2L
321

 4.4. max(min)xx3L
42

 

.0x

,54x9x6

,24x12x8

,12xx6x4

,6xx3x2

j

21

21

421

321

 

.0x

,6x3xx

,8xx2x

j

432

421

 

4.5. min(max);x2xx3L
432

 4.6. max(min);xxL
41

 

.0x

,1x4x2xx3

,5xxxx3

j

4321

4321

 

.0x

,1x2xxx

,5xx2xx

j

4321

4321
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4.7. max(min);xxx5L
432

 4.8. max(min);x3xL
21

 

.0x

,15x3x5

,3x2x3

,6xx3x2

,7xxx

j

21

21

421

321

 

.0x

,36xxx6

,9xxx3x2

,25xxx2x2

,10xxxx2

j

432

5321

6421

6521

 

4.9. max(min);xxL
21

 4.10. min(max);xxxL
321

 

.0x

,3xxx4x2

,15xxx4x

,6xxxx3x4

j

4321

5321

54321

 

.0x

,2xx4x

,3xxx2x

j

321

4321

 

4.11. max(min);xxx3x4L
5421

 

.0x

,4xxx

,0xx3x

,26xxx4

,13xx3x

,1xxx2

j

721

621

521

421

321

 

4.12. max(min);xxxx3xL
54321

 

.0x

,18x6x3

,12x4x3

,49xx7x7

,25xx5x5

,2xxx2

j

21

21

521

421

321

 

4.13. max(min);1xxx3x4L
5421

 

.0x

,1xx3x

,20xx2x4

,12x2x6x

,4xxx2

j

621

521

421

321
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4.14. max(min);xxx6x12L
5421

 

.0x

,0xx3x

,26xxx4

,10xx2x

,8xxx4

j

621

521

421

321

 

4.15. max(min);x2xxx11x5L
64321

 

.0x

,0xxx

,8xx2x4

,6xx2x3

,1xx2x2

j

621

521

421

321

 

4.16. max(min);x2xx2xxxL
654321

 

.0x

,6xx2

,4xxx

,5xxxx2

,5xxx

j

62

521

4321

321

 

4.17. max(min);x9x12x6xx2L
54321

 

.0x

,19x23x6x20x3x

,20x14x2x13x2x

,13x7x3x7xx

j

54321

54321

54321

 

4.18. max(min);xxx15xxL
54321

 

.0x

,12x4x6xx

,6xxx2x3

,4x2xx

j

4321

5431

321
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4.19. max(min);xxx2xxL
54321

 

.0x

,0xxx

,0x4x4xx

,3x2x3x2xx

j

321

4321

54321

 

4.20. min(max);xx3x2xxL
54321

 

.0x

,5,0xx

,2xxx

,1xxxxx

j

32

421

54321

 

4.21. max(min);x2x5xxL
4321

 

.0x

,7x2xx

,6xx3x

,3xxx3xx

j

432

431

54321

 

4.22. max(min);x2xx4xL
5321

 

.0x

,8x2xx10x2

,4xx2xx5x

,6x2xx3x

j

5421

54321

4321

 

4.23. max(min);x3x3x6xL
4321

 

.0x

,2xx2x

,3xx2xx

j

421

4321

 

4.24. max(min);xxxx3L
4321

 

.0x

,8xxx3x

,32xxx5x3

j

4321

4321
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4.25. min(max);xx2xL
531

 

.0x

,1xxx

,2xxxx

,5xxxxx

j

543

5432

54321

 

4.26. min(max);x2x3L
21

 

.0x

,1x2x3xx

,5xx3x2x3

,3xxx3

,9xxxxxx2

j

6521

6541

531

654321

 

4.27. max;x2x3xx2L
4321

 

.4,...,1j,0x

,5xxx2x

,4x2xxx2

,3xx2xx

j

4321

4321

4321

 

4.28. max;xx3x2xL
4321

 

.4,...,1j,0x

,7x3xx3x3

,4x2xx2x

,6xx3xx2

j

4321

4321

4321

 

4.29. min;xxx2xL
4321

 

.4,..,1j,0x

,2xxxx

,4xx2xx2

,4xxxx

j

4321

4321

4321

 

4.30. min;x4x3x2xL
4321

 

.4,...,1j,0x

,8x2x2x2x

,4x2xx2x

,2xx2xx

j

4321

4321

4221
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11.5. Решить задачи линейного программирования  
симплекс-методом 

5.1. max;xxL
21

 5.2. min;xL
2

 

.0x,0x

,5xx

,2x2x

,2xx2

21

21

21

21

 

.0x,0x

,1xx

,1xx

,2xx

,1xx

21

21

21

21

21

 

5.3. min;xx4x2L
321

 5.4. max;xxxL
321

 

.0x,0x,0x

,2xx3x2

,4xx2x

321

321

321

 

.0x,0x,0x

,1x2xx2

,4xx3x

321

321

321

 

5.5. min;x3x2L
21

 5.6. min;xx2L
21

 

.0x,0x

,0xx2

,40x4x5

,4x2x

,15x3x5

21

21

21

21

21

 

.0x,0x

,0x3x

,2xx

,11x2x3

21

21

21

21

 

5.7. min;x4x12x3L
321

 5.8. min;x3x2xL
321

 

.0x,0x,0x

,1x4x4x

,2xx3x

321

321

321

 

.0x,0x,0x

,1xxx2

,1x3x2x

321

321

321

 

5.9. min;xxx2L
321

 5.10. max;x2xxxL
4321

 

).5,...,1i(0x

,1xxx

,2xxx2

,1xx2x

i

521

421

321

 

).4,...,1i(0x

,3xx

,5xxx

,7x2xxx

i

43

432

4321
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5.11. max;xx3xx2L
4321

 5.12. max;x2xL
21

 

).5,...,1i(0x

,4xx2x3

,7xxx

,10x3xx2

i

531

431

321

 

).5,...,1i(0x

,1xxx

,1xxx

,1xx2x

i

521

421

321

 

5.13. max;4x3x2xL
421

 5.14. max;x5xxL
321

 

).3,...,1i(0x

,1x4x3x2

,2x2x3x2

i

321

321

 

).3,...,1i(0x

,0x2xx

,2x2x4xx

i

321

4321

 

5.15. max;xx4xL
321

 5.16. max;x2xxL
321

 

).3,...,1i(0x

,0xxx2

,3xx2x

i

321

321

 

).4,...,1i(0x

,0xx3x2x

,4xxx

i

4321

431

 

5.17. max;x8x10xL
321

 5.18. min;x2xx2L
321

 

).3,...,1i(0x

,0xx2x

,2xx4x

i

321

321

 

).3,...,1i(0x

,1x2x3x

,2xxx1

i

321

321

 

5.19. max;xx3x2x2xL
54321

 5.20. max;xx2L
21

 

).5,...,1i(0x

,15x2x3x2x3x2

,10x4x3xxx

,5x2xxxx

i

54321

54321

54321

 

).5,...,1i(0x

,2xxx

,1xxx

,1xx2x

i

521

421

321

 

5.21. min;x2xxL
321

 5.22. min;xxx2L
321

  

.3,2,1j,0x

,1x2x4x3

,1x3x2

,1xxx

j

321

21

321

 

.3,2,1j,0x

,2xx2x3

,4xx2

,4xx

j

321

21

31

 

5.23. min;xx2x4L
321

 5.24. max;xxxxL
4321

 

.3,2,1j,0x

,18x3xx3

,6x4x2x3

j

321

321

 

.4,...,1j,0x

,6xx2x3

,2xx2x

j

421

321
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5.25. max;xxx5xL
4321

 5.26. min;xxxL
321

 

.4,...,1j,0x

,4xxx2

,3xx2x

j

321

321

 

.3,2,11,0x

,4xx3x2

,3x3x2x

j

321

321

 

5.27. min;xxx3xL
4321

 5.28. max;x3xL
21

 

.4,...,1j,0x

,3xx3x

,6xx3x2

j

421

321

 

.3,2,1j,0x

,3xxx3

,2xxx2

,3x2xx

j

321

321

321

 

5.29. max;xxxL
321

 5.30. max;xx2xL
321

 

.3,2,1j,0x

,1xx3x

,7x2x2x

,1xxx

j

321

321

321

 

.3,2,1j,0x

,1xx3x

,3x3xx

,2xxx2

j

321

321

321

 

11.6. Решить задачи линейного программирования  
табличным симплексным методом  

6.1. ;minmaxxxx3x2xL
54321

  

.0x,x,x,x,x

,1xxx6xx

,1xxx2xx

,1xxx4xx

54321

54321

54321

54321

 

6.2. ;maxminxxx15xxL
54321

 

.0x,x,x,x,x

,12xx6xx

,6xx2x3

,4x2xx

54321

4321

532

321

 

6.3. ;maxminxxxxL
4321

 

.0x,x,x,x

,1xxxx

,1xxxx

,3x3xxx

4321

4321

4321

4321
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6.4. ;maxminxx3x2xxL
54321

 

.0x,x,x,x,x

,21xx

,2xxx

,1xxxxx

54321

32

421

54321

 

6.5. ;minmaxx2x3x2xxxL
654321

  

.0x,x,x,x,x,x

,3x2xxxx

,2x2xxxx

,5x2x2xx

654321

65431

65432

6421

 

6.6. ;minmaxxx3xx2xL
54321

 

.0x,x,x,x,x

,6xx2xx

,9x2x3xxx

,5xx2xx

54321

5432

54321

5421

 

6.7. ;maxminxx2xL
531

 

.0x,x,x,x,x

,1xxx

,2xxxx

,5xxxxx

54321

543

5432

54321

 

6.8. ;minmaxx5xx5x3xL
54321

 

.0x,x,x,x,x

,2xx2xx

,5x5xxxx2

,0x5x3x3x2x

54321

5431

54321

54321

 

6.9. ;minmaxxx2x3L
421

 

.0x,x,x,x

,1x2x2x

,2xx2xx

,3x3x3x2x

4321

421

4321

4321
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6.10. ;minmaxxx3x2x3L
5421

 

.0x,x,x,x,x,x

,4xxx

,15xxxx4

,21xxxx4

,2xxx2x3

654321

621

5421

5421

4321

 

6.11. ;minmaxxxx2xxL
54321

 

.0x,x,x,x,x

,0xxx

,0xxxx

,3x2x3x2xx

54321

541

5432

54321

 

6.12. ;minmaxx5xxxL
4321

 

.0x,x,x,x

,5xxxx2

,1x3xx

,3xxx

4321

4321

421

421

 

6.13. ;minmaxx3xL
21

  

.0x,x,x,x,x,x

,36xxx6

,9xxx3x2

,25xxx2x2

,10xxxx2

654321

431

5321

6421

6521

 

6.14. ;minmaxxxx4xxL
54321

 

.0x,x,x,x,x

,10xxx

,2xxx

,4xxxxx

54321

321

421

54321
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6.15. ;minmaxxx3x2x2xL
54321

 

.0x,x,x,x,x

,15x2x3x2x3x2

,10x4x3xxx

,5x2xxxx

54321

54321

54321

54321

 

6.16. ;minmaxx13x5x8L
321

 

,0x,x,x,x,x

,3x2xx4x2

,15xx3xx2x

,6x3xxxx2

54321

4321

54321

54321

 

6.17. ;minmaxxxxxxL
54321

 

.0x,x,x,x,x

,2x2xxx

,19x9x7x5x3x2

54321

5421

54321

 

6.18. ;minmaxx2x5xxL
4321

  

.0x,x,x,x,x

,7x2xx

,6xx3x

,3xxx3xx

54321

432

431

54321

 

6.19. ;maxminx2xx3L
432

 

.0x,x,x,x

,1x4x2xx3

,5xxxx3

4321

4321

4321

 

6.20. ;minmaxxx3x2xL
4321

  

.0x,x,x,x

,0xxx

,4x2xx3x

4321

321

4321

 

6.21. ;minmaxxxx2xL
4321

  

.0x,x,x,x

,2x3xxx2

,1x3x2xx

4321

4321

4321

 



 98 

6.22. ;maxminxx3xxx2L
54321

 

.0x,x,x,x,x

,4x2xx3xx2

,8xx4xx2x

,10xx3xxx2

54321

54321

54321

54321

 

6.23. ;minmaxx5xxx3xL
54321

 

.0x,x,x,x,x

,6x6x2xx

,5x5xxxx2

,5x5xx2xx

54321

4321

54321

54321

 

6.24. ;minmaxx2xx2xx2xL
654321

 

.0x,x,x,x,x,x

,10x2x3x4xx2x3

,0x3x2x3x2x3x2

,7xxxxxx

654321

654321

654321

654321

 

6.25. ;minmaxx6xx2x2xL
54321

 

,0x,x,x,x,x

,3xx

,13x8x2x5x

,18x9xx3x3x

54321

52

5421

54321

 

6.26. ;minmaxxxxxxxL
654321

 

.0x,x,x,x,x,x

,5x2xxxx

,2xxxx

,7x2x3x3xxx2

654321

65432

6531

654321

 

6.27. ;minmaxx2x3x2xxxL
654321

 

.0x,x,x,x,x,x

,3x2xxxx

,2x2xxxx

,5x2x2xx

654321

65431

65432

6421
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6.28. ;minmaxxx2xx3xxxL
7654321

 

.0x,x,x,x,x,x,x

,5xx2xx3x

,4x3x3x2x3x

,15x3x2x2x3x

,8xx3x2x

7654321

76543

76432

76321

7621

 

6.29. ;minmaxx2x2xx5xxxL
7654321

 

.0x,x,x,x,x,x,x

,4xx2xx3x

,8x3x3x4x2x3x

,12x3x2x7x2x3x

,7xx3x6x2x

7654321

76543

765432

765321

76521

 

6.30. ;minmaxx2xx2xx2xL
654321

 

.0x,x,x,x,x,x

,7x2x3x4xx2x3

,0x3x2x3x2x3x2

,7xxxxxx

654321

654321

654321

654321

 

11.7. Решить задачи линейного программирования  
табличным симплекс-методом и провести анализ  

на чувствительность 

7.1. max;x3x2x2xL
4321

 

.4,...,1j,0x

,1x2xx2x

,10xxx2x2

,8x2x2xx

j

4321

4321

4321

 

7.2. min;xx3x2x3L
4321

 

.4,...,1j,0x

,8x2x2x2x

,4xx2x

,10x3x3x2

j

4321

432

421
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7.3. max;xx3x2xL
4321

 

.4,...,1j,0x

,15x3xx3x3

,8x2xx2x

,12xx3xx2

j

4321

4321

4321

 

7.4. min;xxx2x3L
4321

  

.4,...,1j,0x

,8x2x2x2x

,4xx2x

,9x3x2x2

j

4321

432

321

  

7.5. max;x2xxx2L
4321

  

.4,...,1j,0x

,4xx2x2x2

,14xx2xx2

,16x2xx2x

j

4321

4321

4321

  

7.6. min;x2x2xx2L
4321

 

.4,...,1j,0x

,10x2x2xx2

,10x2xx2x

,8xx2xx2

j

4321

4321

4321

 

7.7. max;x2x3xx2L
4321

 

.4,...,1j,0x

,5xxx2x

,4x2xxx2

,3xx2xx

j

4321

4321

4321

 

7.8. min;xxx2xL
4321

 

.4,...,1j,0x

,2xxxx

,4xx2xx2

,4xxxx

j

4321

4321

4321
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7.9. max;xxx3L
421

 

.4,...,1j,0x

,7x2xxx

,7xx2x2

,6x2x2x

j

4321

432

421

 

7.10. min;xx2x2x4L
4321

 

.4,...,1j,0x

,6x2x2xx

,10x2xxx2

,8x2xxx

j

4321

4321

4321

 

7.11. max;x2x3xx2L
4321

 

.4,...,1j,0x

,8xx2x2

,9xxx2x2

,8x2x2x

j

431

4321

432

 

7.12. min;x4x3x2xL
4321

 

.4,...,1j,0x

,8x2x2x2x

,4x2xx2x

,2xx2xx

j

4321

4321

4321

 

7.13. max;x2xxx2L
4321

 

.4,...,1j,0x

,10x2x2x

,6x2xx

,6x2x

j

321

432

21

 

7.14. min;xx3x2xL
4321

  

.4,...,1j,0x

,13x2x3xx3

,1x2xx2x

,7xx2xx

j

4321

4321

4321
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7.15. max,xx3x2xL
4321

  

.4,...,1j,0x

,6xx2x2x

,6x2xx2x

,4xxxx

j

4321

4321

4321

 

7.16. min,x3xx2xL
4321

 

.4,...,1j,0x

,4xx2

,4x2xx

,5x2x2x

j

32

321

431

 

7.17. min,x3x2x2xL
4321

 

.4,...,1j,0x

,6xxx2x

,6xx2x

,4x2xx

j

4321

432

421

 

7.18. max,x5x3xx2L
4321

 

.4,...,1j,0x

,15xxx

,12xxx

,9xxx

,6xxx

j

654

543

432

321

 

7.19. min,xx2L
32

 

.4,...,1j,0x

,12xx4xx2

,2xxx

,0xxx2

j

4321

321

421

 

7.20. min,xx2x2x4L
4321

 

.4,...,1j,0x

,6x2xxx

,10x2xxx2

,8x2xxx

j

4321

4321

4321
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7.21. max,xx2x3x4L
4321

 

.4,...,1j,0x

,1xx

,4x2xx2x

,6xxx3x

j

31

4321

4321

 

7.22. min,xxxxL
4321

 

.4,...,1j,0x

,6xxx4x3

,4xx4xx2

,2xxx2x3

j

4321

4321

4321

 

7.23. max,xxxxL
4321

 

.4,...,1j,0x

,5x5xxx

,2x2xx3

j

4321

421

 

7.24. min,xx2x3xx2L
54321

  

.4,...,1j,0x

,2xxx

,1xxx

,1xxx

j

321

421

321

 

7.25. max,x4x3xxx2L
54321

 

.5,...,1j,0x

,3xx2xx2x3

,2x4xx4xx2

,4x2xx3xx

j

54321

54321

54321

 

7.26. min,xxx2x3L
5321

 

.5,...,1j,0x

,10xx3xxx2

,8xxxx3x2

,2x3xx2x

j

54321

54321

5421
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7.27. max,xx2x4x3L
4321

 

.4,...,1j,0x

,8x5x2x3x

,7xx2x2

,10x3x2x3x2

j

4321

432

4321

 

7.28. min,x2xxx2L
4321

 

.4,...,1j,0x

,4x3xx3x3

,3x2xx2x

,2xx3xx2

j

4321

4321

4321

 

7.29. max,x4x3x2xL
4321

 

.4,...,1j,0x

,12xx4x3x2

,9x4xx2x

,6xxxx

j

4421

4321

4321

 

7.30. min,x3xx2xL
5321

 

.5,...,1j,0x

,5xxxx3x

,2x3x2xx2x2

,3xx2xx

j

54321

54321

5321

 

11.8. Решить задачи, используя алгоритм  
двойственного симплекс-метода 

8.1. max,x2xxL
321

 8.2. max,x5x3x2L
421

 

.0x,x,x

,6x2x

,4xx

,8xxx

321

21

21

321

 

.0x,x

,18x2x3

,10x2x

,12xx2

21

21

21

21
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8.3. min,xx4x2L
321

 8.4. min,x3x3L
21

 

.0x,x,x

,3x2xx2

,3xxx

,4xx2x

321

321

321

321

 

.0x,x

,1x4x2

,1xx

,1x2x2

21

21

21

21

 

8.5. min,xx4x2L
321

 8.6. min,x5xx2L
321

 

.0x,x,x,x

,24x4x2x3

,18xxx3x5.1

4321

431

4321

 

.0x,x,x

,6x3xx2

,5xx5x

,4xxx

321

321

321

321

 

8.7. minx2x4x3xL
4321

 8.8. minxx2x4L
321

 

.0x,x,x,x

,24x4xx3x2

,27x5x4xx

4321

4321

4321

 

.0x,x,x

,8xxx2

,10xx

321

321

21

 

8.9. min,x3x2xL
321

 8.10. min,x25x3x2L
321

 

.0x,x,x

,6x2xx

,3x4xx

,2xx2x2

321

321

321

321

 

.0x,x,x

,12x2x4x3

,6x3x4x2

,6x3xx2

321

321

321

321

 

8.11. min,x3x6x4L
321

 8.12. min,x6x5x4L
321

 

.0x,x,x

,12x6x

,8x2x2x

,9x2xx3

321

21

321

321

 

.0x,x,x

,4x8xx

,3x4xx

,1x2xx

,5xxx

321

321

321

321

321

 

8.13. max,x5xx2L
321

 8.14. max,xx2x3L
321

 

.0x,x,x

,5xx5x

,4xxx

321

321

321

 

.0x,x,x

,6xx3x2

,3xx2x

,5xxx

321

321

321

321
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8.15. max,x6x4xL
321

 8.16. max,xxx2L
321

 

.0x,x,x

,6xxx

,17xx8x4

,2x2xx2

,15x4x2x

321

321

321

321

321

 

.0x,x,x

,6xxx2

,2xxx

321

321

321

 

8.17. min,x3x2x2L
321

 8.18. min,xxx2L
321

 

.0x,x,x

,1xx3x

,8xx4x

321

321

321

 

.0x,x,x

,2xxx2

,6xxx

321

321

321

 

8.19. max,xx2x2L
321

 8.20. minxx2x4L
321

 

.0x,x,x

,1xx3x

,8xx4x

321

321

321

 

.0x,x,x

,18xxx2

,10xx

321

321

21

 

8.21. max,x3x8x9x4x7xL
654321

 

.0x,x,x,x,x,x

,24x2x3xxx2

,18xxx2x3x2x3

654321

54321

654321

 

8.22. max,x3x2x4x2xL
54321

 

.0x,x,x,x,x

,12xx4x

,24xx3x2

,18xxxx3x2

54321

421

432

54321

 

8.23. max,x5xx8x2L
4321

 

.0x,x,x,x

,30x3x2x4x3

,24x2x4x2x

,18xx3xx2

4321

4321

4321

4321
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8.24. max,x4x3x2x2L
4321

 

.0x,x,x,x

,4x2x5x4x3

,3x3x2xx2

,2xxx2x

4321

4321

4321

4321

 

8.25. max,x5x8x7x4L
4321

 

.0x,x,x,x

,6x2xx2

,4x2xx

4321

321

421

 

8.26. min,x4x3x2x2L
4321

 

.0x,x,x,x

,3x3xxx2

,2xxx2x2

4321

4321

4321

 

8.27. min,xx2xx2x3xL
654321

 

.0x,x,x,x,x,x

,7x2xx2xx3x4

,10xx3xx2x2

654321

654321

65321

 

8.28. max,x2xx3xL
4321

 

.0x,x,x,x

,2x2xxx

,4x2x4x6x5

4321

4321

4321

 

8.29. min,x6x5x4x3L
4321

 

.0x,x,x,x

,4x4xx2x3

,5x5xxx2

4321

4321

4321

 

8.30. min,x4x5x2x4L
4321

 

.0x,x,x,x

,3xxx2x

,2xxxx2

4321

4321

4321
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11.9. Сформулировать двойственную задачу к исходной  
задаче и найти решение симметричной пары задач 

9.1. max,x6x2x5L
321

 9.2. max,xx3x7L
321

 

.3,2,1j,0x

,1x2xx3

,9x3xx2

,6xxx

j

321

321

321

 

.3,2,1j,0x

,5xx

,2x2x3x

,4xx

,3x2x

j

21

321

21

21

 

9.3. max,xxxL
321

 9.4. max,xx8x6L
321

 

.3,2,1j,0x

,2xx2x4

,2xxx2

j

321

321

 

.3,2,1j,0x

,4x2x

,3xxx

j

21

321

 

9.5. max,xx4x3L
321

 9.6. min,x6x2L
21

  

.4,...,1j,0x

,3xxx

,7xx2x

,5xx3x

j

421

432

421

 

.3,2,1j,0x

,1xxx

,4x3x

,6xx3x

j

321

32

321

  

9.7. max,x2x3xL
321

 9.8 min,xxxL
321

 

.3,2,1j,0x

,5x4x3x

,4x2x2x3

,1xxx

j

321

321

321

 

.4,...,1j,0x

,6x2x

,3xx2

,5xx2x

j

41

42

321

 

9.9. min,xx2xL
321

 9.10. max,x5x6xL
321

 

.3,2,1j,0x

,4x3x2x

,14xxx2

j

321

321

 

.3,2,1j,0x

,5xx2x

,4x3xx2

j

321

321

 

9.11. max,x6x2xL
321

 9.12. min,xxxL
321

 

.4,...,1j,0x

,2x2x3xx

,5xx4x4x

j

4321

4321

 

.3,2,1j,0x

,1xx

,1x2xx2

j

31

321
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9.13. max,xxx2L
321

 9.14. max,xx2xL
321

 

.4,...,1j,0x

,5xxx2x

,3xxxx2

j

4321

4321

 

.4,...,1j,0x

,3xxxx

,1xxxx

j

4321

4321

 

9.15. max,x5xx7L
421

 9.16. max,x4xL
41

 

.4,...,1j,0x

,5x4x3xx3

,2x2xx2x3

j

4321

4321

 

.4,...,1j,0x

,5x2xx

,3xxxx

,4xx

j

321

4321

32

 

9.17. min,x5xx2xL
4321

 9.18. max,xx3L
21

  

.4,...,1j,0x

,4xxx2x3

,5x5xxx2

j

4321

4321

 

.2,1j,0x

,6xx3

,4xx2

,1xx

j

21

21

21

 

9.19. min,x3xxL
421

 9.20. max,xxx2L
431

 

.4,...,1j,0x

,5xxx2x

,7x3x2xx

j

4321

4321

 

.4,...,1j,0x

,8x2x3xx

,4x3xx2x

j

4321

4321

 

9.21. max,xx2x4L
421

 9.22. min,xx2xL
521

 

.4,...,1j,0x

,3x3xx2x

,2x2x4xx

j

4321

4321

 

.5,...,1j,0x

,24x3x2xx

,6xx3xxx2

,10xxx5x

j

5432

54321

4321

 

9.23. max,xx3x2x4L
5321

 9.24. max,xxL
21

 

.5,...,1j,0x

,15xxxx4

,21xxxx4

,2xxxx3

j

5321

5421

4321

 

.5,...,1j,0x

,3xxx4x2

,15xxx4x

,6xxxxx4

j

4321

5321

54321

 



 110 

9.25. min,x2xxL
321

 9.26. max,x2xxL
421

 

.4,...,1j,0x

,2xxx

,0xx4xx

,3xx2xx

j

321

4321

4321

 

.4,...,1j,0x

,6xx4x

,1xx2x

,4x3xx2x

j

431

432

4321

 

9.27. max,x2xx3L
432

 9.28. max,xxx4L
321

 

.4,...,1j,0x

,1x4x2xx3

,5xxxx3

1

4321

4321

 

.4,...,1j,0x

,3x3xx2x

,2x2x2xx

j

4321

4321

 

9.29. max,xx5xxL
4321

 9.30. min,x3x4L
52

  

.4,...,1j,0x

,12xx6xx

,6xxx2x3

,4x2xx

j

4321

5432

321

 

.5,...,1j,0x

,5xx9x

,1xxx

,2xxxxx

j

321

421

54321

  

11.10. Для исходной задачи составить двойственную.  
Решить обе задачи симплексным методом  

или двойственным симплексным методом и по решению  
каждой из них найти решение другой. Одну из задач  

решить графическим методом 

10.1. min,xx4x2L
321

 10.2. min,xx5x6L
321

 

.3,...,1j,0x

,2xx

,3xxx

j

32

321

 

.3,...,1j,0x

,3xxx2

,1xxx3

j

321

321

 

10.3. max,xx2L
21

 10.4. min,x3x6x8L
321

 

.2,1j,0x

,3x3x

,6x3x2

,6x2x

j

21

21

21

 

.3,...,1j,0x

,4x3x3x2

,1xx2x

j

321

321
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10.5. min,xx2x3L
321

 10.6. max,xxxL
321

 

.3,...,1j,0x

,1xxx

,2xx2x

j

321

321

 

.3,...,1j,0x

,2xxx2

,6xxx

j

321

321

  

10.7. max,xx2x3xL
4321

 10.8. min,xx3L
21

  

.4,...,1x

,3xxxx

,1xxx

j

4321

421

 

.2,1j,0x

,6x2x3

,8xx2

,4xx2

j

21

21

21

 

10.9. min,xx6x10L
321

 10.10. min,xx6x4L
321

  

.3,...,1j,0x

,1xx2x5

,3xx3x2

j

321

321

 

.3,...,1j,0x

,1xx3x

,1xx2x2

j

321

321

 

10.11. max,xxx2L
321

 10.12. minxx2xL
321

  

.3,...,1j,0x

,2xxx2

,6xxx

j

321

321

 

.3,...,1j,0x

,20x8,0x5,0

,60x2,0x5,0x

j

31

321

 

10.13. min,x2x5x3L
321

 10.14. min,x10x4x6x5L
4321

 

.3,...,1j,0x

,2x2xx

,1xxx

j

321

321

 

.4,...,1j,0x

,2x2xxx

,4x2x4xx2

j

4321

4321

 

10.15. min,x4x5x2x4L
4321

 

.4,...,1j,0x

,3xxx2x

,2xxxx2

j

4321

4321

 

10.16. min,xx3x2x2L
4321

 

.4,...,1j,0x

,3x3xxx2

,2xxx2x2

j

4321

4321
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10.17. min,x6x5x4x3L
4321

 

.4,...,1j,0x

,4x4xx2x3

,5x5xxx2

j

4321

4321

 

10.18. min,x3xx2x2L
4321

 

.4,...,1j,0x

,2x3xxx2

,1xxx2x

j

4321

4321

 

10.19. min,xxx3L
321

 10.20. min,xx3x2L
321

 

.3,...,1j,0x

,2xx3x

,1x2x4x

j

321

321

 

.3,...,1j,0x

,3xxx

,1xxx

j

321

321

 

10.21. min,xx6xL
321

 10.22. min,xx3x2L
321

 

.3,...,1j,0x

,1x2x2x2

,3xx3x

j

321

321

 

.3,...,1j,0x

,2xxx2

,3xxx

j

321

321

 

10.23. max,x2x3xL
321

 10.24. min,x7xxL
321

  

.3,...,1j,0x

,1x2xx

,2xx3x

j

321

321

 

.3,...,1j,0x

,1xx2x2

,2xx3x

j

321

321

 

10.25. min,xx2x3L
321

 10.26. min,xx5x3L
321

 

.3,...,1j,0x

,2xxx

,1xx2x

j

321

321

 

.3,...,1j,0x

,1x2x2x

,2xxx

j

321

321

 

10.27. min,x2x4x3L
321

 10.28. min,xxx4L
321

  

.3,...,1j,0x

,1x2x3

,3xxx

j

21

321

 

.3,...,1j,0x

,3x2x2x

,1xxx

j

321

321
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10.29. min,x2xL
21

 10.30. min,xx2L
21

 

.2,1j,0x

,2xx2

,3xx

,2x2x

1

21

21

21

 

.2,1j,0x

,6x3x2

,4xx2

,4x4x

j

21

21

21

 

11.11. Решить следующие задачи распределительным  
методом и методом потенциалов 

11.1. ;20;60;80:A  11.2. ;30;70;30:A  

;60;40;60:B  ;50;60;20:B  

.

652

765

865

C  .

361

245

623

C  

11.3. ;80;150;90:A  11.4. ;40;110:A  

;120;110;90:B  ;50;30;50;20:B  

.

683

2110

534

C  .
3762

3424
C  

11.5. ;60;150:A  11.6. ;110;90:A  

;70;50;30;40;20:B  ;30;40;50;80:B  

.
26123

434510
C  .

7135

2573
C  

11.7. ;30;50;110:A  11.8. ;10;60;30:A  

;50;70;30;40:B  ;20;25;40;15:B  

.

4350

2743

8325

C  .

3718

9352

4637

C  

11.9. ;30;40:A  11.10. ;25;40:A  

;20;40;10:B  ;20;35;10:B  

.
862

155
C  .

983

237
C  
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11.11. ;20;55;25:A  11.12. ;80;50;90:A  

;20;20;15;45:B  ;70;70;80:B  

.

2486

2836

10359

C  .

653

248

534

C  

11.13. ;20;55;25:A  11.14. ;40;50;100:A  

;25;30;45:B  ;80;40;70:B  

.

483

836

359

C  .

653

746

323

C  

11.15. ;40;50;30:A  11.16. ;30;55;25:A  

;30;50;20;20:B  ;20;30;15;45:B  

.

75102

95510

1664

C  .

3428

2336

2356

C  

11.17. ;60;30;50:A  11.18. ;40;200:A  

;50;50;40:B  ;70;50;120:B  

.

081

753

246

C  .
541

623
C  

11.19. ;70;50:A  11.20. ;50;10;50;40:A  

;30;60;30:B  ;80;70:B  

.
631

487
C  .

21

52

47

36

C  

11.21. ;50;10;50;40:A  11.22. ;35;15;20:A  

;90;60:B  ;30;25;15:B  

.

21

52

46

37

C  .

233

335

162

C  



 115 

11.23. ;120;110;20:A  11.24. ;40;90;20:A  

;50;60;30;40;70:B  ;40;20;10;40;15;25:B  

.

23412

54387

67524

C  .

277366

953872

745289

C  

11.25. ;50;70;30:A  11.26. ;50;40;60;10:A  

;20;60;20;40;10:B  ;30;40;60;20;70;30:B  

.

42675

37549

26372

C  .

435761

962483

648375

254837

C  

11.27. ;140;100;90;130:A  11.28. ;60;40;30;120:A  

;90;100;80;30;50;110:B  ;30;20;80;90;30:B  

.

631582

841447

653218

1028632

C  .

12443

47856

62523

36482

C  

11.29. ;50;40;20:A  11.30. ;70;40;80:A  

;40;30;30;10:B  ;60;90;40:B  

.

23311

43276

56423

C  .

673

218

534

C  

11.12. Решить транспортную задачу распределительным  
методом и методом потенциалов 

12.1. В пунктах А и В находятся соответственно 150 т. и 90 т. горюче-

го. Пунктам 1, 2, 3 требуется соответственно 60, 70, 110 т. Горючего. Стои-

мость перевозки 1т. Горючего из пункта А в пункты 1, 2, 3 равна 60, 10, 40 

тыс. руб. за 1 т. соответственно, а из пункта В в пункты 1, 2, 3 – 120, 20, 80 

тыс. руб. за 1 т. соответственно. Составьте план перевозок горючего, мини-

мизирующий общую сумму транспортных расходов. 

12.2. В угольном бассейне добывается уголь, который хранится на 

трех складах в количестве 120, 60, 100 ед. соответственно. Добытый 

уголь доставляется четырем энергетическим установкам в количестве 

70, 90, 50, и 70 ед. Стоимость доставки 1 ед. угля из каждого склада со-
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ответствующим энергетическим установкам задана матрицей 

5487

9652

4375

. Определить оптимальный план доставки угля энергети-

ческим установкам, обеспечивающий суммарные минимальные затраты. 

12.3. Три завода выпускают комбайны, которые отправляются по-

требителям. Первый завод поставляет 50 комбайнов, второй – 

40 комбайнов, третий – 70 комбайнов. Каждому из потребителей требу-

ется соответственно 30, 50, 40 и 40 комбайнов. Стоимость перевозки 

одной единицы техники от поставщика потребителю задана матрицей 

стоимостей 

55711

4975

98610

. Составьте оптимальный план, обеспечи-

вающий общую минимальную стоимость перевозки комбайнов. 

12.4. На двух складах А и В находится по 90 т. горючего. Перевозка 

одной тонны горючего со склада А в пункты 1, 2, 3 соответственно сто-

ит 1, 3 и 5 д.е., а перевозка одной тонны со склада В в те же пункты – 

соответственно 2, 5 и 4 д.е. В каждый пункт надо доставить по одинако-

вому количеству тонн горючего. Составить такой план перевозки горю-

чего, при котором транспортные расходы будут наименьшими.  

12.5. В резерве трех железнодорожных станций А, В, С находятся 

соответственно 60, 80, 100 вагонов. Составить оптимальный план 

перегона этих вагонов к четырем пунктам погрузки хлеба, если пункту 1 

необходимо 40 вагонов, пункту 2 – 60 вагонов, пункту 3 – 80 вагонов и 

пункту 4 – 60 вагонов. Стоимости перегонов одного вагона со станции 

А в указанные пункты соответственно равны 1, 2, 3, 4 д.е., со станции 

В – 4, 3, 2 и 1 д.е., со станции С – 1, 2, 2, 1 д.е. 

12.6. Завод имеет три цеха А, В, С и четыре склада.1, 2, 3, и 4. Цех 

А производит 30 тыс. шт. изделий, цех В – 40 тыс. шт., цех С – 20 тыс. 

шт. Пропускная способность складов за то же время характеризуется 

следующими показателями: склад 1 – 20 тыс. шт., склад 2 – 30 тыс. шт., 

склад 3 – 30 тыс. шт., склад 4 – 10 тыс. шт. Стоимости перевозки 1 тыс. 

шт. изделий из цеха А в склады 1, 2, 3, 4 соответственно равны 2, 3, 2, 

4 д.е., из цеха В – 3, 2, 5, 1 д.е., из цеха С – 4, 3, 2, 6 д.е. Составить такой 

план перевозки изделий, при котором расходы на перевозку 90 тыс. шт. 

изделий были бы минимальными. 

12.7. На трех автобазах имеются автобусы в количестве 35, 45, 

50 шт. соответственно для обслуживания четырех маршрутов. Для 

перевозки пассажиров каждому из маршрутов требуется автобусов в 

количестве 40,25, 35 и 30 шт. соответственно. Расходы по эксплуатации 
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каждой транспортной единицы заданы матрицей 

91075

121189

712810

. 

Распределить имеющиеся транспортные средства (автобусы) по 

маршрутам таким образом, чтобы общие расходы были минимальными. 

12.8. Три завода выпускают грузовые автомобили, которые отправ-

ляются четырем потребителям. Первый завод поставляет 90 платформ 

грузовиков, второй – 30 платформ, третий – 40 платформ. Требуется 

поставить платформы следующим потребителям: первому – 70 шт., вто-

рому – 30 шт., третьему – 20 шт., четвертому – 40 шт. Стоимость пере-

возки одной платформы от поставщика до потребителя указана в сле-

дующей таблице (д.е.):  

Поставщики 
Потребители  

I II III IV 

1 
2 
3 

18 
10 
16 

20 
20 
22 

14 
40 
10 

10 
30 
20 

 

Составьте оптимальный план доставки грузовых автомобилей, 

обеспечивающий минимальные расходы. 

12.9. На складах А, В, С находится сортовое зерно 100, 150, 250 т., 

которое нужно доставить в четыре пункта. Пункту 1 необходимо 

поставить 50 т., пункту 2 – 100 т., пункту 3 – 200 т., пункту 4 – 150 т. 

сортового зерна. Стоимость доставки 1 т. зерна со склада А в указанные 

пункты соответственно равна (д. е.) 80, 30, 50, 20; со склада В – 40, 10, 

60, 70; со склада С – 10, 90, 40, 30. Составьте оптимальный план 

перевозки зерна из условия минимума стоимости перевозки.  

12.10. Груз, находящийся на трех складах и требующий для 

перевозки 60, 80, 106 автомашин соответственно, необходимо перевезти 

в четыре магазина, Первому магазину требуется 44 машины груза, 

второму – 70, третьему- 50 и четвертому – 82 машины. Стоимость 

пробега одной автомашины за 1 км составляет 10 д.е. Расстояния от 

складов до магазинов указаны в таблице: 

Склады 
Машины 

1 2 3 4 

1 

2 

3 

18 

2 

12 

17 

7 

18 

6 

10 

2 

8 

41 

22 
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Составьте оптимальный по стоимости план перевозки груза от 

складов до магазинов. 

12.11. Имеются два хранилища с однородным продуктом, в кото-

рых сосредоточено 200 и 120 т. продукта соответственно. Продукты 

необходимо перевезти трем потребителям соответственно в количестве 

80, 100 и 120 т. Расстояния (в км) от хранилищ до потребителей заданы 

в таблице: 

Хранилище 
Потребители 

1 2 3 

1 

2 

20 

60 

30 

20 

50 

40 

 

Затраты на перевозку 1 т. продукта на 1 км постоянны и равны 

5 д.е. Определите план перевозок продукта от хранилищ до потребите-

лей из условия минимизации транспортных расходов.  

12.12. На трех складах оптовой базы находится товар в количест-

вах, равных соответственно 140, 300 и 180 т. Этот товар необходимо 

завезти в пять магазинов, каждый из которых должен получить соответ-

ственно 90, 120, 230, 180 и 60 т. С первого склада товар не предоставля-

ется возможным перевозить во второй и пятый магазины, а из второго 

склада в третий магазин было завезено 100 т. товара. Зная стоимости 

перевозки 1 т. товара с каждого из складов в соответствующие магази-

ны, которые определяются матрицей 

82325

65134

02807

, составьте план 

перевозок, обеспечивающий минимальную общую стоимость перевозок. 

12.13. Строительный песок добывается в трех карьерах и доставля-

ется на четыре строительные площадки. Производительность карьеров 

за день составляет соответственно 45 т, 35 т, 40 т., Потребности в песке 

строительных площадок составляют соответственно 30 т, 40 т, 50 т. 

Транспортные расходы определены матрицей 

4653

4611

5234

. Опреде-

лить план закрепления строительных площадок за карьерами. Обеспе-

чивающий минимальные расходы. 

12.14. Продукция выпускается на трех заводах в количестве 340, 

300, 460. Спрос на эту продукцию определяется соответственно в коли-

честве 350, 200, 450 и 100. Транспортные расходы на доставку 1 ед. 

продукции с i-го завода (i = 1, 2, 3) k-му потребителю (k = 1, 2, 3, 4) оп-
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ределены матрицей 

1854

3215

1643

. Определить оптимальный план при-

крепления потребителей к заводам из условия минимизации затрат на 

транспортировку. 

12.15. На трех железнодорожных станциях А, В, С скопилось 120, 

110 и 130 незагруженных вагонов. Эти вагоны необходимо перегнать на 

железнодорожные станции 1, 2, 3, 4 и 5. На каждой из этих станций по-

требность в вагонах равна соответственно 80, 60, 70, 100 и 50. Учиты-

вая, что с железнодорожной станции В не предоставляется возможным 

перегнать вагоны на станции 2 и 4, и зная, что тарифы перегонки одного 

вагона определяются матрицей 

43698

20503

76142

, составьте такой план 

перегонов вагонов, чтобы общая стоимость была минимальной. 

12.16. Груз доставляется в пункты 1, 2, 3, и 4 в количестве 30, 40, 50 

и 60 единиц со складов А, В, С и Е, в которых находился данный груз в 

количестве 20, 40, 50 и 70 единиц. Стоимость перевозки единицы груза 

от каждого поставщика каждому потребителю задана матрицей 

6347

8945

9876

8569

. Требуется составить такой план перевозок, при котором 

общая стоимость перевозки груза минимальна. 

12.17. Имеются четыре хранилища с однородным продуктом, в ко-

торых сосредоточено 200 т, 120 т, 150 т, 130 т продукта соответственно 

Продукты необходимо перевезти трем потребителям соответственно в 

количестве 200 т, 250 т, 150 т. Расстояния от хранилищ до потребителей 

(в км) заданы в таблице:  

Хранилище 
Потребители 

1 2 3 

1 

2 

3 

4 

20 

50 

60 

30 

30 

20 

40 

30 

50 

40 

30 

60 
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Затраты на перевозку 1 т продукта на 1 км постоянны и равны 5 д.е. 

Определить план перевозок продукта от хранилищ до потребителей из 

условия минимизации транспортных расходов. 

12.18. промышленный концерн имеет два завода и пять складов в 

различных регионах страны. Каждый месяц первый завод производит 

40 ед. продукции, а второй – 70 ед. продукции. Вся продукция, произве-

денная заводами, должна быть направлена на склады. Вместимость пер-

вого склада равна 20 ед. продукции, второго – 30, третьего – 15, четвер-

того – 27, пятого – 28 ед. продукции. Издержки транспортировки про-

дукции от завода до склада заданы матрицей 

750560630525450

720500650480250
. Распределите план перевозок из условия 

минимизации ежемесячных расходов на транспортировку. 

12.19. Три нефтеперерабатывающих завода с суточной производи-

тельностью 10, 8, 7 млн галлонов бензина снабжают четыре бензохра-

нилища, спрос которых составляет 6, 7, 8 и 5 млн галлонов. Бензин 

транспортируется в бензохранилища по трубопроводу. Стоимость пере-

качки бензина на 1 км составляет 5 д.е. на 100 галлонов. Завод 1 не свя-

зан с хранилищем 3. Расстояние от заводов до бензохранилищ заданы 

матрицей 

150120250200

12060180420

1500150100

. Распределите план перевозок из усло-

вия минимизации транспортных затрат. 

12.20. На четырех складах находится соответственно 150, 100, 90 и 

110 т горючего. Пунктам 1, 2, 3 требуется соответственно 160, 110, 180 т 

горючего. Стоимость перевозки 1 т горючего с i-го склада (i = 1, 2, 3, 4) 

в k-й пункт (k = 1, 2, 3) задана матрицей стоимостей 

502070

405030

608020

401060

. Со-

ставьте план перевозок горючего, минимизирующий общую стоимость 

транспортных расходов. 

12.21. Автомобили перевозятся на трайлерах из трех центров четы-

рем продавцам в количестве 50, 60, 80 и 50 шт. соответственно. В каж-

дом из трех центров находилось соответственно 90, 100 и 50 шт. авто-

мобилей. Стоимость перевозки одной единицы транспортного средства 
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задана матрицей 

7585

8597

41068

. Найдите минимальные суммарные 

затраты на перевозку автомобилей. 

12.22. Овощи, хранящиеся на четырех складах в количестве 50, 60, 

45 и 65 т соответственно, необходимо вывезти трем магазинам. Каждый 

магазин должен получить овощи в количестве 100, 80 и 40 т соответст-

венно. Со второго склада овощи не вывозятся в третий магазин, а с чет-

вертого склада – во второй. Стоимость перевозки 1т овощей с каждого 

из складов в соответствующие магазины задана матрицей 

305

876

045

796

. 

Составьте план перевозок, обеспечивающий минимальную общую 

стоимость перевозок. 

12.23. В резерве трех железнодорожных станций А, В, С находятся 

соответственно 100, 80, 120 вагонов. Составить оптимальный план 

перегона этих вагонов к четырем пунктам погрузки товара, если пункту 

1 необходимо 90 вагонов, пункту 2 – 80 вагонов, пункту 3 – 70 вагонов 

и пункту 4 – 60 вагонов. Стоимости перегонов одного вагона со станции 

А в указанные пункты соответственно равны 4, 5, 3, 4 д.е., со станции 

В – 1, 3, 5 и 1 д.е., со станции С – 6, 2, 7, 1 д.е. 

12.24. В угольном бассейне добывается уголь трех сортов в относи-

тельных долях 20%, 60%, 15%. Добытый уголь доставляется четырем 

энергетическим установкам. Заданы теплотворные способности каждого 

из сортов топлива (в ккал/кг): 2800; 3000; 3500, потребности установок 

(в млн. ккал): 10; 25; 15; 30 и затраты по добыче 1 т. каждого сорта (в 

руб.): 8, 10, 15. Определить требуемый объем добычи и распределение 

разных сортов угля между энергетическими установками из условия 

минимизации суммарных затрат. 

12.25. На строительном полигоне имеются два кирпичных завода, 

объем производства которых в сутки равен 600 и 700 т. Заводы удовле-

творяют потребности пяти строительных объектов соответственно в 

количестве 250, 300, 150, 200 и 400 т. Кирпич на строительные объекты 

доставляется автотранспортом. Стоимость перевозки 1 т. кирпича с ка-

ждого из заводов соответствующим строительным полигонам указана в 

матрице стоимостей 
97576

45397
. Определить план перевозки кир-

пича строительным полигонам, обеспечивающий минимальную стои-

мость перевозки. 
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12.26. На трех складах оптовой базы сосредоточен однородный 

груз в количествах 90, 60 и 150 ед. Этот груз необходимо перевезти в 

четыре магазина. Каждый из магазинов должен получить соответствен-

но 120, 40, 60 и 80 ед. груза. Тарифы перевозок единицы груза из каж-

дого из складов во все магазины задаются матрицей 

2412

2135

3432

Ñ . 

Составить такой план перевозок, при котором общая стоимость яв-

ляется минимальной. 

12.27. Производственное объединение имеет в своем составе три 

филиала, которые производят однородную продукцию соответственно в 

количествах, равных 50, 30 и 10 ед. Эту продукцию получают четыре 

потребителя, расположенные в разных местах. Их потребности соответ-

ственно равны 30, 30, 10 и 20 ед. Тарифы перевозок единицы продукции 

от каждого из филиалов соответствующим потребителям задаются мат-

рицей 

4423

5132

1421

Ñ . 

Составить такой план прикрепления получателей продукции к ее 

поставщикам, при котором общая стоимость перевозок является мини-

мальной. 

12.28. Три предприятия данного экономического района могут 

производить некоторую однородную продукцию в количествах, соот-

ветственно равных 180, 350 и 20 ед. Эта продукция должна быть по-

ставлена пяти потребителям в количествах, соответственно равных 110, 

90, 120, 80 и 150 ед. Затраты, связанные с производством и доставкой 

единицы продукции, задаются матрицей 

478136

35681

564127

Ñ . 

Составить такой план прикрепления потребителей к поставщикам, 

при котором общие затраты являются минимальными. 

12.29. На трех хлебокомбинатах ежедневно производится 110, 190 

и 90 т муки. Эта мука потребляется четырьмя хлебозаводами, ежеднев-

ные потребности которых равны соответственно 80, 60, 170 и 80 т. Та-

рифы перевозок 1 т муки с хлебокомбинатов к каждому из хлебозаводов 

задаются матрицей 

9853

12264

7918

Ñ . 
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Составить такой план доставки муки, при котором общая стои-

мость перевозок является минимальной. 

12.30. В трех хранилищах горючего ежедневно хранится 175, 125 

и 140 т бензина. Этот бензин ежедневно получают четыре заправочные 

станции в количествах, равных соответственно 180, 110, 90 и 40 т. Та-

рифы перевозок 1 т бензина с хранилищ к заправочным станциям зада-

ются матрицей 

112108

6421

3579

Ñ . 

Составит такой план перевозок бензина, при котором общая стои-

мость перевозок является минимальной. 
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