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Часть I. УЧЕБНО-ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ 

ВВЕДЕНИЕ 

Часто возникает необходимость, как в самой математике, так и ее 
приложениях в разнообразных областях получать решения математиче-
ских задач в числовой форме. (Для представления решения в графиче-
ском виде также требуется предварительно вычислять его значения.) 
При этом для многих задач известно только о существовании решения, 
но не существует конечной формулы, представляющей ее решение. Да-
же при наличии такой формулы ее использование для получения от-
дельных значений решения может оказаться неэффективным.  

Во всех этих случаях используются методы приближенного, в пер-
вую очередь численного решения. Методы численного решения матема-
тических задач всегда составляли неотъемлемую часть математики.  

Во многих случаях вычислительный алгоритм решения сложной зада-
чи строится из набора базовых компонент, представляющих собой алго-
ритмы решения некоторых стандартных математических задач. Изучение 
численных методов решения этих задач – необходимый элемент овладения 
современной технологией математического моделирования. 

При этом идея модели лежит в основе того, что можно назвать ме-
тодом вычислительной математики. Как правило, алгоритмы прибли-
женного решения базируются на том, что исходная математическая за-
дача заменяется (аппроксимируется) некоторой более простой или чаще 
последовательностью более простых задач. Решение этих более про-
стых задач трактуется как приближенное решение задачи исходной. Т.е. 
фактически используется некоторая модель исходной задачи.  

Метод приближенного решения поставленной задачи представляет 
собой итерационный процесс, т.е. процесс последовательного выпол-
нения заданных действий, разделенных получением промежуточных 
результатов. Для итерационных методов характерно получение при-
ближенного значения, с последующим его уточнением. 

Технологическая цепочка вычислительного эксперимента вклю-
чает в себя следующие этапы: 

– построение математической модели исследуемого объекта (сюда 
же относится и анализ модели, выяснение корректности поставленной 
математической задачи; 

– построение вычислительного алгоритма – метода приближенного 
решения поставленной задачи и его обоснование; 

– программирование алгоритма на ЭВМ и его тестирование; 
– проведение серии расчетов с варьированием определяющих па-

раметров исходной задачи и алгоритма; 
– анализ полученных результатов; 
Каждый из этих этапов допускает возврат к любому из предыду-

щих с целью его уточнения и корректировки. 
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Тема 1. ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ 
НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

1.1. Отделение корней уравнения 

Рассмотрим некоторую функцию ( )f x .  

Определение. Всякое число  , обращающее функцию в нуль, то 

есть такое, что ( ) 0f   , называется нулем функции или корнем урав-

нения 

( ) 0f x  . (1.1) 

Приближенное вычисление корня, как правило, распадается на две 

задачи: 

1. Отделение корней, то есть определение интервалов, в каждом из 

которых содержится только один корень уравнения. 

2. Уточнение корня, то есть вычисление его с заданной степенью 

точности. 

При отделении корней уравнения общего вида (1.1) часто исполь-

зуется известная из курса математического анализа теорема Больцано-

Коши: 

Теорема. Пусть функция ( )f x  непрерывна на отрезке  ;a b  и на 

концах отрезка принимает значения разных знаков, то есть 

( ) ( ) 0f a f b  . Тогда существует такая точка  , принадлежащая ин-

тервалу  ;a b , в которой функция обращается в ноль. 

Заметим, что корень будет единственным, если ( )f x  (или ( )f x ) 

существует и сохраняет знак на рассматриваемом отрезке. 

На практике начальное приближение может быть найдено различ-

ными способами: из физических соображений, из решения аналогичной 

задачи при других исходных данных, с помощью графических методов. 

Рассмотрим пример отделения корней нелинейного уравнения 

sin 0,25y x x    графическим методом в математическом пакете 

MathCad. 

Шаг 1. Ввести функцию ( )f x . 

Шаг 2. Вызвать мастер функций X-Y (декартовый график). 

Шаг 3. Ввести в местозаполнители имена переменных и функции, 

которые должны быть изображены на графике.  

Созданный график (рис. 1) можно изменить, в том числе меняя са-

ми данные, форматируя его внешний вид или добавляя дополнительные 

элементы оформления. 
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Рис. 1. 

1.2. Метод бисекций (деления отрезка пополам) 

Рассмотрим теперь задачу уточнения корня, то есть задачу вычис-

ления корня   с заданной степенью точности  . В дальнейшем во всех 

методах будем предполагать, что корень  , уравнения (1.1) отделен на 

отрезке  ;a b  и функция ( )f x  непрерывна вместе со своей производ-

ной. 

Пусть мы нашли отрезок  ;a b , на котором функция меняет знак, 

т.е. на котором находится значение корня.  

В качестве начального приближения корня принимаем середину 

этого отрезка: 0 ( ) / 2x a b  .  

Далее исследуем значения функции ( )f x  на концах отрезков 

 0;a x  и  0 ;x b . Тот из отрезков, на концах которого функция принима-

ет значения разных знаков, содержит искомый корень; поэтому его при-

нимаем в качестве нового отрезка  1 1;a b . Вторую половину отрезка 

 ;a b  на которой знак ( )f x  не меняется, отбрасываем. В качестве пер-

вого приближения корня принимаем 1 1 1( ) / 2x a b   и так далее (рис. 2). 

Таким образом, k-е приближение вычисляется по формуле 

( ) / 2k k kx a b  . 
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Рис. 2.  

После каждой итерации отрезок, на котором расположен корень, 

уменьшается вдвое, а после k  итераций он сокращается в 2k  раз. 

Пусть приближенное решение x  требуется найти с точностью до 

некоторого заданного числа 0  : x x   . Тогда это условие вы-

полняется, если 2k kb a   . Таким образом, итерационный процесс 

нужно продолжать до тех пор, пока не будет выполнено это условие. 

Метод деления отрезка пополам всегда сходится, причем можно 

гарантировать, что полученное решение будет иметь любую наперед 

заданную точность.  

Однако, метод деления отрезка пополам довольно медленный. Вы-

числим число итераций N , требуемое для достижения точности 0  . 

Для этого выясним, для каких k  выполняется условие 2k kb a   , и 

возьмем в качестве N  наименьшее из таких k . Окончательно получим 

2log
2

b a
k




 , 

2(log ) 1
2

b a
N




   , 

где ( )x  целая часть числа x . Обычно для метода деления отрезка по-

полам число итераций N  больше, чем для некоторых других методов, 

что не является препятствием к применению этого метода в математи-

ческих пакетах прикладных программ. 
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1.3. Метод хорд 

Одним из методов уточнения корня является метод хорд или, как 

еще его называют, метод пропорциональных частей. 

В данном методе процесс итераций состоит в том, что в качестве 

приближений корню уравнения (1.1) принимаются значения точек пере-

сечения хорды с осью абсцисс (рис. 4). 

 

b

0c1c

y

xa

1b

 

Рис. 3. 

Для реализации этого метода необходимо предварительно выбрать 

отрезок  ;a b , содержащий искомый корень  , так, чтобы 

( ) ( ) 0f a f b  , ( )f x  и ( )f x  сохраняли знак и не обращались в нуль 

при  ;x a b . 

Для определенности примем ( ) 0f a  , ( ) 0f b  . Сначала находим 

уравнение хорды AB :  

( )

( ) ( )

y f a x a

f b f a b a

 


 
, 

Для точки пересечения ее с осью абсцисс ( 0x x , 0y  ) получим 

уравнение  

0 ( )
( ) ( )

b a
x a f a

f b f a


 


. 
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Далее, сравнивая знаки величин ( )f a  и 0( )f x  для рассматривае-

мого случая, приходим к выводу, что корень находится в интервале 

0( , )a x , так как 0( ) ( ) 0f a f x  . Отрезок  0 ,x b  отбрасываем. Следую-

щая итерация состоит в определении нового приближения 1x  как точки 

пересечения хорды 1AB с осью абсцисс и т. д. 

Последовательность приближенных значений  nx  корня   стро-

ится по формуле 

1

( )
( ), 0,1,2...

( ) ( )

n
n n n

n

f x
x x x c n

f x f c
    


 

где c  – один из концов отрезка  ;a b , удовлетворяющий условию: 

( ) ( ) 0f c f c  . 

В качестве условия окончания итераций берем условие близости 

двух последовательных приближений: 

1k kx x   . (1.2) 

Абсолютная погрешность 1nx   приближения 1nx   оценивается 

формулой 

1

1

( )n

n

i

f x
x

m



  . 

Где величина im  определяется так, чтобы при  ;x a b  выполня-

лось неравенство: 

( ) 0if x m   . 

Метод деления отрезка пополам и метод хорд весьма похожи, в ча-

стности, процедурой проверки знаков функции на концах отрезка. При 

этом второй из них в ряде случаев дает более быструю сходимость ите-

рационного процесса. Кроме того, оба рассмотренных метода не требу-

ют знания дополнительной информации о функции ( )f x . Например, не 

требуется, чтобы функция была дифференцируема. Непрерывность 

( )f x  гарантирует успех применения этих методов. Более сложные ме-

тоды решения нелинейных уравнений используют дополнительную ин-

формацию о функции ( )f x , прежде всего свойство дифференцируемо-

сти функции. Как результат они обычно обладают более быстрой схо-

димостью, но в то же время, примени для более узкого класса функций, 

и их сходимость не всегда гарантирована. Примером такого метода 

служит метод Ньютона. 
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1.4. Метод касательных (Ньютона) 

Будем предполагать, как и в методе хорд, что функция ( )f x  на 

концах отрезка  ;a b  имеет разные по знаку значения; ее первая и вто-

рая производные сохраняют свои знаки и не обращаются в ноль при 

 ;x a b . Его отличие от предыдущего метода состоит в том, что на k -

ой итерации вместо хорды проводится касательная к кривой ( )y f x  

при 1kx x   и ищется точка пересечения касательной с осью абсцисс 

(рис. 6). При этом не обязательно задавать отрезок  ,a b , содержащий 

корень уравнения (1.1), а достаточно лишь найти некоторое начальное 

приближение корня 0x x . В качестве начального приближения 
0x  

выбирается тот конец отрезка  ;a b , в котором функция ( )f x  и ее вто-

рая производная ( )f x  имеют одинаковые по знаку значения. 

 

1c

0c

y

x

2c

 

Рис. 4 

Уравнение касательной, проведенной к кривой в точке 0 0( , ( ))x f x  

имеет вид  

0 0 0( ) ( )( )y f x f x x x    

Отсюда найдем следующее приближение корня как абсциссу точки 

пересечения касательной с осью х (у = 0):  
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0
1 0

0

( )

( )

f x
x x

f x
 


. 

Аналогично формула для k-го приближения имеет вид: 

1

( )
, 0,1,...

( )

n
n n

n

f x
x x n

f x
   


 

При этом необходимо, чтобы ( )nf x  не была равна нулю. Для окон-

чания итерационного процесса может быть использовано условие (1.2). 

Абсолютная погрешность полученного методом касательных при-

ближения 1nx  , определяется по формуле 

22
1 1

1

( )
2

n n n

M
x x x

m
     

где  

 
1

;
min ( ) ;
a b

m f x  

 
2

;
max ( )

a b
M f x . 

1.5. Метод простой итерации 

Для использования метода простой итерации исходное нелинейное 

уравнение записывается в виде  

( )x f x  

Пусть известно начальное приближение корня 0x x , подставляя 

это значение в правую часть уравнения получаем новое приближение 

1 0( )x f x . Подставляя каждый раз новое значение корня в уравнение 

получаем последовательность значений  

1( )k kx f x  . (1.3) 

Итерационный процесс прекращается, если результаты двух после-

довательных итераций близки, т.е. если выполнено неравенство  

1k k kx x x     . (1.4) 

При этом для обеспечения сходимости метода правая часть уравне-

ния (1.3) должна удовлетворять условиям: ( ) 1f x q  ,  ( ) ;f x a b  

при  ;x a b  и  0 ;x a b .  
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Абсолютная погрешность приближенного значения 
1nx  определя-

ется по формуле: 1 1
1

n n n

q
x x x

q
   


 

Алгоритм метода итераций: 

1. Задать  0 ;x a b . 2. 0N  . 3. Вычислить 1nx  , 1nx   по форму-

лам (1.3), (1.4). 4. Если 1nx   , то 1 1n nx x    , конец. 5. 1n n  , 

идти на шаг 3.  

Вопросы для самопроверки 

1. Что называется корнем уравнения? 

2. Что значит решить уравнение? 

3. Что значит отделить корень? 

4. В чем состоит суть графического отделения корней уравнения? 

5. Этапы решения уравнения с одной неизвестной. 

6. Способы отделения корней. 

7. Каким образом графическое отделение корней уточняется с по-

мощью вычислений? 

8. Словесное описание алгоритма метода половинного деления. 

9. Необходимые условия сходимости метода половинного деления. 

10. Условие окончания счета метода простой итерации. Погреш-

ность метода. 

11. Словесное описание алгоритма метода хорд.  

12. Графическое представление метода хорд. Вычисление погреш-

ности. 

13. Словесное описание алгоритма метода касательных (Ньютона). 

14. Графическое представление метода Ньютона. Условие выбора 

начальной точки. 
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Тема 2. МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ 
АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

2.1. Метод Гаусса 

Все методы решения систем уравнений можно разбить на условно 

точные и приближенные. К точным алгоритмам относятся – метод Кра-

мера, Гаусса, Жордана-Гаусса и т.д. Среди приближенных следует от-

метить, прежде всего, итерационные методы, метод квадратного корня и 

т.д. 

Запишем систему линейных уравнений следующим образом: 

Ax b . (2.1) 

Расширенная матрица А этой системы имеет вид: 

11 12 1 1

21 22 2 2

1 2

...

...

... ... ... ... ...

...

n

n

m m mn m

a a a b

a a a b
A

a a a b

 
 
 
 
  
 

. (2.2) 

На первом шаге элемент 11 0a   называется ведущим. Разделим на 

него первую строку матрицы А, в результате получим (2.3). 

112 1
1 2

11 11 11

... n
n

aa b
x x x

a a a
    . (2.3) 

Найдем 1x  из (2.3), подставим его значение во все остальные урав-

нения и тем самым исключим 1x  из всех уравнений, кроме первого. 

Взяв теперь полученную систему без первого уравнения, повторяем 

этот процесс, беря в качестве ведущего элемента коэффициент при 2x  и 

т.д. Этот процесс, называемый прямым ходом метода Гаусса, продолжа-

ется до тех пор, пока в левой части последнего ( n -го) уравнения не ос-

танется лишь один член с неизвестным nx , т.е. матрица системы будет 

приведена к треугольному виду. Обратный ход метода Гаусса состоит в 

последовательном вычислении искомых неизвестных: решая последнее 

уравнение, находим единственное неизвестное nx . Далее, используя это 

значение, из предыдущего уравнения вычисляем 1nx   и т.д. Последним 

находим ix  из первого уравнения. 

Одной из модификаций метода Гаусса является схема с выбором 

главного элемента. Она состоит в том, что требование 0kka   (на kka , 
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происходит деление в процессе исключения) заменяется более жестким: 

из всех оставшихся в матрице элементов нужно выбрать наибольший по 

модулю и представить уравнение так, чтобы этот элемент оказался на 

месте ведущего элемента kka . 

2.2. LU-разложения 

Представим матрицу A в виде произведения нижней треугольной 

матрицы L и верхней треугольной U. 

Введем в рассмотрение матрицы  

21

31 32

1 2 1

1 0 ... 0 0

1 ... 0 0

... 0 0

... ... ... ... ...

... 1m m mm

L



 

   

 
 
 
 
 
 
 
 

 

и 

11 12 1 1 1

(0) (0) (0)

22 2 1 2

(1) (1)

3 1 3

( 1)

...

0 ...

0 0 ...

.. ... ... ... ...

0 0 ... 0

m m

m m

m m

m

mm

a a a a

a a a

U a a

a









 
 
 
 
 
 
 
 

 

Можно показать, что A = LU. Это и есть разложение матрицы на 

множители. 

Абсолютная и относительная погрешности матрицы вводятся ана-

логично погрешностям вектора с помощью формул: 

 * *A A A   ,  
*

*
A A

A
A




  

где А – норма матрицы А. 

Обусловленность задачи. Так же как и другие задачи, задача вы-

числения решения системы может быть как хорошо обусловленной, так 

и плохо обусловленной.  

Теорема (об оценке погрешности решения по погрешностям 

входных данных). Пусть решение системы Ax b , а 
*x  – решение 

системы * * *A x b , тогда  
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        * * *x cond A b A     , 

где   1cond A A A   – относительное число обусловленности системы. 

Если число обусловленности больше 10, то система является плохо 

обусловленной, так как возможен сильный рост погрешности результата. 

2.3. Метод простой итерации 

При большом числе уравнений и неизвестных прямые методы ре-

шения СЛАУ мало применимы, т.к. их реализация требует слишком 

большого числа вычислений, а, следовательно, даже при точных исход-

ных данных неизбежно появляются погрешности вычислений, которые 

будут тем больше, чем больше самих вычислений. Поэтому для реше-

ния больших систем используются итерационные методы, которые об-

ладают следующими преимуществами: 

1. Если процесс итерации сходится быстро, т.е. количество при-

ближений меньше, чем порядок системы, то получается выигрыш во 

времени решения. 

2. Метод итераций является самокорректирующимся, т.е. отдель-

ные ошибки не отражаются на конечном результате решения. 

Пусть дана система линейных алгебраических уравнений (2.1). 

Приводя с помощью линейных преобразований эту систему к эквива-

лентному виду  

x cx d   

будем решать последнюю методом последовательных приближений.  

Взяв за нулевое приближение какой-либо вектор (0)x , вычислим 

приближение (1)x  по формуле 

(1) (0)x cx d  , (2.4) 

аналогично 

(2) (1)x cx d  , и т.д. (2.5) 

Последовательность векторов ( )kx , k=l,2,..., сходится к точному 

решению *x , т.е. 

*)k(
xx

k
lim





, (2.6) 

если норма матрицы c  

1c  . (2.7) 
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Норма c  определяется по одному из следующих способов: 

max ijm
i j

c a  ; 

max ijl
j i

c a 
; 

2

,
k

c ij
i j

a 
. 

Теорема. Метод простой итерации, реализующийся в процессе по-

следовательных приближений (2.5), сходится к единственному реше-

нию исходной системы (2.1) при любом начальном приближении (0)x  

со скоростью не медленнее геометрической прогрессии, если какая либо 

норма матрицы c  меньше единицы, то есть 1c  . 

2.4. Метод Зейделя 

Метод Зейделя отличается от метода простой итерации тем, что 

найдя какое-то значение для i-й компоненты, мы на следующем шаге 

используем его для отыскания следующей компоненты. Вычисления 

ведутся по формуле 

 ( ) ( ) ( ) ( 1) ( 1)
1 1 , 1 1 , 1 1

1k k k k k
i i i i i i i i i in n

ii

x b a x a x a x a x
a

 
           

Для сходимости данного итерационного процесса достаточно, что-

бы модули диагональных коэффициентов для каждого уравнения сис-

темы были не меньше сумм модулей всех остальных коэффициентов: 

ii ija a , 1,2,i n . 

(при этом, хотя бы для одного уравнения неравенство должно выпол-

няться строго) Эти условия являются достаточными для сходимости 

метода, но они не являются необходимыми.  

Проиллюстрируем этот метод на примере решения системы 

11 1 12 2 13 3 1

21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 3

,

,

.

a x a x a x b

a x a x a x b

a x a x a x b

  

  

  

 

Приближение с номером k  можно вычислить, зная приближение с 

номером 1k  , как  
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 ( ) ( 1) ( 1)
1 1 12 2 13 3

22

1k k kx b a x a x
a

    , 

 ( ) ( ) ( 1)
2 2 21 1 23 3

11

1k k kx b a x a x
a

   , 

 ( ) ( ) ( )
3 3 31 1 32 2

33

1k k kx b a x a x
a

   . 

Итерационный процесс продолжается до тех пор, пока значения 
( )
1

kx , 
( )
2
kx , 

( )
3
kx , не станут близкими с заданной погрешностью к значе-

ниям 
( 1)
1

kx 
, 

( 1)
2
kx 

, 
( 1)
3
kx 

. 

Вопросы для самопроверки 

1. Какие вы знаете группы методов решения систем линейных 

уравнений?  

2. Какие методы относятся к прямым методам решения систем ли-

нейных уравнений? 

3. Какие методы относятся к приближенным методам решения сис-

тем линейных уравнений? 

4. Что значит решить систему уравнений? 

5. В чем заключается суть метода Гаусса для решения систем ли-

нейных уравнений? 

6. В чем заключается суть метода LU-разложения для решения сис-

тем линейных уравнений? 

7. В чем заключается суть метода простой итерации для решения 

систем уравнений? 

8. Как привести систему к виду с преобладающими диагональными 

коэффициентами? 

9. В чем заключается суть метода Зейделя для решения систем 

уравнений? 

10. В чем отличие итерационного процесса метода Зейделя от ана-

логичного процесса метода простой итерации? 
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Тема 3. АППРОКСИМАЦИЯ ФУНКЦИЙ 

Пусть дискретному множеству значений аргумента ix  поставлено в 

соответствие множество значений функции ( )i iy f x  (i = 0,1,..., n). (эти 

значения – либо результаты расчетов, либо экспериментальные данные). 

Задача о приближении (аппроксимации) функции состоит в том, 

что данную функцию ( )f x  требуется приближенно заменить (аппрок-

симировать) некоторой функцией ( )x  так, чтобы отклонение ( )x  от 

( )f x  в заданной области было наименьшим. ( )x  – аппроксимирую-

щая функция.  

3.1. Многочлен Лагранжа 

Рассмотрим функцию  

 y f x , 

непрерывную на интервале  ,a b  и заданную некоторыми своими зна-

чениями   , 0,1,...,i iy f x i n   для соответствующих значений аргу-

мента 0 1 ... na x x x b     . Необходимо найти значение этой функ-

ции в точке  * *, , ix a b x x   и оценить погрешность полученного при-

ближенного значения. 

Один из возможных путей решения поставленной задачи заключа-

ется в следующем: 

1) строится многочлен степени не выше п 

  1
0 1 1... ,n n

n n nP x a x a x a x a
         (3.1) 

принимающий в точках ix  значения iy , т.е. значения коэффициентов 

многочлена – ia  – находятся из условия:  

  , 0,1,..., .n i iP x y i n   

Этот многочлен называется интерполяционным. Он всегда сущест-

вует и единственен. 

Функция  f x  представляется в виде:  

     n nf x P x R x  , (3.2) 
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где  nR x  – остаточный член интерполяционной формулы. Если 

функция f(x) имеет непрерывную производную порядка ( 1)n   на отрез-

ке  ,a b , то 

 
 

 
      

1

0 1 ... , ,
1 !

n

nn

f
R x x x x x x x a b

n






    


. (3.3) 

2) Вычисляется значение  *
nP x . Если значения iy , заданы при-

ближенно или же по каким-либо причинам вычисления не могут быть 

выполнены абсолютно точно, то фактически вычисляется лишь при-

ближенное значение  *
nP x  для точного значения  *

nP x . 

3) Приближенно принимается, что    * *
nf x P x . 

4) Оценивается погрешность метода по остаточному члену интер-

поляционной формулы: 

 
 

    * * * *1
1 0 1 ...

1 !

n
n n

M
R x x x x x x x

n

     


, (3.4) 

где 
 0

1
1

,
max ( )

n

n
n

x x
M f x

  . (3.5) 

5) Оценивается погрешность вычисления по погрешностям прибли-

женных значений исходных данных: 

   * *
2 n nP x P x   . (3.6) 

Таким образом, полная погрешность приближенного значения есть 

)x(P)x(f n

  21 . (3.7) 

Для достаточно гладких функций и достаточного количества узлов 

на интервале интерполирования погрешность метода будет достаточно 

мала. При достаточной точности исходных значений iy  и достаточной 

точности вычислений  *
nP x  вычислительная погрешность будет также 

достаточно мала; следовательно, приближенное значение  *
nP x  в этом 

случае будет достаточно мало отличаться от точного значения  *f x . 

При решении практических задач интерполяционный многочлен 

строят в различных формах. 



 19 

Одна из таких форм – интерполяционный полином Лагранжа: 

  0 1 1 1

0 0 1 1 1

( )( )...( )( )...( )

( )( )...( )( )...( )

n
i i n

in
i i i i i i i i n

x x x x x x x x x x
L x y

x x x x x x x x x x

 

  

    
 

    
 . (3.8) 

Остаточная погрешность значения  *
nL x , вычисленного по фор-

муле (3.8), оценивается формулой (3.4), а вычислительная погрешность 

по формуле (3.9) 

* * * * *
0 1 1 1

2

0 0 1 1 1

( )( )...( )( )...( )

( )( )...( )( )...( )

n
i i n

i

i i i i i i i i n

x x x x x x x x x x
y

x x x x x x x x x x

 

  

    
  

    
 , (3.9) 

где iy , – погрешность исходных данных (значений функции в узлах). 

Обычно интерполяционный полином составляется не по всем узлам 

таблицы, а лишь по некоторым, находящимся вблизи 
*x . 

В случае равноотстоящих узлов, то есть когда 

0 , 0,1,...,ix x i h i n    , где h – шаг интерполяции, целесообразно исполь-

зовать интерполяционные полиномы Стирлинга, Бесселя и Ньютона. 

Для более компактной записи этих полиномов обычно вводят поня-

тие конечных разностей. 

Будем называть конечными разностями первого порядка функции 

 y f x  в точке 
ix  следующие величины: 

1i i iy y y   , (3.10) 

а конечные разности к-го порядка определяются такими рекуррентными 

соотношениями: 

i

k

i

k

i

k yyy 1

1

1 



  . (3.11) 

Если все исходные значения iy  заданы с одной и той же погрешно-

стью * , то эта погрешность распространяется на разности порядка т с 

коэффициентом 2m  и быстро растет с ростом т:  * *2m m
iy    (это 

легко показать, если вспомнить определение погрешностей арифмети-

ческих действий). А так как соответствующие конечные разности 
m

iy , 

будут убывать с ростом т, то наступит такая ситуация, когда все по-

грешности конечных разностей станут сравнимы или больше самих ко-

нечных разностей, и их использование станет нецелесообразным. По-

этому порядок последних конечных разностей, которые еще целесооб-

разно использовать в вычислениях, называют порядком правильности 

таблицы конечных разностей, который, в свою очередь, определяет 
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максимально допустимый порядок интерполяционного полинома, 

строящегося для данной функции с заданным шагом интерполирования. 

Обратимся вновь к формуле (4.4) оценки остаточной погрешности 

интерполяционного полинома. На практике точно определить про-

изводную 
   1n

f x


 и ее максимальное по модулю значение 1nM   быва-

ет, как правило, невозможно, так как функция обычно задается лишь в 

виде таблицы своих значений. Поэтому прибегают к приближенной 

оценке 1nM  . Известно, что для функций, т раз непрерывно дифферен-

цируемых, конечные разности порядка по т включительно обладают 

следующим свойством: 

       , ,
m mm

i i i my h f x x       

На основании этого свойства 

 

1

,

1 1

max n
i

a b

n n

y

M
h



 



 . (3.12) 

3.2. Интерполяционный полином Стирлинга и Бесселя 

Пусть точка *x  расположена вблизи от некоторого узла, который 

назовем 0x . 

Для интерполирования выберем узлы, симметричные относитель-

но 0x : 

1 0 1... ,..., , , ,..., ,...k kx x x x x   

Введем в рассмотрение новую переменную 

0x x
t

h


 . (3.13) 

Выбор полинома осуществляется исходя из требования получения 

минимальной величины погрешности интерполяции и определяется 

величиной 
*t : если выполняется условие (3.14) 

*
* 0 0,25

x x
t

h


  , (3.14) 

то используется полином Стирлинга, если выполняется условие (3.15) 

*0,25 0,75t  , (3.15) 

то используем полином Бесселя. 
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Одно из условий (4.14) или (4.15) может быть обеспечено выбором 

соответствующего узла таблицы в качестве 0x . При этом полином 

Стирлинга – полином четной степени – строится по нечетному числу 

узлов; полином Бесселя – нечетной степени – строится по четному чис-

лу узлов. 

Итак, интерполяционный полином Стирлинга строится в виде: 

 
 

 
  

  

22 3 3
20 1 1 1 2

2 0

2 2 25 54
2 2 2 32

6
2 2 2 23

1

2 2! 2 3!

1 2
1

4! 2 5!

1 2 ...
6!

k

t ty y y y y
S t y t t

t t ty yy
t t

y
t t t

   

 



      
    

   
   


   

. (3.16) 

Оценка (3.4) остаточной погрешности значения  *

2kS t  может 

быть представлена в виде: 

   22 1 * * 22 1
1

12 1 !

k
kk

i

M
h t t i

k





  


  (3.17) 

или согласно (3.12): 

 

   2

2 1

, * * 2
1

1

max

2 1 !

k
ki

a b

i

y

t t i
k







  


  

Оценим теперь вычислительную погрешность результата 

 
2

2* * *0 1 1
0 ...

2 2!
k

y y y
S t y t t   

     

Как было сказано выше, абсолютная погрешность конечной раз-

ности порядка т есть *2m  , поэтому: 

 2* * *
2 1 2 2 ...t t      . (3.18) 

Если выполняется условие (3.18), то есть точка интерполирования 

находится вблизи середины отрезка между узлами 0x  и 1x  (если так 

пронумерованы эти узлы), и строится полином нечетной степени, то 

следует использовать узлы, симметричные относительно середины от-

резка между 0x  и 1x , то есть относительно точки 1/ 2t  . 
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Интерполяционный полином Бесселя для узлов 

1 0 1 2, 1... ,..., , , , ..., , ...k k kx x x x x x x    строится в следующем виде: 

 
 

 

2 2
0 1 0 0 1

2 1

3
1

11

2 1! 2 2 2!

1
1 ...

3! 2

k

t ty y y y y
B t t

y
t t t






     
     

 

  
    

 

. (3.19) 

Оценки остаточной и вычислительной погрешностей результата 

 *
2 1kB t  имеют соответственно следующий вид: 

 

 
   

 
 

2 2
1 1

,2 2 * *2 2
1

max

2 2 ! 2 2 !

k
k ki

a bkk

i k i k

y
M

h t i t i
k k


 



 



    
 

  ,

 * * * * * * *
2

1 4 1
1 2 2 ( 1) 1 ...

2 3 2
t t t t t t

  
             

  
. 

(3.20) 

 

3.3. Многочлен Ньютона 

I и II интерполяционные полиномы Ньютона используют для опре-

деления значений функции в точках, находящихся соответственно в 

начале и конце таблицы интерполирования. В этом случае не всегда 

имеется возможность выбора достаточного количества узлов (слева или 

справа) для построения необходимых конечных разностей 2 2 1,k kS B  . 

Пусть точка *x  расположена вблизи первого узла интерполирова-

ния 0x  на сетке 0 1, ,..., nx x x . Тогда следует использовать первую интер-

поляционную формулу Ньютона: 

   

       

2
0 0

0

3
0 0

1
1! 2!

1 2 ... 1 2 ... 1
3! !

I
n

n

y y
N t y t t t

y y
t t t t t t t n

n

 
    

 
        

, (3.21) 

где t  определяется формулой (3.13); 

0x  – ближайший к 
*x  узел слева. 

Оценки погрешностей приближенного значения  1 *
nN t  могут быть 

представлены в следующем виде: 
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 
   

 

 
   

1 * * *1
1

1

, * * *

1 ...
1 !

max

1 ...
1 !

nn

n
i

a b

M
h t t t n

n

y

t t t n
n





     




   


. (3.22) 

   * * *

* * * *
2

1 ...
1 2 2 ( 1) ... 2

!

n
t t t n

t t t
n

  
          
 
 

. 

Если точка интерполирования *x  расположена вблизи последнего 

узла сетки 0 1, ,..., nx x x , то используют второй интерполяционный поли-

ном Ньютона: 

   

       

2
1 1 2

3
3 0

1
1! 2!

1 2 ... 1 2 ... 1
3! !

II n n
n n

n
n

y y
N t y t t t

y y
t t t t t t t n

n

 



 
    

 
        

. (3.23) 

где nx  – ближайший к *x  узел справа, 
*( ) /nt x x h  . 

Оценки погрешностей приближенного значения  *II
nN t  можно за-

писать в виде: 

 
     

 
 

   

1

,1 * * * *1
1

0

* * * * * * *
2

max

1 ... ,
1 ! 1 !

2
1 2 2 ( 1) ... 1 ... 1

!

n
ni

a bnn

i

n

y
M

h t t t n t i
n n

t t t t t t n
n









       
 

 
            

 


 (3.24) 

3.4. Метод наименьших квадратов 

Нахождение сглаживающего многочлена сводится к нахождению 

аппроксимирующей функции, которая позволяет по заданным значени-

ям переменной х иметь теоретические значения функции ( )i iy f x .  

Задача состоит в том, чтобы найти функцию ( )f x , значения кото-

рой при ix x  мало отличались бы от опытных данных iy . 

Рассмотрим аппроксимирующую функцию вида y a b x   , На 

графике теоретические значения такой аппроксимирующей функции 

представляют линию (рис. 5). 
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Рис. 5. 

Для расчета параметров сглаживающего многочлена y a b x    

используют метод наименьших квадратов (МНК).  

МНК позволяет получить такие оценки параметров, при которых 

сумма квадратов отклонений значений полученных сглаживающим 

многочленом ( , )np x a  от теоретических ( )i iy f x минимальна, т.е. 

 
2

( , ) ( ) minn ip x a f x  . 

Геометрический смысл МНК: из всего множества линий линия рег-

рессии на графике выбирается так, чтобы сумма квадратов расстояний 

по вертикали между точками и этой линией была бы минимальной. 

Обозначим через ( )i i iy f x   , а через 

i

i

S      
2 2

( )i i i i

i i

y f x y a b x       вычислим частные про-

изводные по каждому из параметров а и b и приравняем их к нулю. 

2

2 2 2 0;

2 2 2 0.

dS
y n a b x

da

dS
y x a x b x

db


       


        


 

  
 

Для нахождения коэффициентов сглаживающего многочлена реша-

ется следующая система относительно a и b: 

1 1

2

1 1 1

,

.

n n

i i

i i

n n n

i i i i

i i i

na b x y

a x b x y x

 

  


 



  



 

  

 



 25 

Можно воспользоваться готовыми формулами, которые вытекают 

из этой системы: 

2 2
,    

y x y x
a y b x b

x x

  
   


. 

В итоге получаем сглаживающий многочлен вида: y a b x   . 

3.5. Интерполяция кубическими сплайнами 

Сплайн-функции это специальным образом построенные много-

члены третьей степени. Они представляют собой некоторую математи-

ческую модель гибкого тонкого стержня из упругого материала. Если 

закрепить его в двух соседних узлах интерполяции с заданными углами 

наклонов. 

Пусть форма этого стержня определяется функцией ( )y S x . Из 

курса сопротивления материалов известно, что между каждой парой 

соседних узлов интерполяции функция ( )S x  является многочленом 

степени не выше третьей. 

Возможность построения многочлена, равномерно приближающего 

данную функцию, следует из теоремы Вейерштрасса об аппроксимации.  

Теорема. Если функция ( )f x  непрерывна на отрезке [ , ]a b , то для 

любого 0   существует многочлен ( )mS x  степени m , абсолютное 

отклонение которого от функции ( )f x  на отрезке [ , ]a b  меньше 0  .  

В частности, если функция ( )f x  на отрезке [ , ]a b  разлагается в 

равномерно сходящийся степенной ряд, то в качестве аппроксимирую-

щего многочлена можно взять частичную сумму этого ряда.  

Существование и единственность многочлена наилучшего равно-

мерного приближения вытекает из следующей теоремы. 

Теорема. Для любой функции ( )f x , непрерывной на замкнутом 

ограниченном множестве G, и любого целого 0m   существует много-

член ( )mS x  степени не выше m , абсолютное отклонение которого от 

функции ( )f x  среди всех многочленов степени не выше m  минималь-

но, т.е. min   , причем такой многочлен единственный. Множество G 

обычно представляет собой некоторый отрезок 

При интерполировании кубическими сплайнами в качестве интер-

поляционной функции на отрезке [ , ]a b  принимается многочлен третьей 

степени 
3 2

i i i iy a x b x c x d    , 1 1 2i i i ix x x x     . 
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Сплайн третьей степени 3 ( )S x , интерполирующий заданную 

функцию ( )f x , определяется как функция, удовлетворяющая условиям: 

1. Во внутренних узлах сплайн 3 ( )S x  и его производные до второ-

го порядка непрерывны; 

2. Для любого промежутка 1[ , ]i ix x   3 ( )S x  – многочлен третьей 

степени; 

3. 3 ( ) iS x y , для 0,1,...,i n . 

Для задания 3 ( )S x  необходимо определить по 4 коэффициента для 

каждого промежутка 1[ , ]i ix x  , т.е. 4n  параметров. 

Условия 1. дают 3 3n   уравнений для определения параметров, еще 

1n   условие содержится в 3. Итого имеем 4 2n   условия. Еще 

2 уравнения получим из граничных условий в точках a  и b . Получим 4-е 

условие: 

4. ( ) ( ) 0S a S b   . 

Проведем построение сплайна, исходя из условий 1.-4. 

Обозначив ( )i iS x M  , получаем 

1
1( ) i i

i i

i i

x x x x
S x M M

h h




 
   . (3.25) 

для 1[ , ]i ix x x  . 

Интегрируя (3.25), получаем 

2 2
1

1

( ) ( )
( )

2 2

i i
i i

i i

x x x x
S x M M A

h h




 
     , (3.26) 

3 3
1

1

( ) ( )
( )

6 6

i i
i i

i i

x x x x
S x M M Ax B

h h




 
    . (3.27) 

Здесь A  и B  – постоянные интегрирования. 

Условия 3. дают: 

3

( )
6

i i
i i i

M h
S x Ax B y    , (3.28) 

2

1
1 1 1( )

6

i i
i i i

M h
S x Ax B y

      . (3.29) 

Из (3.28) и (3.29) получаем  

1 1

6

i i i i
i

i i

y y M M
A h

h h

  
  , 

2
1 1

6 6

i i i i i i
i i i i

i

M h y y M M
B y x h x

h

  
    . 
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Подставляя A  и B  в (4.27), получаем 

3 3
1 1

1

2
1 1

1

( ) ( )
( ) ( )

6 6

( ) ( )
6 6

( )
6

i i i i
i i i

i i i

i i i i i i
i i i i

i i

i i
i i

x x x x y y
S x M M x x

h h h

M M M h y y
h x x y x x

h h

M M
h x x

 


 



  
    

  
      


 

 

После преобразования этого выражения будем иметь: 

3 3 2
1 1

1 1

2
1

( ) ( ) ( )
( )

6 6 6

( )

6

i i i i i
i i i

i i i

i i i
i

i

x x x x M h x x
S x M M y

h h h

M h x x
y

h

 
 



   
      

 

  
   
 

. (3.30) 

Из (3.26) получаем 

2 2
1 1 1

1

( ) ( )
( )

2 2 6

i i i i i i
i i i

i i i i

x x x x y y M M
S x M M h

h h h h

  


   
      . (3.31) 

Из (3.31) находим односторонние пределы производной для узла 

ix , 1,..., 1i n   

1 1 1
1

1

( 0)
6 3

i i i i
i i i

i

h h y y
S x M M

h

  





     , (3.32) 

1
1( 0)

3 6

i i i i
i i i

i

h h y y
S x M M

h





      . (3.33) 

Подставляя (3.32) и (3.33) в условие непрерывности ( )S x  в узле 

ix  получаем: 

1 1 1 1
1 1

6 3 6

i i i i i i i i
i i i

i i

h h h h y y y y
M M M

h h

   
 

  
     

1,..., 1i n  . 

Дополняя (3.32) равенствами из условия 4.: 0 0M  , 0nM  , полу-

чаем систему уравнений относительно iM  вида: 

A M H F    

с квадратной матрицей A . 
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0 1 1

1 1 2

2 1

1 0 0 0 0

0 0 0
3 6

0 0 0
6 3

0 0 0 0
3

0 0 0 0 1

n n

h h h

h h h

A

h h 

 
 

 
 
 
 

  
 
 

 
 
  
 

 

и квадратной матрицей H  

0 0 1 1

1 1 2

2 1 1

0 0 0 0 0

1 1 1 1
0 0

1 1 1
0 0 0

1 1 1
0 0 0

0 0 0 0 0

n n n

h h h h

H h h h

h h h  

 
 

     
  

  
   

   
 
 
  

   
  

  
 

 

Координатами вектора F  являются значения 0y , 1y , …, ny . 

Для матрицы A  ненулевые элементы расположены на главной диа-

гонали и двух соседних с ней. Такие матрицы называются трехдиаго-

нальными. Для элементов матрицы A  выполнено условие диагонально-

го преобладания 
1,

n

ii ij

j j i

a a
 

  . 

Матрица с диагональным преобладанием невырождена. Следова-

тельно, система (3.32) однозначно разрешима, т.е. существует единст-

венный кубический интерполяционный сплайн. Кроме условий 4. в точ-

ках a  и b , могут быть известны наклоны интерполяционной кривой в 

граничных точках. Тогда условия на границах имеют вид: 

0( )S a y  , ( ) nS a y  . (3.34) 

Решение системы (3.33) с трехдиагональной матрицей A  может 

быть найдено, например, методом последовательного исключения неиз-

вестных. 
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Вопросы для самопроверки 

1. Что такое интерполяция? 

2. Что такое узлы интерполяции? 

3. В чем заключается задача отыскания интерполирующего много-

члена? 

4. Как построить интерполяционный многочлен Лагранжа? 

5. Как происходит процесс интерполирования кубическими сплай-

нами? 

6. Что такое конечная разность первого порядка? Как она находится? 

7. Что такое конечная разность n-го порядка? Как она находится? 

8. Интерполяционная формула Ньютона для равноотстоящих узлов. 

9. Как находится погрешность метода интерполирования с помо-

щью формул Ньютона? 

10. Что значит «интерполирование вперед», «интерполирование на-

зад»? 

11. В чем особенность приближения таблично заданной функции 

методом интерполирования? 

12. Как обосновывается существование и единственность интерпо-

ляционного многочлена? 

13. Как связана степень интерполяционного многочлена с количе-

ством узлов интерполяции? 

14. Как строятся интерполяционные многочлены Стирлинга, Бесселя? 

15. В чем особенности способов интерполяции с помощью много-

членов Стирлинга и Бесселя? 

16. Построение сглаживающего многочлена. 

17. В чем заключается МНК. 
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Тема 4. ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ 

Пусть требуется вычислить интеграл 

( )

b

a

I f x dx  . (4.1) 

Если функция ( )f x  является непрерывной на отрезке  ,a b , то ин-

теграл (4.1) существует и может быть вычислен по формуле Ньютона-

Лейбница 

( ) ( ) ( )

b

a

I f x dx F b F a   . (4.2) 

Однако для большинства функций ( )f x  первообразную ( )F x  не 

удается выразить через элементарные функции. Кроме того, функция 

( )f x  часто задается в виде таблицы ее значений для определенных зна-

чений аргумента. Все это порождает потребность в построении формул 

численного интегрирования, или квадратурных формул. 

Приближенное равенство 

1

( ) ( ) ( )

b N

i i N

ia

J f x dx b a A f x J


     (4.3) 

называется квадратурной формулой, определяемой узлами  ,ix a b  и 

коэффициентами iA .  

Величина 

( )N NR f J J   (4.4) 

называется остаточным членом квадратурной формулы. 

4.1. Метод прямоугольников 

Допустим, что  2( ) ,f x C a b . Отрезок  ,a b  разделим на N  рав-

ных частичных отрезков  1,i ix x , где ix a ih  ; 0, 1i n  ; 
b a

h
N


 . 

Тогда 

1
1

( ) ( )
i

i

xb N

ia x

f x dx f x dx




  . (4.5) 
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Обозначим среднюю точку отрезка  ,a b  через 

1

2

i i
i

x x
  
 . (4.6) 

Запишем для функции ( )f x  на каждом из отрезков  1,i ix x  фор-

мулу Тейлора с остаточным членом в форме Лагранжа 

2( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( );

2!

i
i i i i

x
f x f x f f


   


      

 1,i i ix x   

(4.7) 

Подставим в правую часть соотношения (4.5) вместо ( )f x  ее пред-

ставление (4.7) 

   
 

 

   
 

 

1

1

1 1 1

2

1

2

1

( ) ( )
2!

( )
2

i

i i i

i i i

xb N
i

i i i i

ia x

x x xN
i

i i i i

i x x x

x
f x dx f x f f dx

x
f dx f x dx f dx


   


   



  





 
      

  

 
     

  

 

   

. (4.8) 

Используя для вычисления 
 

 
1

2

2

i

i

x

i
i

x

x
f dx







  вторую теорему о 

среднем значении функции и, учитывая, что  
1

0
i

i

x

i

x

x dx



  , получим, 

что 

     
3

1 124

b N N

i i

i ia

h
f x dx h f f 

 

   ; 

 1,i ii x x  . 

(4.9) 

В силу непрерывности  f x  существует такая точка  ,a b   что  

   
1

N

i

i

f Nf 


  . (4.10) 

Используя (4.10), получаем 

   
3

1

( )
24

b N

i

ia

h
f x dx h f Nf 



   



 32 

или, так как 
b a

h
N


 , 

   
 

 2

1

1
( )

24

b N

i

ia

b a
f x dx b a f h f

N
 




   . (4.11) 

Приближенное равенство 

   
1

1
( )

b N
np

i N

ia

f x dx b a f J
N




    (4.12) 

называется квадратурной формулой прямоугольников, определяемой 

узлами  ,i a b   и коэффициентами 
1

iA
N

 .  

Величина  

  2( ) ( )
24

b
np

N N

a

b a
R f f x dx J h f 


    (4.13) 

является остаточным членом формулы прямоугольников (4.12). 

Оценка остаточной погрешности формулы прямоугольников может 

быть записана в виде 

2
2 1( )

24
N

b a
R f h M


   , (4.14) 

где 
 

2
,

max ( )
a b

M f x . 

Выражения для остаточного члена (4.13) и остаточной погрешности 

(4.14) показывают, что формула прямоугольников (4.12) является точ-

ной для любой линейной функции, так как вторая производная такой 

функции равна нулю, и, следовательно, 1 0  . 

Оценим вычислительную погрешность 2  формулы прямоуголь-

ников, которая возникает за счет приближенного вычисления значений 

функции ( )f x  в узлах i . 

Пусть, например, значения ( )if   в формуле (4.12) вычислены с 

одинаковой абсолютной погрешностью * , тогда 

 * *
2

1

( )
N

NN

i

J J b a b a


         . (4.15) 
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4.2. Метод трапеций 

Предположим, что  2( ) ;f x C a b . Разделим отрезок  ;a b  на N  

равных частей, тогда 

1
1

( ) ( )
i

i

xb N

ia x

f x dx f x dx




  . (4.16) 

где ; 0, 1; ;i N

b a
x a ih i N x b h

N


       

Заменим функцию ( )f x  на каждом из отрезков  1,i ix x  первой 

интерполяционной формулой Ньютона первой степени 

1
1 1

1

( ) ( ) ( ( ) ( ))

( )
( )( )

2!

i
i i i

i
i i

x x
f x f x f x f x

h

f
x x x x




 




   


  

, (4.17) 

Подставляя формулу (4.17) в правую часть (4.16), интегрируя и ис-

пользуя вторую теорему о среднем значении функции, получим 

 
3

1
1

1 1

( ) ( )
( ) ( ); ;

2 12

b N N
i i

i i i i

i ia

f x f x h
f x dx h f x x 



 


    , (4.18) 

В силу (4.10) получаем: 

 
2

0

1

( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 12

b N
N

i

ia

f x f x h
f x dx h f x b a f 



 
    

 
 . (4.19) 

Приближенное равенство 

0

1

( ) ( )
( ) ( )

2

b N
TPN

i N

ia

f x f xb a
J f x dx f x J

N 

 
    

 
  (4.20) 

называется формулой трапеции.  

Величина 

 
2

( ) ( )
12

TP
N N

h
R f J J b a f      . (4.21) 

является остаточным членом формулы трапеций. Оценка остаточной 

погрешности формулы трапеций может быть записана в виде 

2
2 1( )

12
N

b a
R f h M


    (4.22) 
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Формула трапеций, как и формула прямоугольников, является точ-

ной для любой линейной функции. Вычислительная погрешность фор-

мулы трапеций также равна 

*
2 ( )b a    . (4.23) 

Так как остаточные члены формул прямоугольников и трапеций 

(4.13) и (4.21) имеют противоположные знаки, то формулы (4.12) и 

(4.20) дают двухстороннее приближение для интеграла (4.1), то есть 

пр ТР
N NJ J J  , если ( ) 0f x  , 

ТР пр
N NJ J J  , если ( ) 0f x  , 

В таком случае можно принять, что 

2

пр ТР
N NJ J

J J


  , (4.24) 

тогда 

2

пр ТР
N NJ J

J J


  . (4.25) 

т.е. погрешность выражается через приближенные значения интегралов. 

4.3. Метод Симпсона 

Предположим, что  4( ) ;f x C a b . Разделим отрезок  ;a b  на 

2N k  равных частей, тогда 

2 2

2

1

1

( ) ( )
i

i

xb k

ia x

f x dx f x dx




  , (4.26) 

где 2; 0,2 1; ;
2

i k

b a b a
x a ih i k x b h

N k

 
        

Заменим функцию ( )f x  на каждом из отрезков  2 2 2,i ix x   длиной 

2h  по формуле Стирлинга второго порядка. Проводя рассуждения, ана-

логичные сделанным при выводе формуле трапеций, получим квадра-

турную формулу Симпсона 

1

0 2 2 1 2 2

1 1

( )

( ) ( ) 4 ( ) 2 ( )
3

b

a

k k
C

k i i k

i i

J f x dx

h
f x f x f x f x J





 

 

 
     

 



 

, (4.27) 
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с остаточным членом 

4

2( ) ( ) ( ), ( ; )
180

C IV
N k

h
R f J J b a f a b      . (4.28) 

Оценка остаточной погрешности формулы Симпсона примет вид 

4
4 1( )

180
N

b a
R f h M


   , (4.29) 

где 
 

4
;

max ( )IV

a b
M f x . 

Вычислительная погрешность формулы Симпсона равна 

*
2 ( )b a    . (4.30) 

Из выражения для остаточного члена формулы Симпсона следует, 

что она точна для многочленов третьей степени. 

Вопросы для самопроверки 

1. В каком случае используется численное интегрирование? 

2. Постановка задачи численного интегрирования. 

3. Какие существуют методы интегрирования функций? 

4. Графическая интерпретация метода трапеций. 

5. Как оценить погрешность метода трапеций? 

6. Графическая интерпретация метода Симпсона. 

7. Как оценить погрешность метода Симпсона? 

8. Графическая интерпретация метода прямоугольников. 

9. Как оценить погрешность метода прямоугольников? 

10. Чем отличаются формулы метода трапеций и метода Симпсона? 

11. Чем отличается вычисление погрешности метода трапеций и 

Симпсона? 

12. Каковы преимущества формулы парабол по сравнению с фор-

мулой трапеций и следствием чего являются эти преимущества? 

13. Как влияет на точность численного интегрирования величина 

шага? 

14. Можно ли добиться неограниченного уменьшения погрешности 

интегрирования путем последовательного уменьшения шага? 
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Тема 5. РЕШЕНИЕ ОБЫКНОВЕННЫХ  
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ  

(ЗАДАЧА КОШИ) 

Определение. Обыкновенными дифференциальными уравнениями 

называются такие уравнения, которые содержат одну или несколько 

производных от искомой функций:  

( )( , , ',..., ) 0nF x y y y  . (5.1) 

Наивысший порядок n входящей в уравнение (5.1) производной на-

зывается порядком дифференциального уравнения.  

Решением дифференциального уравнения (5.1) называется всякая n 

раз дифференцируемая функция ( )y x , которая после ее подстановки 

в уравнение превращает его в тождество.  

Для решения обыкновенных дифференциальных уравнений приме-

няется метод конечных разностей. Его сущность состоит в следующем:  

1. Область непрерывного изменения аргумента (например, отрезок) 

заменяется дискретным множеством точек – узлами. Эти узлы состав-

ляют разностную сетку.  

2. Искомая функция непрерывного аргумента приближенно заме-

няется функцией дискретного аргумента на заданной сетке (сеточной 

функцией). 

3. Исходное дифференциальное уравнение заменяется разностным 

уравнением относительно сеточной функции.  

Такая замена дифференциального уравнения разностным называет-

ся его аппроксимацией на сетке (или разностной аппроксимацией).  

Таким образом, решение дифференциального уравнения сводится к 

отысканию значений сеточной функции в узлах сетки.  

Рассмотрим задачу Коши:  

( , ),y f x y   (5.2) 

0 0( )y x y . (5.3) 

для определенности будем считать, что решение нужно получить для 

значений 0x x .  

5.1. Метод Эйлера 

Простейшим численным методом решения задачи Коши для обык-

новенного дифференциального уравнения является метод Эйлера.  
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Заменим в левой части уравнения (5.2) производную y  правой 

разностью. При этом значения функции y в узлах ix  заменим значе-

ниями сеточной функций iy : 

1 ( , )i i
i i

i

y y
f x y

h

 
 . (5.4) 

Будем считать для простоты узлы равноотстоящими, т.е. 

1i i ih h x x const    . Тогда из равенства (5.4) получаем 

1 ( , )i i i iy y h f x y   . 

С помощью метода Эйлера значение сеточной функции 1iy   в лю-

бом узле 1ix   вычисляется по ее значению iy  в предыдущем узле ix . В 

связи с этим метод Эйлера относится к одношаговым методам. 

Для оценки погрешности на практике пользуются двойным просче-

том: с шагом h  и шагом / 2h .  

Погрешность более точного значения iy

 (при шаге / 2h ) оцени-

вают приближенно так:  

( )i i i iy x y y y     

где iy  – приближенное значение полученное при вычислениях с шагом 

h , – приближенное значение полученное с шагом / 2h . 

5.2. Метод Рунге-Кутта 

Существуют и другие явные одношаговые методы. Широко рас-

пространен метод Рунге-Кутта четвертого порядка.  

Если известно значение функции 1iy   в точке 1ix  , то вычисление 

приближенного значения iy  в следующей точке 1i ix x h   произво-

дится по формулам (5.5). 

 

( )
1 1 1

( )
( ) 1
2 1 1

( )
( ) 2
3 1 1

( ) ( )
4 1 1 3

( ) ( ) ( ) ( )
1 1 2 3 4

( , ),

( , ),
2 2

( , ),
2 2

( , ),

2 2
6

k
i i

k
k

i i

k
k

i i

k k
i i

k k k k
i i

K f x y

Kh
K f x y

Kh
K f x y

K f x h y K

h
y y K K K K

 

 

 

 





  

  

  

    

. (5.5) 


iy
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Оценку погрешности метода можно получить с помощью двойного 

просчета по формуле 

1
( )

15
k k k ky x y y y     

Данный метод Рунге-Кутта требует на каждом шаге четырехкрат-

ного вычисления правой части ( , )f x y  уравнения (5.2).  

Метод Рунге-Кутта требует большего объема вычислений по срав-

нению с методом Эйлера, однако это окупается повышенной точностью, 

что дает возможность проводить счет с большим шагом. Другими сло-

вами, для получения результатов с одинаковой точностью в методе Эй-

лера потребуется значительно меньший шаг, чем в методе Рунге-Кутта. 

Схема Рунге-Кутта имеет ряд важных достоинств: она имеет хорошую 

точность; является Явной схемой (т.е. значение 1iy   вычисляется по ранее 

найденным значениям за определенное число действий по определенным 

формулам; схема допускает расчет с переменным шагом; для начала расчета 

достаточно задать значение 0y . Все эти свойства очень ценны при расчетах. 

5.3. Методы прогноза и коррекции  
(метод Адамса, метод Милна) 

Суть методов: на каждом шаге вводятся два этапа, использующих 

многошаговые методы: 1) с помощью явного метода по известным зна-

чениям функции в предыдущих узлах находится начальное приближе-

ние ( )i iy x y  в новом узле; 2) используя неявный метод, в результате 

итераций находятся приближения 1 2, ,...i iy y  . 

Широко распространенным семейством многошаговых методов яв-

ляются метод Адамса и метод Милна. Простейший из них совпадает с 

рассмотренным ранее методом Эйлера первого порядка точности. В 

практических расчетах чаще всего используется вариант метода Адамса, 

имеющий четвертый порядок точности и использующий на каждом ша-

ге результаты предыдущих четырех. Именно его и называют обычно 

методом Адамса. Рассмотрим этот метод. 

Пусть найдены значения iy  в четырех последовательных узлах 

0x , 1x , 2x , 3x . При этом имеются также вычисленные ранее значения 

правой части 0y , 1y , 2y , 3y . В качестве интерполяционного многочлена 

можно взять многочлен Ньютона. Тогда разностная схема четвертого 

порядка для k-го шага метода Адамса имеет вид:  

' ' ' '
1 1 2 3 4(55 59 37 9 )

24

пред
k k k k kk

h
y y y y y y         , (5.6) 
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'( ) ( , )пред пред
k k ky f x y , (5.7) 

' ' ' '
1 1 1 2 3(9( ) 19 5 )

24

кор пред
k k k k kk

h
y y y y y y         . (5.8) 

Точность вычислений оценивается по формуле:  

1
( )

4

кор кор пред
kk k ky y x y y   . 

Разностные соотношения для k-ого шага метода Милна имеют вид: 

' ' '
4 3 2 1

4
(2 2 )

3

пред
k k k kk

h
y y y y y       , (5.9) 

'( ) ( , )пред пред
k k ky f x y , (5.10) 

' ' '
2 2 1( 4 ( ) )

3

кор пред
k k k kk

h
y y y y y      . (5.11) 

Точность вычислений оценивается по формуле: 

1
( )

29

кор кор пред
kk k ky y x y y   . 

Сравнивая методы прогноза и коррекции с методом Рунге – Кутта 

той же точности, отмечаем их экономичность, поскольку они требуют 

вычисления лишь одного значения правой части на каждом шаге. Но 

чтобы начать расчет методом Адамса или Милна, недостаточно знать 

0y . Для начала расчета надо знать величину решения в четырех точках 

0x , 1x , 2x , 3x . Поэтому необходимо вычислить недостающие значения 

ky  каким-либо другим методом, например, методом Рунге-Кутта. Кро-

ме того, методы прогноза и коррекции не позволяют изменить шаг в 

процессе расчета; этого недостатка лишены одношаговые методы. 

5.4. Метод Хойна 

Метод Хойна (метод Эйлера-Коши) это модифицированный метод 

Эйлера. Метод Хойна представляет собой простейшую предиктор-

корректорную схему: сначала вычисляется грубое приближение к реше-

нию по методу Эйлера, затем оно уточняется при помощи неявного ме-

тода трапеций, имеющего более высокий порядок точности. 

Разностные соотношения для k-ого шага имеют вид: 

1 1 1 1 1
1

( , ) ( , ( , ))

2

k k k k k k
k k

f x y f x y h f x y
y y h     



 
  . 
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Оценка погрешности в точке kx , полученная с помощью двойного 

пересчета, имеет вид:
1

( )
3

k k k ky x y y y    . 

Как правило, при достаточно малом h итерации быстро сходятся. 

Если после трех-четырех итераций не произошло совпадение нужного 

числа десятичных знаков, то следует уменьшить шаг расчета h. 

Вопросы для самопроверки 

1. Что значит – решить задачу Коши для дифференциальных урав-

нений первого порядка? 

2. Графическая интерпретация численного решения дифференци-

ального уравнения. 

3. Какие существуют методы решения дифференциального уравне-

ния в зависимости от формы представления решения? 

4. В чем заключается суть метода Эйлера? 

5. В чем заключается суть метода Рунге-Кутты? 

6. В чем заключается суть методов прогноза и коррекции? 

7. Как вычислить погрешность по заданной формуле, используя ме-

тод двойного пересчета? 
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Тема 6. МЕТОДЫ ОДНОМЕРНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ 

6.1. Постановка задачи 

Под оптимизацией понимают процесс выбора наилучшего вари-

анта из всех возможных. В процессе решения задачи оптимизации 

обычно необходимо найти оптимальные значения некоторых парамет-

ров, определяющих данную задачу. При решении экономических задач 

их обычно называют параметрами плана. Число n  проектных парамет-

ров 1 2, ,..., nx x x  характеризует размерность задачи оптимизации.  

Выбор оптимального решения или сравнение двух альтернативных 

решений проводится с помощью некоторой зависимой величины (функ-

ции), определяемой проектными параметрами. Эта величина называется 

целевой функцией (или критерием качества).  

В процессе решения задачи оптимизации должны быть найдены та-

кие значения проектных параметров, при которых целевая функция 

имеет минимум (или максимум). Таким образом, целевая функция – это 

глобальный критерий оптимальности математических моделях, с помо-

щью которых описываются экономические задачи. 

Пусть функция )(xf  определена и непрерывна на множестве 

[ , ]P a b . Задачей одномерной оптимизации будем называть задачу, в 

которой требуется найти  

Pxxf ),(max(min)  

Решением или точкой максимума (минимума) этой задачи назовем 

такую точку Px * , что )()()( * xfxf   для всех Px . Запишем 

)(max(min))( * xfxf
Px

  

Методы одномерной оптимизации условно подразделяются на три 

группы. К первой группе относятся методы, основанные лишь на вы-

числении значений самой функции )(xf  (методы нулевого порядка). 

Вторую группу составляют методы, использующие значения как самой 

функции, так и ее первой производной (методы первого порядка). И, 

наконец, к третьей группе относятся методы, использующие значения 

функции, ее первой и второй производной (методы второго порядка). 

В дальнейшем будем считать, что максимизируемая функция явля-

ется унимодальной. 
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Функция )(xf  называется унимодальной на множестве P , если 

существует единственная точка *x  ее максимума на P  и для любых 

Pxx 21, : 

)()()( *
21 xfxfxf  , если 

*
21 xxx  ; 

)()()( 21
* xfxfxf  , если 21

* xxx   

Другими словами, унимодальная функция монотонно возрастает 

слева от точки максимума и монотонно убывает справа от нее. 

Отметим, что предположение об унимодальности функции в окре-

стности точки 
*x  весьма естественно, поэтому получение информации 

о таком промежутке является важным этапом процедуры оптимизации. 

Обычно в процессе применения методов одномерной оптимизации 

можно выделить два этапа: поиск отрезка, содержащего точку макси-

мума, и уменьшение длины этого отрезка до заранее установленной ве-

личины (уточнение координаты точки максимума на данном отрезке). 

6.2. Алгоритм Свенна 

Алгоритм Свенна применяется для нахождения максимума функ-

ции. Приведем его пошаговую реализацию. 

Исходные данные. 0x  – начальная точка, h  — шаг поиска ( 0h ). 

Шаг 1. Вычислить )( 0xf ; )( 0 hxf  ; )( 0 hxf  ; 1k . 

Шаг 2. Если )()()( 000 hxfxfhxf  , то hxx  01 , перейти к 

шагу 4. 

Шаг 3. Если )()()( 000 hxfxfhxf  , то hxx  01 , hh  , пе-

рейти к шагу 4, в противном случае )()()( 000 hxfxfhxf   

hxa  0 ; hxb  0 , конец.  

Шаг 4. hxx k
kk 21  , вычислить )( 1kxf .  

Шаг 5. Если )()( 1 kk xfxf  , то 1 kk , перейти к шагу 4.  

Шаг 6. Если 0h , то 1 kxa , 1 kxb , конец, в противном случае 

1 kxa , 1 kxb , конец. 

Заметим, что случай )()()( 000 hxfxfhxf   (шаг 3) не рас-

сматривается, так как он противоречит предположению об унимодаль-

ности функции )(xf . 

Уменьшение длины отрезка, содержащего точку максимума, дости-

гается путем последовательного исключения частей этого отрезка. Ве-

личина интервала, исключаемого на каждом шаге, зависит от располо-
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жения двух пробных точек внутри отрезка. Поскольку координата точки 

максимума в начале неизвестна, целесообразно размещать пробные точ-

ки таким образом, чтобы обеспечивать уменьшение длины отрезка в 

одном и том же отношении. 

6.3. Метод золотого сечения 

Как известно, золотым сечением отрезка называется деление отрез-

ка на две неравные части так, чтобы отношение длины всего отрезка к 

длине большей части равнялось отношению длины большей части к 

длине меньшей части отрезка. Золотое сечение отрезка  ,a b  произво-

дится двумя точками y  и z , симметричными относительно середины, 

отрезка. 

...6180,1
2

15

























zb

az

az

ab

ay

yb

yb

ab
 

Отсюда 

    babay 382,0618,011
2

  . 

    babaz 618,0382,011
2

  . 

Нетрудно проверить, что точка y  производит золотое сечение от-

резка  ,a z , а точка z  производит золотое сечение отрезка  ,y b . На 

этом свойстве, позволяющем на каждой итерации вычислить значение 

функции лишь в одной пробной точке, и основан алгоритм метода золо-

того сечения. 

Исходные данные:  ba,  – отрезок, содержащий точку максимум; 

  – параметр окончания счета. 

Шаг 1. 
2

15 
 ; 1k ; aak  ; bbk  ; 

    kk bay
2

11   ; )(yfA  ; 

    kk baz 11
2

  ; )(zfB  .  

Шаг 2. Если BA  , то перейти к шагу 4.  

Шаг 3. yak 1 ; kk bb 1 ; zy  ; BA  ; 

    11
2

11   kk baz  ; )(zfB  , перейти к шагу 5.  

Шаг 4. kk aa 1 ; zbk 1 ; yz  ; AB  ; 

    1
2

1 11   kk bay  ; )(yfA  .  
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Шаг 5. Если   11 kk ab , то  11
* ;  kk bax , конец.  

Шаг 6. 1 kk , прейти к шагу 2. 

Как было отмечено выше, на каждой итерации метода золотого се-

чения производится лишь одно вычисление значения функции. При 

этом длина полученного в результате одной итерации отрезка составит 

 1 , где   – длина исходного интервала. 

Если сравнить методы дихотомического поиска и золотого сечения, 

используя в качестве критерия эффективности 



 nF  – относительное 

уменьшение интервала после n  вычислений значений функции )(xf , 

где n  – длина интервала, полученного после n  вычислений, то 

/ 2(0,5)

(0,6181)

n

n

для дихотомитрического поиска

F
для метода золотого сечения




 



 

т.е. метод золотого сечения оказывается более эффективным. 

Пример. Найти точку максимума функции   xxf sin  на отрезке 

 6,1;5,1  методом золотого сечения, 02,0 .  

Решение. 6180,1 ; 5,11 a ; 6,11 b . 

5382,16,13820,05,16180,0 y . 

5618,16,16180,05,13820,0 z . 

99947,0sin  yA ; 99996,0sin  zB .  

Итерация 1. Так как BA  , то 5382,12  ya ; 6,112  bb . 

5618,1 zy ; 99996,0 BA ; 

5764,16,16180,05382,13820,0 z ; 

999984,0sin  zB ; 

 0618,022 ab .  

Итерация 2. Так как BA  , то 5618,13  ya ; 6,123  bb . 

5764,1 zy ; 99998,0 BA ; 

5854,16,16180,05618,13820,0 z ; 

99989,0sin  zB ; 

 0382,033 ab .  

Итерация 3. Так как BA  , то 5618,134  aa ; 5854,14  zb . 

5764,1 yz ; 99998,0 AB ; 

5708,15854,13820,05618,16180,0 y ; 

00000,1A ; 
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 0236,044 ab . 

Итерация 4. Так как BA  , то 5618,145  aa ; 5764,15  zb . 

5708,1 yz ; 00000,1 AB ; 

5674,15764,13820,05618,16180,0 y ; 

99999,0sin  yA ; 

 0146,055 ab , следовательно,  5764,1;5618,1* x . 

6.4. Метод средней точки 

Для отыскания корня уравнения 

0)(  xf ,  

которому соответствует точка максимума унимодальной и дифферен-

цируемой на заданном отрезке функции )(xf , будем пользоваться ал-

горитмом исключения интервалов, на каждой итерации которого рас-

сматривается лишь одна точка z . 

Если в точке z  выполняется условие 

0)(  zf , 

то с учетом предположения об унимодальности можно утверждать, что 

точка максимума не может находиться левее точки z , следовательно, 

интервал zx   может быть исключен. С другой стороны, если 

0)(  zf , то точка максимума не может находиться правее точки z , т.е. 

исключению подлежит интервал zx  , На этих рассуждениях и основан 

метод средней точки (поиск Больцано). 

Алгоритм:  

Исходные данные. Точки a  и b  такие, что 0)(  af , 0)(  bf , 

  – параметр окончания счета. 

Шаг 1. 
2

ba
z


 . Вычислить )(zf  . 

Шаг 2. Если  )(zf , то zx * , конец. 

Шаг 3. Если 0)(  zf , то za  , перейти к шагу 1. В противном 

случае zb  , перейти к шагу 1. 

Вопросы для самопроверки 

1. В чем заключается задача одномерной оптимизации. 

2. Какая функция называется унимодальной? 

3. Каким образом осуществляется выбор оптимального решения 

или сравнение двух альтернативных решений? 
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4. В чем заключается суть метода Золотого сечения? 

5. Алгоритм Свенна. 

6. Как достигается уменьшение отрезка, содержащего точку макси-

мума? 

7. В чем заключается метод средней точки? 

8. Сформулируйте алгоритм метода средней точки. 
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Тема 7. ПОИСК ЭКСТРЕМУМА ФУНКЦИИ  
ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ 

Точка 0 0 0( , )M x y  является точкой максимума (минимума) функ-

ции ( , )z f x y , если найдется такая окрестность точки 0M , что для 

всех точек ( , )M x y  из этой окрестности выполняется неравенство 

0 0( , ) ( , )f x y f x y (или 0 0( , ) ( , )f x y f x y ). 

Точки максимума и минимума называются точками экстремума 

(рис. 6). 

 

Рис. 6 

Сформулируем необходимое условие экстремума: если в точке 

экстремума существует первая частная производная (по какому-либо 

аргументу), то она равна нулю. 

Точки экстремума дифференцируемой функции (то есть функции, 

имеющей непрерывные частные производные во всех точках некоторой 

области) надо искать только среди тех точек, в которых все первые ча-

стные производные равны нулю. 

Там, где выполняется необходимое условие, экстремума может и не 

быть (здесь полная аналогия с функцией одной переменной). 

Для ответа на вопрос, является ли точка области определения 

функции точкой экстремума, нужно использовать достаточное условие 

экстремума: Пусть ( , ) 0xz x y   и ( , ) 0yz x y  , а вторые частные произ-

водные функции z  непрерывны в некоторой окрестности точки (x0,y0). 

Введем обозначения:  

0 0( , )xxA z x y ; 

0 0( , )xyB z x y ; 

0 0( , )yyC z x y ; 
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2D AC B  . 

Тогда, если 0D  , то в точке (x0,y0) экстремума нет; если 0D  , то 

в точке (x0,y0) экстремум функции z , причем если 0A  , то минимум, а 

если 0A  , то максимум; если 0D  , то экстремум может быть, а мо-

жет и не быть, в данном случае требуются дополнительные исследова-

ния. 

Аналитическое исследование функции двух переменных на экс-

тремум сводится к следующему: сначала выписываются необходимые 

условия экстремума  

( , ) 0xz x y  ; 

( , ) 0yz x y   

которые рассматриваются как система уравнений. Ее решением является 

некоторое множество точек. В каждой из этих точек вычисляются значения 

D  и проверяется выполнение достаточных условий экстремума. 

Метод градиента. Будем считать, что все функции непрерывно 

дифференцируемы, и заданное уравнение задает гладкую кривую S  на 

плоскости ( , )x y . Тогда задача сводится к нахождению экстремума 

функции f на кривой S . Будем также считать, что S  не проходит через 

точки, в которых градиент f  обращается в 0. 

Напомним, что градиентом функции f  называется вектор 

 yfxf  /,/ , где значения частных производных берутся в рассмат-

риваемой точке. 

22




























y

f

x

f
f . (6.1) 

Необходимым условием экстремума будет условие, которое выра-

жается в следующей форме: 

0 0 0 0( , ) ( , )| |x y x yf     . (6.2) 

где   – некоторое число, отличное от нуля, и являющееся множителем 

Лагранжа.  

Рассмотрим теперь функцию Лагранжа, зависящую от x , y  и    

( , , ) ( , ) ( , )L x y f x y x y   . 

Необходимым условием ее экстремума является равенство нулю 

градиента 0 0 0( , , ) 0L x y  
. В соответствии с правилами дифференци-

рования, оно записывается в виде 

http://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%93%D1%80%D0%B0%D0%B4%D0%B8%D0%B5%D0%BD%D1%82


 49 

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0

( , ) ( , )
0,

( , ) ( , )
0,

( , ) 0.

f x y f x y

x x

f x y f x y

y y

x y







 
   


 

 
 

 



 

Мы получили систему, первые два уравнения которой эквивалент-

ны необходимому условию локального экстремума (6.2), а третье – 

уравнению ( , ) 0x y  . Из нее можно найти 0 0 0( , , )x y  . При этом 

0 0  , поскольку в противном случае градиент функции f обращается в 

нуль в точке 0 0( , )x y , что противоречит нашим предположениям. Сле-

дует заметить, что найденные таким образом точки 0 0( , )x y могут и не 

являться искомыми точками условного экстремума – рассмотренное 

условие носит необходимый, но не достаточный характер.  

На практике метод градиента реализуется следующим образом. 

1. Выбираем некоторое начальное значение 
  ),( 00
0 yxx  .  

2. Задаем шаг h  и точность 0 . 

3. Вычисляем xfhxk  / , yfhyk  /  в точке ),( 11  kk yx . 

4. kkk xxx  1 , kkk yyy  1 . 

5. Вычисляем 
 )( kxf  и )( )(kxf  по формуле (6.1). 

6. Если )( )(kxf  меньше точности 0 , то ),()(
min kk

k yxxx  . 

7. Если )( )(kxf  больше точности 0 , то делим шаг пополам 

2/hh   и идем к шагу 3. 

Метод сопряженных градиентов это модификация метода гради-

ента. Первый шаг делается в направлении антиградиента целевой функ-

ции, а второй и последующие – в направлении векторной суммы анти-

градиента в текущей точке и предыдущего направления. Для преодоле-

ния «застревания в овраге» через n шагов осуществляется обновление 

направления: делается шаг в направлении антиградиента целевой функ-

ции. Основные соотношения метода: 

( 1) ( ) ( )k k kx x h p    , 1,2,...,i n , (6.3) 

где 

2 2

(0) 0 0 0 0 0 0
1

( , ) ( , ) ( , )f x y f x y f x y
p

x x y

  

  

   
    

   
, 
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2 2

(0) 0 0 0 0 0 0
2

( , ) ( , ) ( , )f x y f x y f x y
p

y x y

  

  

   
    

   
, 

2 2

( ) ( 1)
1 1 2 22 2

1 1 1 1

( , ) ( , )( , )

( , ) ( , )( , ) ( , )

k k k k
k k

k k

k k k kk k k k

f x y f x yf x y
x yxp p

f x y f x yf x y f x y

x yx y

 
 

  
  



   

   
   

   
  

      
      

      

 

2 2

( ) ( 1)
2 1 2 22 2

1 1 1 1

( , ) ( , )( , )

( , ) ( , )( , ) ( , )

k k k kk k

k k

k k k kk k k k

f x y f x yf x y

x yy
p p

f x y f x yf x y f x y

x yx y

 

 

  
  



   

   
   

   
  

      
      

      

 

0,1,2,...k  . 

При обновлении направления второе слагаемое в последней фор-

муле зануляется. Дробление шага и остановка осуществляется анало-

гично методу градиента с постоянным шагом.  

Вопросы для самопроверки 

1. Необходимое условие экстремума функции двух переменных. 

2. Достаточное условие экстремума функции двух переменных. 

3. В чем заключается суть метод градиента. 

4. Алгоритм метода градиента. 

5. В чем заключается метод сопряженных градиентов. 

6. За счет чего происходит уточнение решение в градиентоном ме-

тоде. 
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Часть II. УЧЕБНО-ПРАКТИЧЕСКАЯ 

Тема 1. РЕШЕНИЕ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ  
АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 

Дана расширенная матрица  

11 12 13 1

21 22 23 2

31 32 33 3

p

a a a f

A a a a f

a a a f

 
 

  
 
 

. 

Необходимо найти решение СЛАУ Ax f  методами: 

1. Гаусса, 

2. LU  – разложения, 

3. простой итерации (Якоби) с точностью 4-10 . 

Варианты заданий: 

1. 



















7511

1131

12246

pA . 2. 





















2312

4132

2113

pA . 

3. 

























3623

0131

2214

pA . 4. 



















4312

4132

3123

pA . 

5. 

























4312

4132

2113

pA . 6. 

























5312

3132

4113

pA . 

7. 



















4614

2132

2112

pA . 8. 























2311

153114

2057

pA . 

9. 





















1413

5152

1213

pA . 10. 























5412

1252

1113

pA . 

11. 

























4614

2132

2112

pA . 12. 

























5421

7142

5113

pA . 
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13. 

























4413

3252

4213

pA . 14. 























0311

2142

1112

pA . 

15. 





















4311

1142

1112

pA . 16. 

























8623

8163

0112

pA . 

17. 








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Пример. Решить систему уравнений методом простых итераций. 
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
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Решение. Приведем порядок выполнения задания в математиче-

ском пакете MathCad: 1. Введите матрицы C  и d . 2. Преобразуйте ис-

ходную систему Cx d  к виду x b Ax  . 3. Определите нулевое при-

ближение решения. 4. Задайте количество итераций. 5. Вычислите по-

следовательные приближения kX    и погрешность kD  .  
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Фрагмент выполнения задания приведен на рис. 7. 
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Рис. 7 

Рассмотрим еще один пример реализации метода простой итера-

ции для решения СЛАУ в математическом пакете MathCad (рис. 8). 
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Пример. Решить систему линейных алгебраических уравнений ме-

тодом Зейделя. 
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Решение. Условие сходимости итерационного процесса: ii ija a  

для 1,2,3i  . выполняется. Так как диагональные элементы каждой строки 

матрицы системы больше суммы модулей всех остальных элементов той 

же строки, а именно: 100 6 2  , 200 6 10  , 100 1 2  . 

Порядок выполнения задания в математическом пакете MathCad:  

1. Введите матрицы C  и d . 

2. Преобразуйте систему Cx d  к виду 1 2x b A x A x   . 

3. Определите нулевое приближение решения. 

4. Задайте количество итераций. 

5. Вычислите последовательные приближения kX    и погрешность 
kD  .  

Фрагмент выполнения задания приведен на рис. 9. 
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Рис. 9 
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Тема 2. ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ  
НЕЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Необходимо найти с точностью 4-10  корень уравнения 

0)( xf . Задание состоит в следующем: 

 отделить интервал ),( ba , который содержит корень и в точках 

которого )(xf  , )(xf   одного знака, 

 методом половинного деления найти корень заданного уравне-

ния, 

 методом хорд найти корень заданного уравнения, 

 методом Ньютона найти корень заданного уравнения, 

 методом итераций найти корень заданного уравнения. 

Варианты заданий: 

1. 01--)( 23  xxxxf . 

2. 02-2-)( 23  xxxxf . 

3. 01-2-2)( 23  xxxxf . 

4. 03-3-)( 23  xxxxf . 

5. 01-4-4)( 23  xxxxf . 

6. 01-5-5)( 23  xxxxf . 

7. 01)( 23  xxxxf . 

8. 022)( 23  xxxxf . 

9. 0122)( 23  xxxxf . 

10. 033)( 23  xxxxf . 

11. 0144)( 23  xxxxf . 

12. 0155)( 23  xxxxf . 

13. 044)( 23  xxxxf . 

14. 055)( 23  xxxxf . 

15. 04-4-)( 23  xxxxf . 

16. 05-5-)( 23  xxxxf . 

17. 06-6-)( 23  xxxxf . 

18. 066)( 23  xxxxf . 
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19. 01-8-8)( 23  xxxxf . 

20. 0188)( 23  xxxxf . 

21. 01-10-10)( 23  xxxxf . 

22. 011010)( 23  xxxxf . 

23. 07-7-)( 23  xxxxf . 

24. 077)( 23  xxxxf . 

25. 0144)( 23  xxxxf . 

Пример. Найти корень нелинейного уравнения sin 0,25y x x    

методом бисекций. С точностью 410  .  

Решение. Считаем, что корень уже отделен графически на рис. 1. Фраг-

мент программы в математическом пакете MathCad приведен на рис. 10.  
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Рис. 10 
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Рассмотрим пример метода хорд реализованный в математическом 

пакете MathCad (рис. 11). Предполагаем, что корень уравнения был от-

делен графически. 410  . 
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y a( )

a x y a( ) y x( ) 0if

b x otherwise

i 1 nfor

x



n 10

i 1 n

x
i

F i( )  i x
i

x
i 1



x

0

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

0

1.098127

1.141262
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0

0
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2

3

4

5

6

7

8

9

10

0

1.09813

0.04314

0.0179

0.00724
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0.00116

0.00046

0.00018

0.00007

0.00003



Точность достигается на 9-м шаге, в качестве корня уравнения возьмем  F 9( ) 1.171182  

Рис. 11 

Пример. Найти решение нелинейного уравнения 

sin 0,25y x x    методом касательных. С точностью 410  . Отде-

лив корень уравнения графически.  
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Решение. В качестве начального приближения возьмем 0 1x   из 

рис. 1. Фрагмент выполнения задания в математическом пакете MathCad 

приведен на рис. 12. 

Метод Ньютона (касательных)  

Вычислим производную функции y(x) 

g x( )
x
y x( )

d

d


x
0

выбираем из условия f x
0  2

x

f x
0 d

d

2

0

x
0

1

i 1 5

x
i

x
i 1

y x
i 1 

g x
i 1 

  i x
i

x
i 1



 

x

1

1.19898073

1.17179104

1.17122989

1.17122965

1.17122965



















 

0

0.199

0.027

5.612 10
4



2.374 10
7



4.241 10
14



























Ответ  корень уравнения  x
3

1.1712299
 

Рис. 12 

Фрагмент нахождения решения нелинейного уравнения 

sin 0,25y x x    методом простой итерации в математическом пакете 

MathCad приведен на рис. 13. 

f x( ) sin x( ) 0.25

x
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1

i 1 10

x
i

f x
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x
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Ответ  корень уравнения  x
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1.1709071
 

Рис. 12 
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Тема 3. АППРОКСИМАЦИЯ ФУНКЦИЙ 

Задание 3.1. По данной таблице значений ( )(, ii xfx ), ni ,0  по-

строить:  

1. интерполяционный многочлен ),( in xxL  Лагранжа.  

2. методом наименьших квадратов найти сглаживающий многочлен 

),( axpn . 

3. методом сплайн аппроксимации построить кубический сплайн 

)(3 xS . 

4. построить графики ),( in xxL , ),( axpn , )(3 xS  и )(xf  на отрезке 

[ 0x , nx ]. 

5. вычислить значения )(-), (  fxL in , ), (-)( apf n   и 

)(-)(3  fS . 

Варианты заданий: 

1. xxf
2

sin)(  , 
7

  . 

ix  -1 -1/2 -1/3 0 1/3 1/2 1 

)( ixf         

2. xxf
2

sin)(  , 
8

  . 

ix  -1 -1/3 -1/4 0 1/4 1/3 1 

)( ixf         

3. xxf sin)(  , 
8

3   

ix  0 1/6 1/4 1/2 2/3 3/4 1 

)( ixf         

4. xxf sin)(  , 
7

4-    

ix  -1 -3/4 -2/3 -1/2 -1/4 -1/6 0 

)( ixf         
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5. xxf
2

sin)(  , 
17

16  . 

ix  -1 -1/2 -1/3 0 1/3 1/2 1 

)( ixf         

6. xxf
2

sin)(  , 
17

16-   . 

ix  -1 -1/3 -1/4 0 1/4 1/3 1 

)( ixf         

7. xxf
2

cos)(  , 
7

  . 

ix  -1 -1/2 -1/3 0 1/3 1/2 1 

)( ixf         

8. xxf
2

cos)(  , 
8

  . 

ix  -1 -1/3 -1/4 0 1/4 1/3 1 

)( ixf         

9. )ln()( xxf  , 35,1 . 

ix  0,1 0,5 1 1,5 2 2,5 3 

)( ixf         

10. 
xexf -)(  , 35,1 . 

ix  -1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2 

)( ixf         

11. 
xexf 2)(  , 35,0 . 

ix  -1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2 

)( ixf         
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12. 
xexf )( , 15,0 . 

ix  -1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2 

)( ixf         

13. 


)(
)(

xarctg
xf  , 15,0 . 

ix  -1,5 -1 -0,5 0 0,5 1 1,5 

)( ixf         

14. xxf
2

sin)(  , 
8

  . 

ix  -1 -1/2 -1/3 0 1/3 1/2 1 

)( ixf         

15. 2( ) sin
3

f x x , 
8

  . 

ix  -1 -1/3 -1/4 0 1/4 1/3 1 

)( ixf         

16. ( ) sin (2 )f x x , 
8

3   

ix  0 1/6 1/4 1/2 2/3 3/4 1 

)( ixf         

17. xxf sin)(  , 3-
7

   

ix  -1 -3/4 -2/3 -1/2 -1/4 -1/6 0 

)( ixf         

18. 7( ) sin
2

f x x , 16
17

  . 

ix  -1 -1/2 -1/3 0 1/3 1/2 1 

)( ixf         
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19. 3( ) sin
2

f x x , 
17

16-   . 

ix  -1 -1/3 -1/4 0 1/4 1/3 1 

)( ixf         

20. 5( ) cos
2

f x x , 
7

  . 

ix  -1 -1/2 -1/3 0 1/3 1/2 1 

)( ixf         

21. xxf
2

cos)(  , 
8

  . 

ix  -1 -1/3 -1/4 0 1/4 1/3 1 

)( ixf         

22. ( ) 2ln( )f x x , 35,1 . 

ix  0,1 0,5 1 1,5 2 2,5 3 

)( ixf         

23. -2( ) xf x e , 35,1 . 

ix  -1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2 

)( ixf         

24. 3( ) xf x e , 35,0 . 

ix  -1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2 

)( ixf         

25. 
5( ) xf x e , 0,18  . 

ix  -1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2 

)( ixf         
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Задание 3.2. 

По заданной таблице значений функции найти значение y  при 

cx   выбрав интерполяционный многочлен по параметру t . 

Варианты заданий: 

1. 431,1с , 

x  y   

1,415 0,888551 

1,420 0,889599 

1,425 0,890637 

1,430 0,891667 

1,435 0,892687 

1,440 0,893698 

1,445 0,894700 

1,450 0,895693 

1,455 0,896677 

1,460 0,897653 

1,465 0,898619 

2. 1278,0с , 

x  y  

0,101 1,26183 

0,106 1,27644 

0,111 1,29122 

0,116 1,30617 

0,121 1,32130 

0,126 1,33660 

0,131 1,35207 

0,136 1,36773 

0,141 1,38357 

0,146 1,39959 

0,151 1,41579 

  

3. 81,1с , 

x  y   

1,50 15,132 

1,55 17,422 

1,60 20,393 

1,65 23,994 

1,70 28,160 

1,75 32,812 

1,80 37,857 

1,85 43,189 

1,90 48,689 

1,95 54,225 

2,00 59,653 

2,05 64,817 

2,10 69,550 

4. 75,2с , 

x  y  

2,4 3,526 

2,6 3,782 

2,8 3,945 

3,0 4,043 

3,2 4,104 

3,4 4,155 

3,6 4,222 

3,8 4,331 

4,0 4,507 

4,2 4,775 

4,4 5,159 

4,6 5,683 
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5. 168,0с  

x  y  

0,12 6,278 

0,14 6,404 

0,16 6,487 

0,18 6,505 

0,20 6,436 

0,22 6,259 

0,24 5,954 

6. 168,0с , 

x  y  

0,12 6,278 

0,14 6,404 

0,16 6,487 

0,18 6,505 

0,20 6,436 

0,22 6,259 

0,24 5,954 

  

7. 559,0с , 

x  y  

0,15 0,860708 

0,20 0,818731 

0,25 0,778801 

0,30 0,740818 

0,35 0,704688 

0,40 0,670320 

0,45 0,637628 

0,50 0,606531 

0,55 0,576950 

0,60 0,548812 

0,65 0,522046 

0,70 0,496585 

0,75 0,472367 

8. 206,0с , 

x  y  

0,180 5,61543 

0,185 5,46693 

0,190 5,32634 

0,195 5,19304 

0,200 5,06649 

0,205 4,94619 

0,210 4,83170 

0,215 4,72261 

0,220 4,61855 

0,225 4,51919 

0,230 4,42422 

0,235 4,33337 

  

9. 922,3с , 

x  y  

3,50 33,1154 

3,55 34,8133 

3,60 36,5982 

3,65 38,4747 

3,70 40,4473 

3,75 42,5211 

3,80 44,7012 

10. 1517,0с , 

x  y  

0,115 8,65729 

0,120 8,29329 

0,125 7,95829 

0,130 7,64893 

0,135 7,36235 

0,140 7,09613 

0,145 6,84815 
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3,85 46,9931 

3,90 49,4024 

3,95 51,9354 

4,00 54,5982 

4,05 57,3975 

4,10 60,3403 

4,15 63,4340 

4,20 66,6863 

0,150 6,61659 

0,155 6,39986 

0,160 6,19658 

0,165 6,00551 

0,170 5,82558 

0,175 5,65583 

0,180 5,49543 

 
  

11. 9252,1с , 

x  y  

1,50 15,132 

1,55 17,422 

1,60 20,393 

1,65 23,994 

1,70 28,160 

1,75 32,812 

1,80 37,857 

1,85 43,189 

1,90 48,689 

1,95 54,225 

2,00 59,653 

2,05 64,817 

2,10 69,550 

12. 168,0с  

x  y  

0,12 6,278 

0,14 6,404 

0,16 6,487 

0,18 6,505 

0,20 6,436 

0,22 6,259 

0,24 5,954 

 

  

13. 451,1с , 

x  y   

1,415 0,888551 

1,420 0,889599 

1,425 0,890637 

1,430 0,891667 

1,435 0,892687 

1,440 0,893698 

1,445 0,894700 

1,450 0,895693 

1,455 0,896677 

1,460 0,897653 

1,465 0,898619 

14. 1140,0c , 

x  y  

0,101 1,26183 

0,106 1,27644 

0,111 1,29122 

0,116 1,30617 

0,121 1,32130 

0,126 1,33660 

0,131 1,35207 

0,136 1,36773 

0,141 1,38357 

0,146 1,39959 

0,151 1,41579 
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15. 1592,0c , 

x  y  

0,12 6,278 

0,14 6,404 

0,16 6,487 

0,18 6,505 

0,20 6,436 

0,22 6,259 

0,24 5,954 

16. 1704,0с  

x  y  

0,16 7,285 

0,17 7,441 

0,18 7,489 

0,19 8,523 

0,24 6,476 

0,26 7,359 

0,29 8,944 
  

17. 37250,0с 0, 

x  y  

0,15 0,860708 

0,20 0,818731 

0,25 0,778801 

0,30 0,740818 

0,35 0,704688 

0,40 0,670320 

0,45 0,637628 

0,50 0,606531 

0,55 0,576950 

0,60 0,548812 

0,65 0,522046 

0,70 0,496585 

0,75 0,472367 

18. 2075,0с , 

x  y  

0,180 5,61543 

0,185 5,46693 

0,190 5,32634 

0,195 5,19304 

0,200 5,06649 

0,205 4,94619 

0,210 4,83170 

0,215 4,72261 

0,220 4,61855 

0,225 4,51919 

0,230 4,42422 

0,235 4,33337 

 
  

19. 15,3с , 

x  y  

2,4 3,526 

2,6 3,782 

2,8 3,945 

3,0 4,043 

3,2 4,104 

3,4 4,155 

3,6 4,222 

3,8 4,331 

4,0 4,507 

4,2 4,775 

4,4 5,159 

4,6 5,683 

20. 4451,1с , 

x  y   

1,415 0,888551 

1,420 0,889599 

1,425 0,890637 

1,430 0,891667 

1,435 0,892687 

1,440 0,893698 

1,445 0,894700 

1,450 0,895693 

1,455 0,896677 

1,460 0,897653 

1,465 0,898619 
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21. 1217,0с . 

х у 

0,115 8,65729 

0,120 8,29329 

0,125 7,95829 

0,130 7,64893 

0,135 7,36235 

0,140 7,09613 

0,145 6,84815 

0,150 6,61659 

0,155 6,39986 

0,160 6,19658 

0,165 6,00551 

0,170 5,82558 

0,175 5,65583 

0,180 5,49543 

22 7252,1с , 

x  y  

1,50 15,132 

1,55 17,422 

1,60 20,393 

1,65 23,994 

1,70 28,160 

1,75 32,812 

1,80 37,857 

1,85 43,189 

1,90 48,689 

1,95 54,225 

2,00 59,653 

2,05 64,817 

2,10 69,550 

  

23. 1314,0с  

x  y  

0,101 1,26183 

0,106 1,27644 

0,111 1,29122 

0,116 1,30617 

0,121 1,32130 

0,126 1,33660 

0,131 1,35207 

0,136 1,36773 

0,141 1,38357 

0,146 1,39959 

0,151 1,41579 

24. 83,2с , 

х у 

2,4 3,526 

2,6 3,782 

2,8 3,945 

3,0 4,043 

3,2 4,104 

3,4 4,155 

3,6 4,222 

3,8 4,331 

4,0 4,507 

4,2 4,775 

4,4 5,159 

4,6 5,683 

25. 181,0с , 
x  y  

0,12 6,278 

0,14 6,404 

0,16 6,487 

0,18 6,505 

0,20 6,436 

0,22 6,259 

0,24 5,954 
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Пример. По заданной таблице значений функции найти значение 

y  при 10x  2,5x  16x  . 

Примерный фрагмент решения в математическом пакете MathCad 

приведен на рис. 13. 
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Рис. 13. 

Пример. По заданной таблице значений функции построить интер-

поляционный полином Лагранжа. 

Примерный фрагмент решения в математическом пакете MathCad 

приведен на рис. 14. 
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     N+1 - количество значений таблично заданной функции y=f(x)    
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Рис. 14. 

Пример. По заданной таблице значений функции  

x 2 3 4 5 6 

y 8 9 12 15 19 

 

найти значение y  при 4,82x   выбрав интерполяционный многочлен 

по параметру t . 

Решение. В качестве 0x  возьмем 3 5x   как ближайшее значение к 

искомому. | 4,82 5 | /1 0,18t    . | | 0,25t   значит для нахождения значе-

ния функции y  используем интерполяционный многочлен Стирлинга. 

Примерный фрагмент решения в математическом пакете MathCad 

приведен на рис. 15. 
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Рис. 15. 

Пример. По заданной таблице значений функции  

x 2 3 4 5 6 

y 8 9 12 15 19 

найти значение y  при 5,82x   с помощью интерполяционного много-

члена Ньютона. 

Решение. В качестве 0x  возьмем 4 6x   как ближайшее значение к 

искомому. Примерный фрагмент решения в математическом пакете 

MathCad приведен на рис. 16. 
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Рис. 16. 

Из предыдущих двух примеров видно, что для данного количества 

значений функции лучше использовать интерполяционный многочлен 

Ньютона. 

Рассмотрим примеры построения сглаживающего многочлена ме-

тодом наименьших квадратов.  

Пример. По заданной таблице значений функции  

x 0,7 0,75 0,8 0,85 0,9 1,0 1,05 1,1 1,2 

y 14,07 15,54 16,31 14,77 15,04 18,24 19,22 2,042 2,145 

построить сглаживающий многочлен методом наименьших квадратов.  



 74 

Решение в математическом пакете MathCad приведено на рис. 17. 

Пример. По заданной таблице значений функции  

x 2 3 4 5 6 

y 8 9 12 15 19 

построить сглаживающий многочлен методом наименьших квадратов.  

Фрагмент решения в математическом пакете MathCad приведен на 

рис. 18. 

Сравнение табличной функции и 

аппроксимирующего ее многочлена 

на графике
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Рис. 17. 
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Рис. 18 

Пример. По заданной таблице значений функции найти значение 

y  при 0,53x  . 

Решение в математическом пакете MathCad приведено на рис. 19, 

20. 
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Исходные данные
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Рис. 19. 
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Продолжение интерполяции кубическим сплайном
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Рис. 20. 



 78 

Тема 4. ЧИСЛЕННОЕ ИНТЕГРИРОВАНИЕ 

По данной функции )(xf , определенной на отрезке ],[ ba , вычис-

лить приближенное значение интеграла dxxf
b

a
)(  с точностью   по 

формулам: 

1) прямоугольников,  

2) трапеций, 

3) Симпсона. 

Шаг интегрирования h  определить из условий:  

1) для формулы прямоугольников   
24

)-(
 22 h

abM
, 

2) для формулы трапеций   
12

)-(
 22 h

abM
, 

3) для формулы Симпсона   
180

)-( 44 h
abM

, 

где )(max )( xfM p
p  , ],[ bax . 

Варианты заданий: 

1. 
4)( xxxf  , 0a , 1b . 

2. 
42

3

1
)( xxxf  , 0a , 1b . 

3. 
52)( xxxf  , 5a , 7b . 

4. 
42)( xxxf  , 1a , 7b . 

5. 
45)( xxxf  , 0a , 1b . 

6. 
452)( xxxf  , 5a , 7b . 

7. 
454)( xxxf  , 0a , 1b . 

8. 
562)( xxxf  , 0a , 1b . 

9. 
423)( xxxf  , 2a , 4b . 

10. 
42 53)( xxxf  , 0a , 1b . 

11. 
4

5

4
4)( xxxf  , 2a , 3b . 

12. 
46)( xxxf  , 0a , 1b . 

13. 
894)( xxxf  , 2a , 4b . 

14. 
782)( xxxf  , 5a , 7b . 
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15. 
9102)( xxxf  , 0a , 1b . 

16. 
42 103)( xxxf  , 0a , 1b . 

17. 
83 34)( xxxf  , 5a , 7b . 

18. 
72 83)( xxxf  , 2a , 4b . 

19. 
82 93)( xxxf  , 0a , 1b . 

20. 
73 84)( xxxf  , 0a , 1b . 

21. 
83 94)( xxxf  , 5a , 7b . 

22. 
43 54)( xxxf  , 2a , 4b . 

23. 
945)( xxxf  , 0a , 1b . 

24. 
74 85)( xxxf  , 0a , 1b . 

25. 
42 53)( xxxf  , 5a , 7b . 

Пример. Вычислить интеграл от заданной функции 

1

sin

0

0,37 xe dx  на 

отрезке [0,1]  по формуле прямоугольников с разбиением отрезка на 

10 частей. 

Фрагмент решения в математическом пакете MathCad приведен на 

рис. 21. 
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Рис. 21. 
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Пример. Вычислить интеграл от заданной функции 

1

sin

0

0,37 xe dx  на 

отрезке [0,1]  по формуле трапеций с разбиением отрезка на 10 частей и 

прямым способом.  

Фрагмент решения в математическом пакете MathCad приведен на 

рис. 22. 
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Рис. 22 

Пример. Вычислить интеграл от заданной функции 
2

3 1/ 2

0

3 (1 )x x dx  на отрезке [0,2]  по формуле трапеций с разбиением 

отрезка на 24 части и прямым способом.  

Фрагмент решения в математическом пакете MathCad приведен на 

рис. 23. 
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Рис. 23. 
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Тема 5. РЕШЕНИЕ ОБЫКНОВЕННЫХ  
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Дана задача Коши:  

),( yxfy  , 00)( yxy  . 

Необходимо найти: 

1) точное решение )(xy  в точке bx  , 

2) выбрать шаг h  из условия   mh , -410 , вычислить n  из со-

отношения 
h

xb
n

)-( 0  и найти приближенное решение ),(ˆ ixy  в 

точках ihxxi  0 , ni ,,1   , параметр m  – порядок точности 

используемого метода, 

3) вычислить )(ˆ-)( byby , если 1m  (схема Эйлера), 

4) вычислить )(ˆ-)( byby , если 2m  (схема Хойна), 

5) вычислить )(ˆ-)( byby , если 4m  (схема Рунге-Кутты). 

Варианты заданий ( 00 x , 1 b ): 

1. yy -1 , 1-)( 0 xy . 

2. yy -2 , 2-)( 0 xy . 

3 yy -3 , 3-)( 0 xy . 

4. xyy  , 1)( 0 xy . 

5. xyy 2 , 1)( 0 xy . 

6 xyy 4 , 1)( 0 xy . 

7. yxy 2 , 1)( 0 xy . 

8. yxy 23 , 1)( 0 xy . 

9. yxy 26 , 1)( 0 xy . 
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10. )23( 2 xxyy  , 1)( 0 xy . 

11. )2( 2 xxyy  , 1)( 0 xy . 

12. )4( 3 xxyy  , 1)( 0 xy . 

13. )24( 3 xxyy  , 1)( 0 xy . 

14. )1(  xyy , 1)( 0 xy . 

15. )1-2( xyy  , 1)( 0 xy . 

16. )1-4( xyy  , 1)( 0 xy . 

17. 
1


x

у
y , 1)( 0 xy . 

18. 
)12( 


x

y
y , 1)( 0 xy . 

19. 
1

2




x

y
y , 1)( 0 xy . 

20. 
)1(

3




x

y
y , 1)( 0 xy . 

21. )12(2  xyy , 1)( 0 xy . 

22. 
2)1( 


x

y
y , 1)( 0 xy . 

23. 
2)2( 


x

y
y , 1)( 0 xy . 

24. 
2)3( 


x

y
y , 1)( 0 xy . 

25. xyy 24 , 1-)( 0 xy . 

Пример. Решить дифференциальное уравнение 
2(3 ) /( )y x y x y     методом Эйлера на отрезке [2;3]  с шагом 0,1h   с 

начальным условием (2) 1y  . 
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Фрагмент решения в математическом пакете MathCad приведен на 

рис. 24. 
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Рис. 24. 

Для оценки погрешности в точке kx  используем двойной просчет с 

шагом / 2h  (рис. 25). 
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Рис. 25 
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Пример. Решить дифференциальное уравнение 22 2y x y    мето-

дом Эйлера на отрезке [0;1]  начальным условием (0) 1y   разбив ин-

тервал на 20 частей. 

Решение. Решение в математическом пакете MathCad приведено на 

рис. 26. 

Исходные данные

f x y( ) 2 x
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Рис. 26 

Пример. Решить дифференциальное уравнение 
2(3 ) /( )y x y x y     методом Рунге-Кутта на отрезке [2;3]  с шагом 

0,1h   с начальным условием (2) 1y  . 

Решение. Фрагмент решения в математическом пакете MathCad 

приведен на рис. 27. 
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Рис. 27. 

Приведем другой вариант реализации метода Рунге-Кутта в матема-

тическом пакете MathCad.  
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Пример. Решить дифференциальное уравнение 22 2y x y    мето-

дом Рунге-Кутта на отрезке [0;1]  начальным условием (0) 1y   разбив 

интервал на 20 частей. Фрагмент решения приведен на рис. 28. 
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Рис. 28. 
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Пример. Используя метод Милна, составить таблицу приближенных 

значений решения задачи Коши на отрезке [0,1] с шагом h=0,1. Начальный 

отрезок определить методом Рунге – Кутта. xyxy  2 , 2,0)0( y . 

Решение. Примерное решение в математическом пакете Mathcad 

приведено на рис. 29. 
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Рис. 29 
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Пример. Решить дифференциальное уравнение 
2(3 ) /( )y x y x y     методом Хойна на отрезке [2;3]  с шагом 0,1h   с 

начальным условием (2) 1y  . 

Решение. Фрагмент решения в математическом пакете MathCad 

приведен на рис. 30. Для оценки погрешности в точке kx  используем 

двойной просчет с шагом / 2h  (рис. 31). 
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Рис. 30. 
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Рис. 31. 
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Тема 6. ПОИСК ЭКСТРЕМУМА ФУНКЦИИ  
ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ 

Дана функция двух переменных ),( yxf . Необходимо найти экс-

тремум этой функции с точностью 2-10  

 аналитическим методом 

 градиентным методом, 

 методом сопряженных градиентов. 

Варианты заданий 

1. 42-4-2),( 22  yxyxyxf . 

2. 42-42),( 22  yxyxyxf . 

3. 4242),( 22  yxyxyxf . 

4. 424-2),( 22  yxyxyxf . 

5. 75.1-2-2),( 22  yxyxyxf . 

6. 75.1-22),( 22  yxyxyxf . 

7. 75.122),( 22  yxyxyxf . 

8. 75.12-2),( 22  yxyxyxf . 

9. 102-8-2),( 22  yxyxyxf . 

10. 102-82),( 22  yxyxyxf . 

11. 1028-2),( 22  yxyxyxf . 

12. 10282),( 22  yxyxyxf . 

13. 74-4-2),( 22  yxyxyxf . 

14. 74-42),( 22  yxyxyxf . 

15. 744-2),( 22  yxyxyxf . 

16. 7442),( 22  yxyxyxf . 

17. 134-8-2),( 22  yxyxyxf . 

18. 134-82),( 22  yxyxyxf . 

19. 1348-2),( 22  yxyxyxf . 

20. 13482),( 22  yxyxyxf . 

21. 20212-2),( 22  yxyxyxf . 

22. 202122),( 22  yxyxyxf . 
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23. 202-12-2),( 22  yxyxyxf . 

24. 204-122),( 22  yxyxyxf . 

25. 1264-2),( 22  yxyxyxf . 

Пример. Дана функция двух переменных 

1264-2),( 22  yxyxyxf . Необходимо найти экстремум этой 

функции с точностью 2-10 аналитическим методом, градиентным 

методом, методом сопряженных градиентов. 

Примерный вариант решения приведен на рис. 32, 33, 34. 

Аналитический метод 
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Рис. 32. 

Метод градиентов 
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Рис. 33 
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Метод сопряженных градиентов 
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Рис. 34. 
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