Министерство образования Российской Федерации

Владивостокский государственный университет

экономики и сервиса

_____________________________________________________________

е.ф. чубенко

теоретическая механика

Учебно-методический комплекс

Владивосток

Издательство ВГУЭС

2002

ББК
22.21
 
Ч 81

Рецензент:
Б.Б. Потехин, профессор каф. ФХиПМ ВГУЭС

Чубенко Е.Ф.

Ч 81

теоретическая механика: Учебно-мето-дический комплекс. – Владивосток: Изд-во ВГУЭС, 2002. – 184 с.

Учебно-методический комплекс содержит рабочую программу курса, конспект лекций, задания для выполнения контрольных работ студентами технических и технологических специальностей ВГУЭС с методическими указаниями и вопросы для самостоятельного контроля знаний.

Может использоваться как теоретическая часть при подготовке к сдаче экзамена, так и методические указания при выполнении контрольных работ заочниками и расчётно-графических заданий студентами очной формы обучения.

ББК 22.21

© Институт заочного и дистанционного обучения, 2002

© Издательство Владивостокского 
государственного университета 

экономики и сервиса, 2002
КОНСПЕКТ ЛЕКЦИЙ по курсу
«Теоретическая механика»
Статика твердого тела

Глава 1. Основные понятия и определения статики

§1. Аксиомы статики

Все теоремы и уравнения статики выводятся из нескольких исходных положений, принимаемых без математических доказательств и называемых аксиомами или принципами статики. 

Аксиома 1. Если на свободное абсолютно твердое тело действуют две силы, то тело может находиться в равновесии тогда и только тогда, когда эти силы, равны по модулю (F1=F2) и направлены вдоль одной прямой в противоположные стороны (рис. 1).
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Рис. 1

Аксиома 1 определяет простейшую уравновешенную систему сил, так как опыт показывает, что свободное тело, на которое действует только одна сила, находиться в равновесии не может.

Аксиома 2. Действие данной системы сил на абсолютно твердое тело не изменится, если к ней прибавить или от нее отнять уравновешенную систему сил.

Эта аксиома устанавливает, что две системы сил, отличающиеся на уравновешенную систему, эквивалентны друг другу.

Следствие из 1-й и 2-й аксиом. Действие силы на абсолютно твердое тело не изменится, если перенести точку приложения силы вдоль ее линии действия в любую другую точку тела.

В самом деле, пусть на твердое тело действует приложенная в точке А сила F (рис. 2). Возьмем на линии действия этой силы произвольную точку В и приложим к ней две уравновешенные силы F1 и F2, такие, что F1 = – F, F2 = – F. От этого действие силы F на тело не изменится. Но силы F и F2 согласно аксиоме 1 также образуют уравновешенную систему, которая может быть отброшена. В результате на тело будет действовать только одна сила F1 равная F, но приложенная в точке В.
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Рис. 2

Таким образом, вектор, изображающий силу F, можно считать приложенным в любой точке на линии действия силы (такой вектор называется скользящим).

Аксиома 3 (аксиома параллелограмма сил). Две силы, приложенные к телу в одной, точке, имеют равнодействующую, приложенную в той же точке и изображаемую диагональю параллелограмма, построенного на этих силах, как на сторонах. 

Вектор R, равный диагонали параллелограмма, построенного на векторах F1 и F2 (рис. 3), называется геометрической суммой векторов F1 и F2:

R = F1+ F2.

[image: image3.png]



Рис. 3

Следовательно, аксиому 3 можно еще формулировать так: две силы, приложенные к телу в одной точке, имеют равнодействующую, равную геометрической (векторной) сумме этих сил и приложенную в той же точке.

Аксиома 4. При всяком действии одного материального тела на другое имеет место такое же по величине, но противоположное по направлению противодействие.

Закон о равенстве действия и противодействия является одним из основных законов механики. Из него следует, что если тело А действует на тело В с силой F, то одновременно тело В действует на тело А с такой же по модулю и направленной вдоль той же прямой, но в противоположную сторону силой F'= – F (рис. 4). Однако силы F и F' не образуют уравновешенной системы сил, так как они приложены к разным телам.
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Рис. 4

Аксиома 5 (принцип отвердевания). Равновесие изменяемого (деформируемого) тела, находящегося под действием данной системы сил, не нарушится, если тело считать отвердевшим (абсолютно твердым).

Высказанное в этой аксиоме утверждение очевидно. Например, ясно, что равновесие цепи не нарушится, если ее звенья считать сваренными друг с другом и т. д. Так как на покоящееся тело до и после отвердевания действует одна и та же система сил, то аксиому 5 можно еще выразить в другой форме: при равновесии силы, действующие на любое изменяемое (деформируемое) тело, удовлетворяют тем же условиям, что и для тела абсолютно твердого; однако для изменяемого тела эти условия, будучи необходимыми, могут не быть достаточными.

Принцип отвердевания широко используется в инженерных расчетах. Он позволяет при составлении условий равновесия рассматривать любое изменяемое тело (ремень, трос, цепь и т. п.) или любую изменяемую конструкцию как абсолютно жесткие и применять к ним методы статики твердого тела. 

§ 2. Связи и их реакции

По определению, тело, которое не скреплено с другими телами и может совершать из данного положения любые перемещения в пространстве, называется свободным (например, воздушный шар в воздухе). Тело, перемещениям которого в пространстве препятствуют какие-нибудь другие, скрепленные или соприкасающиеся с ним тела, называется несвободным. Все то, что ограничивает перемещения данного тела в пространстве, называется связью.

Тело, стремясь под действием приложенных сил осуществить перемещение, которому препятствует связь, будет действовать на нее с некоторой силой, называемой силой давления на связь. Одновременно, по аксиоме 4, связь будет действовать на тело с такой же по модулю, но противоположно направленной силой. Сила, с которой данная связь действует на тело, препятствуя тем или иным его перемещениям, называется силой реакции (противодействия) связи или просто реакцией связи.

В дальнейшем силы, не являющиеся реакциями связей (такие, например, как сила тяжести), будем называть активными силами. Особенностью активной силы является то, что ее модуль и направление непосредственно не зависят от других, действующих на тело сил. Реакция связи отличается от действующих на тело активных сил тем, что ее численная величина всегда зависит от этих сил и заранее неизвестна. Направлена реакция связи в сторону, противоположную той, куда связь не дает перемещаться телу. Рассмотрим подробнее, как направлены реакции некоторых основных видов связей.

1. Гладкая плоскость (поверхность) или опора. Такая поверхность не дает телу перемещаться только по направлению общего перпендикуляра (нормали) к поверхностям соприкасающихся тел в точке их касания (рис. 5). Поэтому реакция N гладкой поверхности или опоры направлена по общей нормали к поверхностям соприкасающихся тел в точке их касания и приложена в этой точке. Когда одна из соприкасающихся поверхностей является точкой (рис. 5, 6), то реакция направлена по нормали к другой поверхности.
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Рис. 5

2. Нить. Связь, осуществленная в виде гибкой нерастяжимой нити (рис. 6), не дает телу М удаляться от точки подвеса нити по направлению AM. Поэтому реакция Т натянутой нити направлена вдоль нити к точке ее подвеса.
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Рис. 6

3. Цилиндрический шарнир (подшипник). Если два тела соединены болтом, проходящим через отверстия в этих телах, то такое соединение называется шарнирным или просто шарниром; осевая линия болта называется осью шарнира. Тело АВ, прикрепленное шарниром к опоре D (рис. 7, а), может поворачиваться как угодно вокруг оси шарнира (в плоскости чертежа); при этом конец А тела не может переместиться ни по какому направлению, перпендикулярному к оси шарнира. Поэтому реакция R цилиндрического шарнира может иметь любое направление в плоскости, перпендикулярной к оси шарнира, то есть в плоскости Аху. Для силы R в этом случае заранее не известны ни ее модуль R, ни направление (угол ).
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Рис. 7

4. Шаровой шарнир и подпятник. Этот вид связи закрепляет какую-нибудь точку тела так, что она не может совершать никаких перемещений в пространстве. Примерами таких связей служат шаровая пята, с помощью которой прикрепляется фотоаппарат к штативу (рис. 7, б) и подшипник с упором (подпятник) (рис. 7, в) Реакция R шарового шарнира или подпятника может иметь любое направление в пространстве. Для нее наперед не известны ни модуль реакции R, ни углы, образуемые ею с осями х, у, z.

5. Стержень. Пусть в какой-нибудь конструкции связью является стержень АВ, закрепленный на концах шарнирами (рис. 8). Примем, что весом стержня по сравнению с воспринимаемой им нагрузкой можно пренебречь. Тогда на стержень будут действовать только две силы, приложенные в шарнирах А и В. Вообще эти силы могут быть направлены произвольно. Но если стержень АВ находится в равновесии, то по аксиоме 1 приложенные в точках А и В силы должны быть направлены вдоль одной прямой, то есть вдоль оси стержня. Следовательно, нагруженный на концах стержень, весом которого по сравнению с этими нагрузками можно пренебречь, работает только на растяжение или на сжатие. Если такой стержень является связью, то реакция N стержня будет направлена вдоль оси стержня.
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Рис. 8

§ 3. Аксиома связей

Равновесие несвободных тел изучается в статике на основании следующей аксиомы: всякое несвободное тело можно рассматривать как свободное, если отбросить связи и заменить их действие реакциями этих связей.

Например, брус АВ весом Р (рис. 9, а), для которого связями являются плоскость ОЕ, опора D и трос КО, можно рассматривать как свободное тело (рис. 9, б), находящееся в равновесии под действием заданной силы Р и реакций связей NA, ND и Т. Модули этих реакций, которые наперед неизвестны, можно найти из условий равновесия сил, действующих на теперь уже свободное тело. В этом и состоит основной метод решения задач статики.
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Рис. 9

Глава 2. Сложение сил. Система сходящихся сил

§ 4. Геометрический способ сложения сил
Равнодействующая сходящихся сил

Рассмотрим геометрический способ сложения сил. Величину, равную геометрической сумме сил какой-нибудь системы, будем в дальнейшем называть главным вектором этой системы сил. 

1) Сложение двух сил. Геометрическая сумма R двух сил F1 и F2 находится или по правилу параллелограмма (рис. 10, а), или построением силового треугольника (рис. 10, б). Для построения силового треугольника надо от произвольной точки Ai отложить вектор, изображающий одну из сил, а от его конца – вектор, изображающий вторую силу. Соединяя начало первого вектора с концом второго, получим вектор, изображающий силу R.
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Рис. 10

Модуль R определяется как сторона A1C1 треугольника A1B1C1 из равенства

R2 = F12 + F22- 2F1F2cos(180 – ,
(1) 

где  – угол между силами. 

Углы  и , которые сила R образует со слагаемыми силами, находятся по теореме синусов. Замечая, что sin (180°-)= sin , получим:

F1/sin  =F2/sin  =R/sin 
(2)

2) Сложение трех сил, не лежащих в одной плоскости. Геометрическая сумма R трех сил F1, F2, F3, не лежащих в одной плоскости, изображается диагональю параллелепипеда, построенного на этих силах (правило параллелепипеда). В справедливости этого убеждаемся, применяя последовательно правило параллелограмма (рис. 11).

[image: image11.png]]




Рис. 11

3) Сложение системы сил. Геометрическая сумма (главный вектор) любой системы сил определяется или последовательным сложением сил системы по правилу параллелограмма, или построением силового многоугольника. Второй способ является более простым и удобным. Для нахождения этим способом суммы сил F1, F2, F3 … Fn (рис. 12, а) откладываем от произвольной точки О (рис. 12, б) вектор Оа, изображающий в выбранном масштабе силу F1, от точки а откладываем вектор аb, изображающий силу F2, от точки b откладываем вектор bс, изображающий силу F3, и т. д.; от конца m предпоследнего вектора откладываем вектор тп, изображающий силу Fn. Соединяя начало первого вектора с концом последнего, получаем вектор On=R, изображающий геометрическую сумму или главный вектор слагаемых сил:

R= F1+F2+…+ Fn или R= F
(3)
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Рис. 12

Фигура, построенная на рис. 12, б, называется силовым (в общем случае векторным) многоугольником. Таким образом, геометрическая сумма или главный вектор нескольких сил изображается замыкающей стороной силового многоугольника, построенного из этих сил (правило силового многоугольника). При построении векторного многоугольника следует помнить, что у всех слагаемых векторов стрелки должны быть направлены в одну сторону (по обводу многоугольника), а у вектора R – в сторону противоположную.

Равнодействующая сходящихся сил. Сходящимися называются силы, линии действия которых пересекаются в одной точке (рис. 12, а). 
Последовательно применяя аксиому параллелограмма сил, приходим к выводу, что система сходящихся сил имеет равнодействующую, равную геометрической сумме (главному вектору) этих сил и приложенную в точке их пересечения. Следовательно, если силы F1, F2, …, Fn сходятся в точке А (рис. 12, а), то сила, равная главному вектору R, найденному построением силового многоугольника, и приложенная в точке А, будет равнодействующей этой системы сил.

§ 5. Проекция силы на ось и на плоскость

Как и для всякого другого вектора, проекцией силы на ось называется скалярная величина, равная взятой с соответствующим знаком длине отрезка, заключенного между проекциями начала и конца силы. Проекция имеет знак плюс, если перемещение от ее начала к концу происходит в положительном направлении оси, и знак минус – если в отрицательном. Обозначать проекцию силы F на ось Ох будем символом Fx. Тогда для сил, изображенных на рис. 13, получим:

Fx = AB1 = ab, Qx= – ED1 = -ed.

Но из чертежа видно, что AB1=F cos , ED1 = Q cos( = – Q cos  1. 

Следовательно,

Fx = F cos , Qx= – Q cos  = Q cos  1,
(4)
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Рис. 13

то есть проекция силы на ось равна произведению модуля силы на косинус угла между направлением силы и положительным направлением оси. При этом проекция будет положительной, если угол между направлением силы и положительным направлением оси острый, и отрицательной, если этот угол тупой; если сила перпендикулярна к оси, то ее проекция на ось равна нулю.

Проекцией силы F на плоскость Оху называется вектор Fxy = OB1, заключенный между проекциями начала и конца силы F на эту плоскость (рис. 14). Таким образом, в отличие от проекции силы на ось, проекция силы на плоскость есть величина векторная, так как она характеризуется не только своим численным значением, но и направлением в плоскости Оху. По модулю Fxy = F cos , где  – угол межу направлением силы F и ее проекции Fxy.
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Рис. 14

В некоторых случаях для нахождения проекции силы на ось бывает удобнее найти сначала ее проекцию на плоскость, на которой эта ось лежит, а затем найденную проекцию на плоскость спроектировать на данную ось. Например, в случае, изображенном на рис. 14, найдем таким способом, что

Fx = Fxy cos  = F cos  cos ,

Fy = Fxy sin  = F cos  sin .

§ 6. Аналитический способ задания сил

Для аналитического задания силы необходимо выбрать систему координатных осей Oxyz, по отношению к которой будет определяться направление силы в пространстве. В механике мы будем пользоваться правой системой координат, то есть такой системой, в которой кратчайшее совмещение оси Оx с осью Oy происходит, если смотреть с положительного конца оси Oz, против хода часовой стрелки (рис. 15).

[image: image15.png]



Рис. 15

Для решения задач статики оказывается более удобным задавать силу ее проекциями. Покажем, что сила F будет задана, если будут известны ее проекции Fx, Fy, Fz на оси прямоугольной декартовой системы координат. В самом деле, из формулы (4) следует, что

Fx=F cos , Fy = F cos , Fz = F cos .

Возводя эти равенства почленно в квадрат и складывая их, получим Fx + Fy2 + Fz2 = F2, так как cos2  + cos2  + cos2  = 1. В результате найдем: 

F2 = Fx2 + Fy2+Fz2,
(5)

Cos  = Fx / F, cos = Fy / F, cos  = Fz / F.
(6)

Формулы (5) и (6) позволяют, зная проекции силы на оси координат, найти ее модуль и углы с осями, то есть определить силу. Если силу F разложить по направлениям, параллельным координатным осям (рис. 15), то полученные составляющие Fx, Fy, Fz будут численно равны проекциям с силы на соответствующие оси. Отсюда следует, что если известны проекции силы на оси координат, то вектор силы можно построить геометрически, пользуясь правилом параллелепипеда.

В случае, когда все рассматриваемые силы расположены в одной плоскости, каждую из сил можно задать ее проекциями на две оси Ох и Оу. Тогда формулы, определяющие силу по ее проекциям примут вид:

F2 = Fy2 + Fz2,
Cos  = Fx /F, cos  = Fy /F.
(7)

§ 7. Аналитический способ сложения сил

Переход от зависимостей между векторами к зависимостям между их проекциями осуществляется с помощью следующей теоремы геометрии: проекция вектора суммы на какую-нибудь ось равна алгебраической сумме проекций слагаемых векторов на ту же ось. Отсюда, так как сила есть вектор, следует, что если, например, R = F1 + F2 + F3 + F4 (рис. 16),

то

Rx = F1x + F2x + F3x + F4x,

где

F1x=ab, F2x=bc, F3x=cd, F4x= -de, Rx=ae.
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Рис. 16

Для любой системы сил F1, F2, …, Fn, обозначая их сумму (главный вектор) через R, где R= Fk, будем согласно этой теореме иметь:

Rx= Fkx, Ry= Fky, Rz= Fkz.
(8)

Зная Rx, Ry, Rz, по формуле (6) находим:

R2 = Rx2+Ry2+Rz2,
(9)

Cos  =Rx / R, cos  =Ry / R, cos  =Rz / R. 

Формулы (8), (9) и позволяют решить задачу о сложении сил аналитически.

Для сил, расположенных в одной плоскости, соответствующие формулы принимают вид

Rx= Fkx, Ry= Fky;

R2 = Rx2+Ry2, cos  =Rx /R, cos  =Ry /R.

§ 8. Равновесие системы сходящихся сил

Из законов механики следует, что твердое тело, на которое действуют взаимно уравновешенные внешние силы, может не только находиться в покое, но и совершать движение, которое мы назовем движением «по инерции». Таким движением будет, например, поступательное равномерное и прямолинейное движение тела.

Отсюда получаем два важных вывода. 1) Условиям равновесия статики удовлетворяют силы, действующие как на покоящееся тело, так и на тело, движущееся «по инерции». 2) Уравновешенность сил, приложенных к свободному твердому телу, является необходимым, но не достаточным условием равновесия (покоя) самого тела; в покое тело будет при этом находиться лишь в том случае, если оно было в покое и до момента приложения к нему уравновешенных сил.

Для равновесия приложенной к твердому телу системы сходящихся сил необходимо и достаточно, чтобы равнодействующая этих сил была равна нулю. Условия, которым при этом должны удовлетворять сами силы, можно выразить в геометрической или аналитической форме.

1. Геометрическое условие равновесия. Так как равнодействующая R сходящихся сил определяется как замыкающая сторона силового многоугольника, построенного из этих сил, то R может обратиться в нуль тогда и только тогда, когда конец последней силы в многоугольнике совпадает с началом первой, то есть когда многоугольник замкнется. Следовательно, для равновесия системы сходящихся сил необходимо и достаточно, чтобы силовой многоугольник, построенный из этих сил, был замкнут.
2. Аналитические условия равновесия. Аналитически равнодействующая системы сходящихся сил определяется формулой

R2 = Rx2+Ry2+Rz2.

Так как правая часть выражения есть положительное число, то R обратится в нуль только тогда, когда одновременно Rx=0, Ry=0, Rz=0, то есть, как это следует из формул (8), когда действующие на тело силы будут удовлетворять равенствам:

 Fkx=0,  Fky=0,  Fkz=0.
(10)

Равенства (10) выражают условия равновесия в аналитической форме: для равновесия пространственной системы сходящихся сил необходимо и достаточно, чтобы суммы проекций этих сил на каждую из трех координатных осей были равны нулю.

Если все действующие на тело сходящиеся силы лежат в одной плоскости, то они образуют плоскую систему сходящихся сил. В случае плоской системы сходящихся сил получим, очевидно, только два условия равновесия:

 Fkx=0,  Fky=0.
(11)

3. Теорема о трех силах. При решении задач статики иногда удобно пользоваться следующей теоремой: если свободное твердое тело находится в равновесии под действием трех непараллельных сил, лежащих в одной плоскости, то линии действия этих сил пересекаются в одной точке.

Для доказательства теоремы изобразим сначала какие-нибудь две действующие на тело силы, например F1 и F2. Так как по условиям теоремы эти силы лежат в одной плоскости и не параллельны, то их линии действия будут пересекаться в некоторой точке А (рис. 17). Приложим силы F1 и F2 в этой точке и заменим их равнодействующей R. Тогда на тело будут действовать две силы: сила R и сила F3, приложенная в какой-то точке В тела. Если тело при этом находится в равновесии, то по аксиоме 1 силы R и F3 должны быть направлены по одной прямой, то есть вдоль АВ. Следовательно, сила F3 тоже проходит через точку А, что и требовалось доказать.
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Рис. 17

Заметим, что обратная теорема не имеет места, то есть если линии действия трех сил пересекаются в одной точке, то тело под действием этих сил может и не находиться в равновесии. Следовательно, доказанная теорема выражает необходимое, но не достаточное условие равновесия свободного твердого тела под действием трех сил.
§ 9. Момент силы относительно центра 

Опыт показывает, что под действием силы твердое тело может наряду с поступательным перемещением совершать вращение вокруг того или иного центра. Вращательный эффект силы характеризуется ее моментом.

Рассмотрим силу F, приложенную в точке А твердого тела (рис. 18). Допустим, что сила стремится повернуть тело вокруг центра О. Перпендикуляр h, опущенный из центра О на линию действия силы F, называется плечом силы F относительно центра О. Так как точку приложения силы можно произвольно перемещать вдоль линии действия, то, очевидно, вращательный эффект силы будет зависеть:

1) от модуля силы F и длины плеча h;

2) от положения плоскости поворота ОАВ, проходящей через центр О и силу F;

3) от направления поворота в этой плоскости.
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Рис. 18

Для количественного измерения вращательного эффекта можно ввести следующее понятие о моменте силы: моментом силы F относительно центра О называется величина, равная взятому с соответствующем знаком произведению модуля силы на длину плеча.

Момент силы F относительно центра О будем обозначать символом Мo(F), Следовательно, 

Мo(F)= ± F h.
(12)

В дальнейшем условимся считать, что момент имеет знак плюс, если сила стремится повернуть тело вокруг центра О против хода часовой стрелки, и знак минус, – если по ходу часовой стрелки. Если плечо измерять в метрах, то момент силы будет измеряться в ньютонах на метр (Нм).
Отметим следующие свойства момента силы:

1) Момент силы не изменяется при переносе точки приложения силы вдоль ее линии действия.

2) Момент силы относительно центра О равен нулю только тогда, когда сила равна нулю или когда линия действия силы проходит через центр О (плечо равно нулю).

3) Момент силы численно выражается удвоенной площадью треугольника ОАВ (рис. 18):

Мo(F) =  2 пл.  OAB.
(13)

Этот результат следует из того, что пл.  OAB=1/2Fh.

§ 10. Теорема Вариньона о моменте равнодействующей 

Докажем следующую теорему Вариньона: момент равнодействующей плоской системы сходящихся сил относительно любого центра равен алгебраической сумме моментов слагаемых сил относительно того же центра.

Рассмотрим систему сил F1, F2,..., Fn, сходящихся в точке А (рис. 19). Возьмем произвольный центр О и проведем через него ось Ох, перпендикулярную к прямой ОА; положительное направление оси Ох выбираем так, чтобы знак проекции любой из сил на эту ось совпадал со знаком ее момента относительно центра О.
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Рис. 19

Для доказательства теоремы найдем соответствующие выражения моментов Мo(F1), Мo(F2). По формуле (13) Мo(F1)= + 2 пл.  OAB1. Но, как видно из рисунка, 2 пл.  OAB1 = ОА(Оb = ОА(F1x, где F1x – проекция силы F1 на ось Ох; следовательно,

Мo(F1) = OA(F1x.
(14)

Аналогично вычисляются моменты всех других сил. При этом формула (14) справедлива и в случае, когда сила F проходит ниже линии ОА; момент при этом получится отрицательным, так как будет отрицательна сама проекция Fy.

Обозначим равнодействующую сил F1, F2, …, Fn через R, где R= Fk. Тогда, по теореме о проекции суммы сил на ось, получим Rx=  Fkx. Умножая обе части этого равенства на ОА, найдем:

OA(Rx = (OA(Fkx)

или, согласно формуле (14),

Мo(R) = Мo(Fk).
(15)

Формула (15) дает математическое выражение теоремы Вариньона.

Глава 3. Системы параллельных сил и пар, 
расположенных в одной плоскости

§ 11. Сложение и разложение параллельных сил

Найдем равнодействующую двух действующих на твердое тело параллельных сил. Здесь возможны два случая: 1) силы направлены в одну сторону и 2) силы направлены в разные стороны.

1) Сложение двух сил, направленных в одну сторону. Рассмотрим твердое тело, на которое действуют две параллельные силы F1 и F2 (рис. 20). Пользуясь аксиомами 1 и 2 статики, перейдем от данной системы параллельных сил к эквивалентной ей системе сходящихся сил Q1 и Q2. Для этого приложим в точках А и В две уравновешенные силы P1 и Р2 (P1 = – Р2), направленные вдоль прямой АВ, и сложим их с силами F1 и F2 по правилу параллелограмма. Полученные силы Q1 и Q2 перенесем в точку О, где пересекаются их линии действия, и разложим на первоначальные составляющие. После этого в точке О будут действовать две уравновешенные силы P1 и Р2, которые отбросим, и две направленные вдоль одной прямой силы F1 и F2. Эти силы перенесем в точку С и заменим их равнодействующей R, модуль которой равен:

R=F1+F2.
(16) 

Сила R является равнодействующей параллельных сил F1 и F2, приложенных в точках A и B. Для определения положения точки С рассмотрим треугольники ОАС, Oak и ОСB, Оmb. Из подобия соответствующих треугольников следует, что AC / OC=P1 / F1 и BC / OC=P2 / F2, или AC(F1=BC(F2, так как Р1=Р2.

Отсюда, принимая во внимание свойства пропорций и учитывая, что ВС+АС=АВ, а F1+F2 = R, получим:

BC / F1=AC / F2=AB / R.
(17)
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Рис. 20

Итак, равнодействующая двух действующих на абсолютно твердое тело параллельных сил, направленных в одну сторону, равна по модулю сумме модулей, слагаемых сил, им параллельна и направлена а ту же сторону; линия действия равнодействующей проходит между точками приложения слагаемых сил на расстояниях от этих точек, обратно пропорциональных силам.

2) Сложение двух сил, направленных в разные стороны. Изобразим действующие на тело силы F1 и F2, считая для определенности F1>F2 (рис. 21). Возьмем на продолжении прямой ВА точку С и приложим к ней уравновешенные силы R и R’, параллельные силам F1 и F2. При этом модули сил и положение точки С выберем так, чтобы удовлетворялись равенства:

R = F1 – F2;
(18)

BC / F1 = AC / F2 = AB / R.
(19)
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Рис. 21

Тогда, сложив силы F2 и R(, мы найдем, что их равнодействующая Q будет по модулю равна F2+R(, то есть равна F1 и приложена в точке А. После этого силы F1 и Q, как уравновешенные, можно отбросить. В результате заданные силы F1 и F2 будут заменены одной силой R, которая и является их равнодействующей. Таким образом, равнодействующая двух действующих на абсолютно твердое тело параллельных сил, направленных в разные стороны, равна по модулю разности модулей слагаемых сил, им параллельна и направлена в сторону большей силы; линия действия равнодействующей, проходит, вне отрезка, соединяющего точки приложения слагаемых сил, на расстояниях от этих точек, обратно пропорциональных силам.

3) Разложение сил. С помощью полученных формул можно решать задачу о разложении данной силы на две ей параллельные, направленные в одну или в разные стороны. Задача будет определенной при задании дополнительных условий (например, линий действия обеих искомых сил или модуля и линии действия одной из них).

§ 12. Пара сил. Момент пары

Парой сил называется система двух сил, равных по модулю, параллельных и направленных в противоположные стороны, действующих на абсолютно твердое тело (рис. 22). Система сил, образующих пару, очевидно, не находится в равновесии (аксиома 1). В то же время пара сил, в отличие от ранее рассматривавшихся систем, не имеет равнодействующей.

В самом деле, если допустить, что пара (F, F') имеет какую-то равнодействующую Q 0, то сила Q1 = – Q должна эту пару уравновесить, то есть система сил F, F', Q1 должна находиться в равновесии. Но, как будет доказано, для равновесия любой системы сил необходимо, чтобы их геометрическая сумма равнялась нулю. Следовательно, при сделанном допущении должно быть F+F'+Q1 = 0, что невозможно, так как F+F'= 0, a Q1  0. Таким образом, пару сил нельзя заменить или уравновесить одной силой. 

Плоскость, проходящая через линии действия сил пары, называется плоскостью действия пары. Расстояние d между линиями действия сил пары называется плечом пары. Действие пары сил на твердое тело сводится к некоторому вращательному эффекту, зависящему от: 1) модуля F сил пары и длины ее плеча d; 2) положения плоскости действия пары; 3) направления поворота в этой плоскости. Для характеристики этого эффекта вводится понятие момента пары.

Рассмотрим свойства пар, лежащих в одной плоскости. Для этого случая по аналогии с моментом силы введем следующее определение: моментом пары называется величина, равная взятому с соответствующим знаком произведению модуля одной из сил пары на ее плечо. Будем обозначать момент пары буквой т. Тогда

m= ± Fd.
(20)

Момент пары (как и момент силы) будем считать положительным, когда пара стремится повернуть тело против хода часовой стрелки, и отрицательным – когда по ходу часовой стрелки. Измеряется момент пары в тех же единицах, что и момент силы. Из рис. 22 видно, что момент пары равен моменту одной из ее сил относительно точки приложения другой, то есть

m = mB(F) = mA(F).
(21)
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Рис. 22

§ 13. Эквивалентность пар

Чтобы установить условия эквивалентности двух пар, докажем сначала следующую теорему: не изменяя оказываемого на тело действуя, можно пару сил, приложенную к абсолютно твердому телу, заменить любой другой парой, лежащей в той же плоскости и имеющей тот же момент. Пусть на твердое тело действует пара сил (F, F') с плечом d1. Проведем в плоскости действия пары через произвольные точки D и Е две параллельные прямые до пересечения их с линиями действия сил пары (F, F') в точках A и B (рис. 23) и приложим силы F и F' в этих точках (первоначально силы F, F' могли быть приложены в любых других точках на их линиях действия). Расстояние между прямыми AD и BE назовем d2. Разложим теперь силу F по направлениям ВА и DA на силы Q и Р, а силу F – по направлениям АВ и BE на силы Q' и P'. Очевидно, при этом Р= – P', Q= – Q'. Силы Q и Q', как уравновешенные, можно отбросить. В результате пара сил (F, F') будет заменена парой (Р, Р') с другим плечом и другими силами, которые можно, очевидно, приложить в точках D, Е на их линиях действия. При этом, в силу произвола в выборе точек D, Е и направлений прямых AD и BE, пара (Р, P') может оказаться расположенной в плоскости ее действия где угодно (в положение, при котором силы Р и Р' параллельны F, пару можно привести, проделав указанное преобразование дважды).
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Рис. 23

Покажем в заключение, что моменты пар Р, P' и F, F' равны. Так как сила F является равнодействующей сил Р и Q, то по теореме Вариньона

mB (F) = mB (Р) + тB (Q).

Но mB(F)=Fd1, mB(Р)=Pd2, mB(Q)=0; следовательно, Fd1=Pd2, то есть моменты пар равны друг другу и теорема доказана.

Из доказанной теоремы вытекают следующие свойства пары сил:

1) данную пару, не изменяя оказываемого ею на тело действия, можно переносить куда угодно в плоскости действия пары;

2) у данной пары, не изменяя оказываемого ею на тело действия, можно произвольно менять модули сил или длину плеча, сохраняя неизменным ее момент.

Глава 4. Произвольная плоская система сил
§ 14. Теорема о параллельном переносе силы

Силу, приложенную к абсолютно твердому телу, можно, не изменяя оказываемого действия, переносить параллельно ей самой в любую точку тела, прибавляя при этом пару с моментом, равным моменту переносимой силы относительно точки, в которую сила переносится.

Пусть на твердое тело действует сила F, приложенная в точке А (рис. 24, а). Действие этой силы не изменится, если в любой точке тела В приложить две уравновешенные силы F' и F'' так, что F'= F, F" = – F. Полученная система трех сил и представляет собой силу F', равную F, но приложенную в точке В, и пару (F, F'') с моментом

m=тB(F).
(22)

Итак, теорема доказана. Результат, даваемый теоремой, можно еще изобразить так, как это показано на рис. 24, б. 
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Рис. 24

§ 15. Приведение плоской системы сил к данному центру

Пусть на твердое тело действует какая-нибудь система сил F1, F2, …, Fn, лежащих в одной плоскости. Возьмем в этой плоскости произвольную точку О, которую назовем центром приведения, и перенесем все силы в центр О (рис. 25, а). В результате на тело будет действовать система сил

F1'= F1, F2'= F2, …, Fn'= Fn,
(23)

приложенных в центре О, и система пар, моменты которых согласно формуле (27) будут равны:

m1 = m0(F1), m2 =m0(F2), …, mn = m0(Fn).
(24)
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Рис. 25

Силы, приложенные в центре О, можно заменить одной силой R, приложенной в том же центре; при этом R= Fk' или 

R= Fk'.
(25)

Точно так же, по теореме о сложении пар, все пары можно заменить одной парой, лежащей в той же плоскости. Момент этой пары M0=  mk:
M0=  m0(Fk).
(26)

Величина R, равная геометрической сумме всех сил системы, называется, как известно, главным вектором системы; величину М0, равную сумме моментов всех сил системы относительно центра О, будем называть главным моментом системы относительно центра О. В результате мы доказали следующую теорему: всякая плоская система сил, действующих на абсолютно твердое тело, при приведении к произвольно взятому центру О заменяется одной силой R, равной главному вектору системы и приложенной в центре приведения О, и одной, парой с моментом М0, равным главному моменту системы относительно центра О (рис. 25, б).

§16. Условия равновесия произвольной плоской системы сил. Случай параллельных сил

Для равновесия любой плоской системы сил необходимо и достаточно, чтобы одновременно выполнялись условия:

R=0, М0=0.
(27)

Здесь О – любая точка плоскости, так как при R=0 величина М0 от выбора центра О не зависит.

Условия (27) являются необходимыми, так как если какое-нибудь из них не выполняется, то система действующих на тело сил приводится или к равнодействующей (когда R 0), или к паре (когда M0 0) и, следовательно, не является уравновешенной. Одновременно условия (27) являются достаточными, потому что при R=0 система может приводиться только к паре с моментом М0, а так как М0=0, то имеет место равновесие.

Найдем вытекающие из равенств (27) аналитические условия равновесия. Эти условия можно получить в трех различных формах, которые мы последовательно рассмотрим.

1. Основная форма условий равновесия. Величины R и Мо определяются равенствами:

R2= Rx2+Ry2, M0= M0(Fk),

где Rx= Fxk, Ry= Fyk. Но R может равняться нулю только тогда, когда одновременно Rx=0 и Ry=0. Следовательно, условия (27) будут выполнены, если будет:

 Fkx=0,  Fky=0,  M0(Fk)=0.
(28)

Равенства (28) выражают следующие аналитические условия равновесия: для равновесия произвольной плоской системы сил необходимо и достаточно, чтобы суммы проекций, всех сил на каждую из двух координатных осей и сумма их моментов относительно любого центра, лежащего в плоскости действия сил, были равны нулю. 

2. Вторая форма условий равновесия: для равновесия произвольной плоской, системы сил необходимо и достаточно, чтобы суммы моментов всех этих сил относительно каких-нибудь двух центров А и В и сумма их проекций на ось Ох, не перпендикулярную к прямой АВ, были равны нулю:

 MA(Fk)=0,  MB(Fk)=0,  Fkx=0.
(29)

Необходимость этих условий очевидна, так как если любое из них не выполняется, то будет или R 0 или MA 0 (MB 0) и равновесия не будет. Докажем их достаточность. Если для данной системы сил выполняются только первые два из условий, то для нее МA=0 и МB=0. Такая система сил может не находиться в равновесии, а иметь равнодействующую R, одновременно проходящую через точки A и B. Но по третьему условию должно быть Rx= Fkx=0. Так как ось Ох проведена не перпендикулярно к АВ, то последнее условие может быть выполнено, только когда равнодействующая R = 0, то есть когда имеет место равновесие.

З. Третья форма условий равновесия (уравнения трех моментов): для равновесия произвольной плоской системы сил необходимо и достаточно, чтобы суммы моментов этих сил относительно любых трех центров А, В и С, не лежащих на одной прямой, были равны нулю.

 MA(Fk)=0,  MB(Fk)=0,  MC(Fk)=0.
(30)

Необходимость этих условий, как и в предыдущем случае, очевидна. Достаточность условий (30) следует из того, что если при одновременном выполнении этих условий данная система сил не находилась бы в равновесии, то она должна была бы приводиться к равнодействующей, одновременно проходящей через точки А, В и С, что невозможно, так как эти точки не лежат на одной прямой. Следовательно, при выполнении условий (30) имеет место равновесие.

Глава 5. Трение

§ 17. Законы трения скольжения

Опыт показывает, что при стремлении двигать одно тело по поверхности другого в плоскости соприкосновения тел возникает сила сопротивления их относительному скольжению, называемая силой трения скольжения.

В инженерных расчетах обычно исходят из ряда установленных опытным путем общих закономерностей, которые с достаточной для практики точностью отражают основные особенности явления трения. Эти закономерности, называемые законами трения скольжения при покое, можно сформулировать следующим образом:

1. При стремлении сдвинуть одно тело по поверхности другого в плоскости соприкосновения тел возникает сила трения (или сила сцепления), величина которой может принимать любые значения от нуля до значения F пр, называемого предельной силой трения. 

Сила трения направлена в сторону, противоположную той, куда действующие силы стремятся сдвинуть тело.

2. Величина предельной силы трения равна произведению статического коэффициента трения на нормальное давление или нормальную реакцию:

F пр = fоN.
(31)

Статический коэффициент трения fо – число отвлеченное; он определяется опытным путем и зависит от материала соприкасающихся тел и состояния поверхностей (характер обработки, температура, влажность, смазка и т. п.).

3. Величина предельной силы трения в довольно широких пределах не зависит от размеров соприкасающихся при трении поверхностей. Объединяя вместе первый и второй законы, получаем, что при равновесии сила трения покоя (сила сцепления) F <= F пр или

F <= fоN.
(32)

Экспериментально коэффициент трения можно определить с помощью простейшего прибора, схема которого показана на рис. 26. 

Горизонтальная плита АВ и прямоугольный брус D делаются из материалов, для которых определяется коэффициент трения. На брус D будут действовать сила тяжести Р, уравновешенная нормальной реакцией плиты N, и сдвигающая сила Q, которая при покое уравновешивается силой трения F (сила Q численно равна весу чашки Е с гирями). Постепенно нагружая чашку, находим ту нагрузку Q, при которой брусок трогается с места. Очевидно, предельная сила трения F пр=0. Тогда, так как в данном случае N=P, находим по формуле (31)коэффициент трения:

fо =Fпр/N=Q/P.
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Рис. 26

Проделав ряд аналогичных опытов, можно убедиться, что при изменении в известных пределах веса бруска Р величина Q возрастает пропорционально Р, а значение fо остается неизменным. 

При движении сила трения направлена в сторону, противоположную движению, и равна произведению динамического коэффициента трения на нормальное давление:

F = f N.

Динамический коэффициент трения скольжения f также является величиной отвлеченной и определяется опытным путем. Значение коэффициента f зависит не только от материала и состояния поверхностей, но в некоторой степени и от скорости движения тел. 

§ 18. Реакции шероховатых связей. Угол трения

До сих пор при решении задач статики мы пренебрегали трением и считали поверхности связей гладкими, а их реакции направленными по нормалям к этим поверхностям. Реакция реальной (шероховатой) связи будет слагаться из двух составляющих: из нормальной реакции N и перпендикулярной к ней силы трения F. Следовательно, полная реакция R будет отклонена от нормали к поверхности на некоторый угол. При изменении силы трения от нуля до Fпр сила R будет меняться от N до Rпр, а ее угол с нормалью будет расти от нуля до некоторого предельного значения Yо, (рис. 27). Наибольший угол Yо, который полная реакция шероховатой связи образует с нормалью к поверхности, называется углом трения. 

Из чертежа видно, что

tg (о=Fпр/N.

Так как Fпр=f0N, то отсюда находим следующую связь между углом трения и коэффициентом трения:

tg (о=fо. 
(33)
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Рис. 27

При равновесии полная реакция R, в зависимости от сдвигающих сил, может проходить где угодно внутри угла трения. Когда равновесие становится предельным, реакция будет отклонена от нормали на угол Yо.

Если к телу, лежащему на шероховатой поверхности, приложить силу Р, образующую угол с нормалью (рис. 28), то тело сдвинется только тогда, когда сдвигающее усилие Р sin а будет больше Fпр=fоP cos а (мы считаем N=P cos а, пренебрегая весом тела). Но неравенство 
Р sin а >fоP cos а, в котором fо =tg (о, выполняется только при tg а > tg (о, то есть при а > (о. Следовательно, никакой силой, образующей с нормалью угол а, меньший угла трения (о, тело вдоль данной поверхности сдвинуть нельзя. Этим объясняются известные явления заклинивания или самоторможения тел.
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Рис. 28

§ 19. Равновесие при наличии трения

Изучение равновесия тел с учетом трения сводится обычно к рассмотрению предельного положения равновесия, когда сила трения достигает своего наибольшего значения Fпр. При аналитическом решении задач реакцию шероховатой связи в этом случае изображают двумя составляющими N и Fпр. где Fпр=fоN. Затем составляют обычные условия равновесия статики, подставляют в них вместо Fпр величину fоN и, решая полученные уравнения, определяют искомые величины.

Если в задаче требуется определить все возможные положения равновесия, то для ее решения также можно рассмотреть только предельное положение равновесия. Остальные положения равновесия найдутся, если в полученном решении уменьшать коэффициент трения fо до нуля.

Заметим, что в положениях равновесия, которые не являются предельными, сила трения F не равна Fпр и ее величина (если она представляет интерес) должна находиться из условий равновесия как новое неизвестное.

При геометрическом решении реакцию шероховатой связи удобнее изображать одной силой R, которая в предельном положении равновесия будет отклонена от нормали к поверхности на угол (о.

Глава 6. Произвольная пространственная система сил

§ 20. Момент силы относительно центра как вектор

Уточним и расширим ряд введенных ранее понятий. Начнем с понятия о моменте силы.

1. Изображение момента вектором. Момент силы F относительно центра О (рис. 29) как характеристика ее вращательного эффекта определяется следующими тремя элементами: 1) модулем момента, равным произведению модуля силы на плечо, то есть Fh; 2) плоскостью поворота ОАВ, проходящей через линию действия силы F и центр О; 3) направлением поворота в этой плоскости. Когда все силы и центр О лежат в одной плоскости, необходимость задавать каждый раз плоскость поворота ОАВ отпадает, и момент можно определять как скалярную алгебраическую величину, равную  Fh, где знак указывает направление поворота.
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Рис. 29

В общем случае момент то(F) силы F относительно центра О (рис. 29) будем изображать приложенным в центре О вектором Мо, равным по модулю (в выбранном масштабе) произведению модуля силы F на плечо h и перпендикулярным к плоскости ОАВ, проходящей через центр О и силу F. Направлять вектор Мо будем в ту сторону, откуда поворот, совершаемый силой, виден происходящим против хода часовой стрелки. Таким образом, вектор Мо будет одновременно характеризовать модуль момента, плоскость поворота ОАВ, разную для разных сил, и направление поворота в этой плоскости. 

2. Определение момента силы с помощью векторного произведения. Рассмотрим векторное произведение ОA  F векторов ОА и F (рис. 29). По определению, 

| OA  F | = 2 пл.  OAB = Mо,

так как модуль вектора Мо тоже равен 2 пл.  ОАВ. Направлен вектор (ОA  F) перпендикулярно к плоскости ОАВ в ту сторону, откуда кратчайшее совмещение ОА с F (если их отложить от одной точки) видно против хода часовой стрелки, то есть так же, как вектор Мо. Следовательно, векторы (ОА Х F) и Мо совпадают и по модулю и по направлению и, как легко проверить, по размерности, то есть оба эти вектора изображают одну и ту же величину. Отсюда

Мо = OA  F или Мо = r  F,
 (34)

где вектор r =ОA называется радиусом-вектором точки A относительно центра О.

Таким образом, момент силы F относительно центра О равен векторному произведению радиуса вектора r=ОА, соединяющего центр О с точкой приложения силы А, на саму силу.
§ 21. Момент силы относительно оси

Чтобы перейти к решению задач статики для случая произвольной пространственной системы сил, необходимо ввести еще понятие о моменте силы относительно оси. Момент силы относительно оси характеризует вращательный эффект, создаваемый силой, стремящейся повернуть тело вокруг данной оси. Рассмотрим твердое тело, которое может вращаться вокруг некоторой оси z (рис. 30). Пусть на это тело действует сила F, приложенная в точке А. Проведем через точку А плоскость ху, перпендикулярную оси z, и разложим силу F на составляющие: Fz параллельную оси z, и Fxy, лежащую в плоскости ху (Fxy является одновременно проекцией силы F па плоскость ху). Сила Fz, направленная параллельно оси z, очевидно, не может повернуть тело вокруг этой оси (она только стремится сдвинуть тело вдоль оси z). Следовательно, весь вращательный эффект, создаваемый силой F, будет совпадать с вращательным эффектом ее составляющей Fxy. Отсюда заключаем, что

mz(F) = mz(Fxy),

где символ mz(F) обозначает момент силы F относительно оси z.
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Рис. 30

Для силы же Fxy, лежащей в плоскости, перпендикулярной к оси z, вращательный эффект измеряется произведением модуля этой силы на ее расстояние h от оси. Но этой же величиной измеряется момент силы Fxy относительно точки О, в которой ось z пересекается с плоскостью ху. Следовательно, тz(Fxy) = mо(Fху) или, согласно предыдущему равенству,

mz(F) == то (Fxy) = ± Fxy h.
(35)

В результате приходим к следующему определению: моментом силы относительно оси называется скалярная величина, равная моменту проекции этой силы на плоскость, перпендикулярную оси, взятому относительно точки пересечения оси с плоскостью.

Момент будем считать положительным, если с положительного конца оси г поворот, который сила Fxy стремится совершить, виден происходящим против хода часовой стрелки, и отрицательным, если по ходу часовой стрелки.

При вычислении моментов надо иметь в виду следующие частные случаи:

1) Если сила параллельна оси, то ее момент относительно оси равен нулю (так как Fxy=0).

2) Если линия действия силы пересекает ось, то ее момент относительно оси также равен нулю (так как h=0). Объединяя оба случая вместе, заключаем, что момент силы относительно оси равен нулю, если сила и ось лежат в одной плоскости.

§ 22. Момент пары сил как вектор

Действие пары сил на тело характеризуется: 1) величиной модуля момента пары, 2) плоскостью действий, 3) направлением поворота в этой плоскости. Будем изображать момент пары вектором т или М, модуль которого равен (в выбранном масштабе) модулю момента пары, то есть произведению одной из ее сил на плечо, и который направлен перпендикулярно плоскости действия пары в ту сторону, откуда поворот пары виден происходящим против хода часовой стрелки (рис. 31).
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Рис. 31

Так как пару можно располагать где угодно в плоскости ее действия или в плоскости ей параллельной, то вектор т можно прикладывать в любой точке тела (такой вектор называется свободным),

Как известно, модуль момента пары равен моменту одной из ее сил относительно точки, где приложена другая сила, то есть m=mв (F); по направлению же векторы этих моментов совпадают. Следовательно,

m = mв(F) = mA(F’).

§ 23. Сложение пар в пространстве. Условия равновесия пар

Правило сложения пар, не лежащих в одной плоскости, дается теоремой: любая система пар, действующих на абсолютно твердое тело, эквивалентна одной паре с моментом, равным геометрической сумме моментов слагаемых пар.

Докажем сначала теорему для случая, когда на тело действуют две пары сил с моментами m1 и m2, лежащие в плоскостях (I) и (II) (рис. 32). Возьмем на линии пересечения этих плоскостей отрезок AB = d. Пользуясь свойствами пар, изобразим пару с моментом m1 силами F1, F', а пару с моментом m2 силами F2, F2', приложенными в точках A и B. При этом, очевидно, будет F1d=m1, F2d=m2. 
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Рис. 32

Складывая силы, приложенные в точках А и В, убеждаемся, что пары (F1, F1') и (F2, F2'') действительно заменяются одной парой (R, R'). Найдем момент М этой пары. Так как R = F1+F2, а момент пары равен моменту одной из ее сил относительно точки приложения другой, то по формуле будет:

M=AB R=AB (F1+F2)=(AB  F1)+(AB F2).

Но AB F1=m1, а AB F2=m2. Следовательно,

M=m1+m2,
 (36)

то есть вектор M изображается диагональю параллелограмма, построенного на векторах т1 и m2. Для двух пар теорема доказана. Если на тело действует n пар с моментами m1, m2,…,mn, то, последовательно применяя формулу (36), получим, что данная система пар будет действительно заменяться одной парой с моментом

M=m1+m2+…+mn= mk.
(37)

Вектор M можно найти как замыкающую сторону многоугольника, построенного из слагаемых векторов.

Если слагаемые векторы не лежат в одной плоскости, то подсчет удобнее вести аналитически. Проведя оси координат, мы, на основании теоремы о проекциях суммы векторов на ось, найдем из равенства (37), что

Mx= mkx, My= mky, Mz= mkz.
 (38)

По этим проекциям можно построить вектор M. Модуль его вычисляется по формуле

M= Mx2+My2+Mz2.

Из полученных результатов легко находятся условия равновесия системы пар, действующих на твердое тело. Так как любая система пар заменяется одной парой с моментом, определяемым равенством (38), то при равновесии должно быть М=0 или

 mk=0,

то есть многоугольник, построенный из векторов моментов, действующих на тело пар, должен быть замкнутым.

Аналитические условия равновесия найдем, приняв во внимание, что М=0 только тогда, когда Mx=0, My=0, Mz=0. А это, согласно формулам (38), будет, если

 mkx=0,  mky=0,  mkz=0.
 (39)

§ 24. Приведение пространственной системы сил к данному центру

Полученные выше результаты позволяют решить задачу о приведении любой системы сил к данному центру. Эта задача решается с помощью теоремы о параллельном переносе силы. Для переноса действующей на абсолютно твердое тело силы F из точки А (рис. 33, а) в точку О прикладываем в точке О силы F'= F и F''= -F. Тогда сила F' = F окажется приложенной в точке 0 и к ней будет присоединена пара (F, F") с моментом т, что можно показать еще так, как на рис. 33, б. При этом

m=m0(F).
(40)
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Рис. 33

Рассмотрим теперь твердое тело, на которое действует какая угодно система сил F1, F2,..., F3 (рис. 33, а). Выберем произвольную точку О за центр приведения и перенесем все силы системы в этот центр, присоединяя при этом соответствующие пары. Тогда на тело будет действовать система сил

F1'=F1, F2'=F2, …, Fn'=Fn,
 (41)

приложенных в центре О, и система пар, моменты которых будут равны

m1=m0(F1), m2=m0(F2), …, mn=m0(Fn).
(42)
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Рис. 34

Силы, приложенные в точке О, заменяются одной силой R, приложенной в той же точке. При этом R= F'k или, согласно равенствам (42), 

R= Fk.
 (43)

Чтобы сложить все полученные пары, надо геометрически сложить векторы моментов этих пар. В результате система пар заменится одной парой, момент которой M0= mk или, согласно равенствам (42),

M0= m(Fk).
(44)

Как и в случае плоской системы, величина R, равная геометрической сумме всех сил, называется главным вектором системы; величина M0, равная геометрической сумме моментов всех сил относительно центра О, называется главным моментом системы относительно этого центра.

Таким образом мы доказали следующую теорему: любая система сил, действующих на абсолютно твердое тело, при приведении к произвольно взятому центру О заменяется одной силой R, равной главному вектору системы и приложенной в центре приведения О, и одной парой с моментом M0, равным главному моменту системы относительно центра О (рис. 34, б). 

Векторы R и M0 обычно определяют аналитически, то есть по их проекциям на оси координат.

Выражения для Rx, Ry, Rz нам известны. Проекции вектора M0 на оси координат будем обозначать Mx, My, Mz. По теореме о проекциях суммы векторов на ось Mx= [m0(Fk)]x или Мx= mx(Fk). Аналогично находятся величины My и Мz.

Окончательно для определения проекций главного вектора R и главного момента M0 получаем формулы:

Rx= Fkx, Ry= Fky, Rz= Fkz;
 (45)

Mx= mx(Fk), My= my(Fk), Mz= mz(Fk).
 (46)

§ 25. Условия равновесия произвольной пространственной 
системы сил

Произвольную пространственную систему сил, как и плоскую, можно привести к какому-нибудь центру О и заменить одной результирующей силой R и парой с моментом M0. Рассуждая так, придем к заключению, что для равновесия этой системы сил необходимо и достаточно, чтобы одновременно было R=0, M0=0. Но векторы R и M0 могут обратиться в нуль только тогда, когда равны нулю все их проекции на оси координат, то есть когда Rx=Ry=Rz=0 и Mx=My=Mz=0 или когда действующие силы удовлетворяют условиям

 Fkx=0,  Fky=0,  Fkz=0;
 (47)

 mx(Fk)=0,  my(Fk)=0,  mz(Fk)=0.

Таким образом, для равновесия произвольной пространственной системы сил необходимо и достаточно, чтобы суммы проекций всех сил на каждую из трех координатных осей и суммы их моментов относительно этих осей были равны нулю.

§ 26. Теорема Вариньона о моменте равнодействующей относительно оси

Пусть на твердое тело действует система сил F1, F2, …, Fn приводящаяся к равнодействующей R, линия действия которой проходит через некоторую точку С (рис. 35). Приложим в этой точке силу R'= -R. Тогда система сил F1, F2, …, Fn, R' будет находиться в равновесии и для нее будут выполняться все условия (47). В частности, для любой координатной оси Ox будет:

 mx(Fk)+mk(R')=0.

Но, так как сила R'= -R и обе они направлены вдоль одной и той же прямой, то mx(R')= -mx(R). Подставляя это значение mx(R') в предыдущее равенство, найдем из него, что

mx(R)= mx(Fk).
(48)

[image: image35.png]



Рис. 35

Следовательно, если данная система сил имеет равнодействующую, то момент этой равнодействующей относительно любой оси равен алгебраической сумме моментов слагаемых сил относительно той же оси (теорема Вариньона).

Глава 7. Центр тяжести

§ 27. Центр параллельных сил

Рассмотрим систему параллельных и одинаково направленных сил F1, F2, …, Fn, приложенных к твердому телу в точках A1, A2, …, An (рис. 36). Очевидно, что эта система имеет равнодействующую R, направленную так же, как слагаемые силы, причем но модулю

R= Fk.
(49)
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Рис. 36

Если теперь каждую из сил системы поворачивать около ее точки приложения в одну и ту же сторону и на один и тот же угол, то мы будем получать новые системы одинаково направленных параллельных сил с теми же модулями и точками приложения, но с другим общим направлением (например, пунктирные линии на рис. 36). Равнодействующая каждой из таких систем параллельных сил будет, очевидно, иметь тот же модуль R, но всякий раз другую линию действия. Чтобы найти эту линию действия, надо каждый раз определять какую-нибудь точку, через которую она проходит. Покажем, что при всех таких поворотах линия действия равнодействующей всегда проходит через одну и ту же точку С. В самом деле, сложив сначала силы F1 и F2, найдем, что их равнодействующая R1 (на чертеже не показана) при любых поворотах сил будет проходить через точку С1, лежащую на прямой A1A2 и удовлетворяющую равенству F1(A1c1 = F2(A2c1, так как при поворотах сил ни положение прямой A1A2, ни это равенство не изменяются. Складывая теперь силу R1 с силой F3, мы получим, что их равнодействующая, являющаяся одновременно равнодействующей сил F1, F2, F3 будет всегда проходить через аналогично определяемую точку С2, лежащую на прямой С3A3 и т. д. Доведя эту операцию последовательного сложения до конца, мы убедимся, что равнодействующая R всех сил действительно проходит всегда через одну и ту же точку С, положение которой по отношению к точкам A1, A2, …, An, то есть к телу, будет неизменным.

Точка C, через которую проходит линия действия равнодействующей системы параллельных сил при любых поворотах этих сил около их точек приложения в одну и ту же сторону и на один v тот же угол, называется центром параллельных сил.

Найдем координаты центра параллельных сил. Положение точки С по отношению к телу является неизменным и от выбора системы координат зависеть не будет. Возьмем поэтому произвольные координатные оси Oxyz и обозначим в этих осях координаты точек: A1(x1, y1, z1), A2(x2, y2, z2),. Пользуясь тем, что от направления сил положение точки С не зависит, повернем сначала силы около их точек приложения так, чтобы они стали параллельны оси Oz, и применим к повернутым силам F'1, F'2, …, F'n, теорему Вариньона. Так как R' является равнодействующей этих сил то, беря моменты относительно оси Оу, получим

my(R')= my(F'k).
 (50)

Но из чертежа видно, что my(R')=RxC, так как R' = R; аналогично тy(F'1)=F1x1 так как F'1=F1 и т. д. Подставляя все эти величины в равенство (50), будем иметь: RxC=F1x1+ F2x2+…+ Fnxn. Отсюда находим:

xC= (F1x1+ F2x2+ …+ Fnxn)/R= Fkxk/R..

Для координаты уC аналогичную формулу получим, беря моменты относительно оси Ох. Чтобы определить zC, повернем опять все силы, сделав их параллельными оси Оу, и применим к этим силам (изображенным пунктиром с точками) теорему Вариньона, беря моменты относительно оси Ох. Это даст:

-RzC=-F1z1+(-F2z2)+…+(-Fnzn),

откуда найдем zC. Окончательно получим следующие формулы для координат центра параллельных сил:

xC= Fkxk/R, yC= Fkyk/R, zC= Fkzk/R.
(51)

Заметим, что формулы (50) и (51) будут справедливы и для параллельных сил, направленных в разные стороны, если в них считать Fk величинами алгебраическими (для одного направления со знаком плюс, а для другого – минус) и если при этом будет R  0.

§ 28. Центр тяжести твердого тела

На любую частицу тела, находящегося вблизи земной поверхности, действует направленная вертикально вниз сила, называемая силой тяжести.
Равнодействующую сил тяжести р1, р2,,..., рn, действующих на частицы данного тела, обозначим Р. Модуль этой силы равен весу тела и определяется равенством 

P= рk
 (52)

При любом повороте тела силы рk остаются приложенными в одних и тех же точках тела и параллельными друг другу. Следовательно, равнодействующая Р сил рk будет при любых положениях тела проходить через одну и ту же неизменно связанную с телом точку С, являющуюся центром параллельных сил тяжести рk. Эта точка и называется центром тяжести тела. Таким образом, центром тяжести твердого тела называется неизменно связанная с этим телом точка, через которую проходит линия действия равнодействующей сил тяжести частиц данного тела при любом положении тела в пространстве. 

Координаты центра тяжести, как центра параллельных сил, определяются формулами (51) и будут равны:

xC= рk xk/P, yC= рk yk/P, zC= рk zk/P.
 (53)

§ 29. Координаты центров тяжести однородных тел

Для однородного тела вес pk любой его части пропорционален объему Vk этой части: рk= Vk, а вес Р всего тела пропорционален объему V этого тела, то есть Р= V, где  – вес единицы объема.

Подставив эти значения Р и рk в формулы (53), мы заметим, что в числителе  как общий множитель выносится за скобку и сокращается с  знаменателя. В результате из формул (53) получим:

xC= Vkxk/V, yC= Vk yk/V, zC= Vk zk/V.
 (54)

Как видно, центр тяжести однородного тела зависит только от его геометрической формы, а от величины  не зависит. По этой причине точку С, координаты которой определяются формулами (54), называют центром тяжести объема V.

Путем аналогичных рассуждений легко найти, что если тело представляет собой однородную плоскую и тонкую пластину, то для нее

xC= Skxk/S, yC= Sk yk/S,
 (55)

где S – площадь всей пластины, a Sk – площади ее частей.

Точку, координаты которой определяются формулами (55), называют центром тяжести площади S.

Точно так же получаются формулы для координат центра тяжести линии:

xC= lkxk/L, yC= lk yk/L, zC= lk zk/L,
 (56)

где L – длина всей линии, l – длины ее частей.

§ 30. Центры тяжести некоторых однородных тел

1) Центр тяжести дуги окружности. Рассмотрим дугу АВ радиуса R с центральном углом АОВ=2.. В силу симметрии центр тяжести этой дуги лежит на оси Ох. Найдем координату Хс. Для этого выделим на дуге АВ элемент ММ' длиною dl=Rd, положение которого определяется углом . Координата х элемента ММ' будет Х=Rcos. Подставляя эти значения х и dl в первую из формул и имея в виду, что интеграл должен быть распространен на всю длину дуги, получим:

Хс=2R2/L ( sin,

где L – длина дуги АВ, равная R(2. Отсюда окончательно находим, что центр тяжести дуги окружности лежит на ее оси симметрии на расстоянии от центра О, равном

Хс=R sin / , 
(57)

где угол  измеряется в радианах.

2) Центр тяжести площади треугольника. Разобьем площадь треугольника ABD прямыми, параллельными стороне AD, на п узких полосок; центры тяжести этих полосок будут, очевидно, лежать на медиане BE треугольника. Следовательно, и центр тяжести всего треугольника лежит на этой медиане. Аналогичный результат получается для двух других медиан. Отсюда заключаем, что центр тяжести площади треугольника лежит в точке пересечения его медиан.

При этом, как известно,

CЕ=1/3( ВЕ.

3) Центр тяжести площади кругового сектора. Рассмотрим круговой сектор ОАВ радиуса R с центральным углом 2. Разобьем мысленно площадь сектора ОАВ радиусами, проведенными из центра О, на п секторов. В пределе, при неограниченном увеличении числа п, эти секторы можно рассматривать как плоские треугольники, центры тяжести которых лежат на дуге DE радиуса 2/3 R. Следовательно, центр тяжести сектора ОАВ будет совпадать с центром тяжести дуги DE. Окончательно получим, что центр тяжести площади кругового сектора лежит на его оси симметрии на расстоянии от центра О, равном

Хс=2/3 Rsin / .

Кинематика точки и твердого тела

Глава 8. Кинематика точки

§ 31. Способы задания движения точки. Траектория

Чтобы задать движение точки, надо задать ее положение по отношению к выбранной системе отсчета в любой момент времени. Для этого можно применять один из следующих трех способов: 1) естественный, 2) координатный, 3) векторный.

1) Естественный способ задания движения. Непрерывная линия, которую описывает движущаяся точка относительно данной системы отсчета, называется траекторией точки. Если траекторией является прямая линия, движение точки называется прямолинейным, а если кривая – криволинейным.

Естественным способом задания движения удобно пользоваться в тех случаях, когда траектория движущейся точки известна заранее. Пусть точка М движется относительно системы отсчета OX1Y1Z1 вдоль некоторой траектории АВ (рис. 37). Выберем на этой траектории какую-нибудь неподвижную точку О, которую примем за начало отсчета; затем, рассматривая траекторию как криволинейную координатную ось, установим на ней положительное и отрицательное направление, как на обычной координатной оси. Тогда положение точки М на траектории будет однозначно определяться криволинейной координатой s, которая равна расстоянию от точки О до точки М, измеренному вдоль дуги траектории и взятому с соответствующим знаком.
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Рис. 37

При движении точка М будет перемещаться в положения М1, М2,…,следовательно, расстояние s будет с течением времени изменяться. Чтобы знать положение точки М на траектории, в любой момент времени надо знать зависимость

s=f(t). 
(58)

Уравнение (58) и выражает закон движения точки М вдоль траектории.

Таким образом, чтобы задать движение точки естественным способом, надо задать: 1) траекторию точки; 2) начало отсчета на траектории с указанием положительного и отрицательного направлений отсчета, 3) закон движения точки вдоль траектории в виде s=f(t).

2) Координатный способ задания движения. 

Положение точки по отношению к данной системе отсчета Охуz можно определить ее декартовыми координатами x, y, z. При движении все эти три координаты будут с течением времени изменяться. Чтобы знать закон движения точки, то есть ее положение в пространстве в любой момент времени, надо знать значения координат точки для каждого момента времени

x=f1(t), y= f2(t), z= f3(t).
 (59)

Уравнения (59) представляют собой уравнения движения точки в декартовых прямоугольных координатах. Они определяют закон движения точки при координатном способе задания движения. 

§ 32. Вектор скорости точки

Одной из основных кинематических характеристик движения точки является векторная величина, называемая скоростью точки. Введем сначала понятие о средней скорости точки за какой-нибудь промежуток времени. Пусть движущаяся точка находится в момент времени t в положении М, определяемом радиусом-вектором r, а в момент t1 приходит в положение М1, определяемое вектором r1 (рис. 39). Тогда перемещение точки за промежуток времени t1-t определяется вектором MM1, который мы будем называть вектором перемещения точки. Этот вектор направлен по хорде, если точка движется криволинейно (рис. 38, а), и вдоль самой траектории АВ, когда движение является прямолинейным (рис. 38, б).
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Рис. 38

Из треугольника ОММ1 видно, что r+MM1= r1, следовательно,

MM1= r1 – r.

Отношение вектора перемещения точки к соответствующему промежутку времени дает векторную величину, называемую средней по модулю и направлению скоростью точки за промежуток времени t1-t = t
Vcр =ММ1/ t. 
(60)

Модуль средней скорости, определяемой формулой (60), равен

Vcр=ММ1/ t.
Чтобы получить характеристику движения, не зависящую от выбора промежутка времени  t, вводят понятие о скорости точки в данный момент времени.

Скоростью точки в данный момент t называется векторная величина V, к которой стремится средняя скорость Vcр при стремлении промежутка времени  t к нулю:

V= lim (Vcр)=lim r/ t.

Предел отношения  r/ t при  t 0 представляет собою первую производную от вектора r по аргументу t и обозначается, как и производная от скалярной функции, символом dr/dt.
Окончательно получаем

V= dr/dt. 
(61)

Итак, вектор скорости точки в данный момент времени равен первой производной от радиуса-вектора точки по времени.

Размерность скорости – м/сек.

§ 33. Вектор ускорения точки

Ускорением точки называется векторная величина, характеризующая изменение с течением времени модуля и направления скорости точки.

Пусть в некоторый момент времени t движущаяся точка находится в положении М и имеет скорость V, а в момент t1 приходит в положение M1 и имеет скорость V1 (рис. 39). Тогда за промежуток времени  t = t1-t скорость точки получает приращение  V = V1 – V. 
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Рис. 39

Для построения вектора  V отложим от точки М вектор, равный V1, и построим параллелограмм, в котором диагональю будет V1, а одной из сторон V. Тогда, очевидно, вторая сторона и будет изображать вектор  V. Отношение приращения вектора скорости  V к соответствующему промежутку времени  t определяет вектор среднего ускорения точки за этот промежуток времени:

 аср= V/ t.
 (62)

Ускорением точки в данный момент времени t называется векторная величина а, к которой стремится среднее ускорение аср при стремлении промежутка времени  t к нулю:

а = Iim  V/ t=dV/dt

или

а= dV/dt= d2r/dt2.
 (63)

Следовательно, вектор ускорения точки в данный момент времени равен первой производной от вектора скорости или второй производной от радиуса-вектора точки по времени.

Размерность ускорения – м/сек2.

§ 34. Определение скорости и ускорения точки при координатном способе задания движения

Найдем, как вычисляются скорость и ускорение точки, если ее движение задано уравнениями. 

1) Определение скорости точки. Вектор скорости точки V= dr/dt. Отсюда, учитывая, что rx=х, ry=y, rz=z, будем иметь:

Vx=dx/dt, Vy=dy/dt, Vz=dz/dt. 
(64)

Таким образом, проекции скорости на оси координат равны первым производным от соответствующих координат точки по времени.

Зная проекции скорости, найдем ее модуль и направление (то есть углы , , , которые вектор V образует с осями координат) по формулам:

V2=V2x+V2y+V2z

cos =Vx/V, cos =Vy/V, cos =Vz/V.
 (65)

2) Определение ускорения точки. Вектор ускорения точки 
а =dV/dt. Отсюда на основании теоремы о проекции производной получаем:

аx=dVx/dt, аy=dVy/dt, аz=dVz/dt
 (66)

или

аx =d2x/dt2, аy=d2y/dt2, аz=d2z/dt2,

то есть проекции ускорения на оси координат равны первым производным от проекций скоростей или вторым производным от соответствующих координат точки по времени. Модуль и направление ускорения найдутся из формул:

а2= а2x+ а2y+ а2z

cos 1=аx/а, cos 1=аy/а, cos 1=аz/а. 
(67)

где  1,  1,  1 – углы, образуемые вектором ускорения с осями координат.

В случае прямолинейного движения, которое задается одним уравнением x=f(t), будем иметь

Vx=dx/dt, Vy=dy/dt, Vz=dz/dt. 
(68)

§ 35. Определение скорости точки при естественном способе задания движения

Пусть даны траектория точки и закон движения вдоль этой траектории в виде

s=f(t). 
(69)

Рассмотрим, как в этом случае определяется скорость точки. Если за промежуток времени  t = t1-t точка переходит из положения М в положение M1, совершая вдоль дуги траектории перемещение s = s1-s (рис. 40), то численная величина ее средней скорости будет равна:

Vср=s1-s / t1-t = s/ t. 
(70)

Переходя к пределу, найдем численную величину скорости точки в данный момент времени t:

V=lim s/ t =ds/dt. 
(71)

Итак, численная величина скорости точки в данный момент времени равна первой производной от расстояния (криволинейной координаты) s точки по времени.

Направлен вектор скорости по касательной к траектории, которая нам известна.

Формула (70) (или 71) определяет численную (алгебраическую) величину скорости, то есть величину со знаком, причем знак V совпадает со знаком  s, так как всегда t >0. 
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Рис. 40

§ 36. Касательное и нормальное ускорения точки

При естественном способе задания движения вектор а определяют по его проекциям на оси Мпв, имеющим начало в точке М и движущимся вместе с нею (рис. 41). Эти оси, называемые осями естественного трехгранника (или скоростными осями), направлены следующим образом: ось М – вдоль касательной к траектории в сторону положительного отсчета расстояния s, ось Мп – по нормали, лежащей в соприкасающейся плоскости и направленной в сторону вогнутости траектории; ось Mв – перпендикулярно к первым двум так, чтобы она образовала с ними правую тройку. Нормаль Мп, лежащая в соприкасающейся плоскости (в плоскости самой кривой, если кривая плоская), называется главной нормалью, а перпендикулярная к ней нормаль Mв – бинормалью.
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Рис. 41

Ускорение точки а лежит в соприкасающейся плоскости, то есть в плоскости M п, следовательно, проекция вектора а на бинормаль равна нулю (ав=0). 

Вычислим проекции а на две другие оси. Пусть в момент времени t точка находится в положении М и имеет скорость V, a в момент t1= t+t приходит в положение M1 и имеет скорость V1.

Тогда по определению

а = Iim  V/ t =lim(V1 -V)/  t.

Перейдем в этом равенстве от векторов к их проекциям на оси М и Мп, проведенные в точке М. Тогда на основании теоремы о проекции суммы (или разности) векторов на ось получим:

а = lim(V1 -V)/ t, аn= lim(V1n-Vn)/  t. 

Учитывая, что проекции вектора на параллельные оси одинаковы, проведем через точку M1 оси М ', Мn', параллельные М, Мп, и обозначим угол между направлением вектора V1 и касательной М через  . Этот угол между касательными к кривой в точках М и М1 называется углом смежности.

Предел отношения угла смежности   к длине дуги  s определяет кривизну k кривой в точке М. Кривизна же является величиной, обратной радиусу кривизны  в точке М. Таким образом,

lim  / s=k=1/ 

Обращаясь к рис. 41, находим, что проекции векторов V и V1 на оси М и Мп будут равны:
V =V, Vn=0

V1 =V1cos , V1n=V1 sin ,

где V и V1 – численные величины скорости точки в моменты t и t1. Следовательно,

а =lim(V1cos  -V)/  t аn=lim(V1sin  / t.

Заметим, что при  t  0 точка M1 неограниченно приближается к М и одновременно    0,  s , V1 V. 

Тогда, учитывая, что в пределе lim (cos )=l, получим для а выражение

а =lim(V1-V)/  t=dV/dt. 

Правую часть выражения аn преобразуем так, чтобы в нее вошли отношения, пределы которых нам известны. Для этого умножим числитель и знаменатель дроби, стоящей под знаком предела, на    s. Тогда будем иметь

аn=lim(V1sin     s)/(    s t)=V2/, 
(72)

так как пределы каждого из стоящих в скобке сомножителей при  t 0 равны:

limV1=V, lim(sin  / )=1, lim(  / s)=1/, lim( s/ t)=V.

Окончательно получаем:

а =dV/dt=d2s/dt2; an=V2/.

Итак, мы доказали, что проекция ускорения точки на касательную равна первой производной от численной величины скорости или второй производной от расстояния (криволинейной координаты) s no времени, а проекция ускорения на главную нормаль равна квадрату скорости, деленному на радиус кривизны траектории в данной точке кривой; проекция ускорения на бинормаль равна нулю (ав=0). 

Вектор ускорения точки а изображается диагональю параллелограмма, построенного на составляющих а и аn. Так как эти составляющие взаимно перпендикулярны, то модуль вектора а и угол  его отклонения от нормали Мп определятся формулами:

a2= а2 + а2n=(dV/dt)2+(V2/), tg =| а |/ аn. 
Глава 9. Поступательное и вращательное движения
твердого тела

§ 37. Поступательное движение

Поступательным называется такое движение твердого тела, при котором любая прямая, проведенная в этом теле, перемещается, оставаясь параллельной самой себе.

Поступательное движение не следует смешивать с прямолинейным. При поступательном движении тела траектории его точек могут быть любыми кривыми линиями.

Свойства поступательного движения определяются следующей теоремой: при поступательном движении все точки тела описывают одинаковые (при наложении совпадающие) траектории и имеют в каждый момент времени одинаковые по модулю и направлению скорости и ускорения.

Для доказательства рассмотрим твердое тело, совершающее поступательное движение относительно системы отсчета Охуг. Возьмем в теле две произвольные точки А и В, положения которых в момент времени t определяются радиусами-векторами rА и rВ (рис. 42); проведем вектор АВ, соединяющий эти точки. Тогда, как легко видеть, 

rВ = rА -АВ 
(73)
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Рис. 42

При этом длина АВ постоянна, как расстояние между точками твердого тела, а направление АВ остается неизменным, так как тело движется поступательно. Таким образом, вектор АВ во все время движения тела остается постоянным (АВ=сonst). Вследствие этого, как видно из равенства (73), траектория точки В получается из траектории точки А параллельным смещением всех ее точек на постоянный вектор АВ. Следовательно, траектории точек А и В будут действительно одинаковыми (при наложении совпадающими) кривыми.

Для нахождения скоростей точек А и В продифференцируем обе части равенства (73) по времени. Тогда получим: 

drВ/dt= drА/dt+dАВ/dt

Но производная от постоянного вектора АВ равна нулю. Производные же от векторов rА и rВ по времени дают скорости точек А и В. В результате находим, что

VА=VВ,

то есть что скорости точек А и В тела в любой момент времени одинаковы и по модулю и по направлению. Беря от обеих частей полученного равенства производные по времени, найдем:

dVА/dt= dVВ/dt или аА=аВ.

Следовательно, ускорения точек А и В тела в любой момент времени тоже одинаковы по модулю и направлению.

Так как точки А и В были выбраны произвольно, то из найденных результатов следует, что у всех точек тела их траектории, а также скорости и ускорения в любой момент времени будут одинаковы. Таким образом, теорема доказана.

При поступательном движении общую для всех точек тела скорость V называют скоростью поступательного движения тела, а ускорение а – ускорением поступательного движения. 

§ 38. Вращательное движение твердого тела
Угловая скорость и угловое ускорение

Вращательным называется такое движение твердого тела, при котором какие-нибудь две точки, принадлежащие телу (или неизменно с ним связанные), остаются во все время движения неподвижными (рис. 43). Проходящая через неподвижные точки А и В прямая АВ называется осью вращения.

Для определения положения вращающегося тела проведем через ось вращения Az две полуплоскости: полуплоскость / – неподвижную и полуплоскость //, врезанную в само тело и вращающуюся вместе с ним (рис. 43). Тогда положение тела в любой момент времени будет однозначно определяться взятым с соответствующим знаком углом  между этими полуплоскостями, который назовем углом поворота тела. Мы будем считать угол  положительным, если он отложен от неподвижной плоскости в направлении против хода часовой стрелки.
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Рис. 43

Измеряется угол  всегда в радианах. Чтобы знать положение тела в любой момент времени, надо знать зависимость угла  от времени t
 =f(t). 
(74)

Уравнение (74) выражает закон вращательного движения твердого тела.

Основными кинематическими характеристиками вращательного движения твердого тела являются его угловая скорость  и угловое ускорение .

Если за промежуток времени  t=t1-t тело совершает поворот на угол   = 1-, то средняя угловая скорость тела за этот промежуток времени будет численно равна

 ср=  / t.

Угловой скоростью тела в данный момент времени t называется величина, к которой стремится значение  ср, когда промежуток времени  t стремится к нулю:

 =lim  / t=d /dt.
 (75)

Таким образом, угловая скорость тела в данный момент времени численно равна первой производной от угла поворота по времени. 

Знак  определяет направление вращения тела. Легко видеть, что, когда вращение происходит против хода часовой стрелки,  >0, а если по ходу часовой стрелки, то   0.

Размерность угловой скорости радиан/секунда. Так как радиан -величина безразмерная, в качестве единицы измерения обычно применяется 1/сек.

Угловую скорость тела можно изобразить в виде вектора , численная величина которого равна d /dt и который направлен вдоль оси вращения тела в ту сторону, откуда вращение видно происходящим против хода часовой стрелки. 

Угловое ускорение характеризует изменение угловой скорости тела с течением времени.

Если за промежуток времени  t=t1-t угловая скорость тела изменяется на величину   = 1-, то среднее угловое ускорение тела за этот промежуток времени будет численно равно: 

 ср=  / t.

Угловым ускорением тела в данный момент времени t называется величина, к которой стремится значение  ср, когда промежуток времени  t стремится к нулю; следовательно,

 =lim  / t=d /dt=d2 /dt2. 
(76)

Итак, угловое ускорение тела в данный момент времени численно равно первой производной от угловой скорости или второй производной от угла поворота тела по времени.

Размерность углового ускорения – 1/сек2.
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Рис. 43

Если модуль угловой скорости со временем возрастает, вращение тела называется ускоренным, а если убывает – замедленным. Угловое ускорение тела можно изобразить в виде вектора , направленного вдоль оси вращения. При этом направление  совпадает с направлением , когда тело вращается ускоренно (рис. 43, а) и противоположно  при замедленном вращении (рис. 43, б).

§ 39. Скорости и ускорения точек вращающегося тела

Рассмотрим какую-нибудь точку М твердого тела, находящуюся на расстоянии h от оси вращения Аz. При вращении тела точка М будет описывать окружность радиуса h, плоскость которой перпендикулярна к оси вращения, а центр С лежит на самой оси. Если за время dt происходит элементарный поворот тела на угол d, то точка М при этом совершит вдоль своей траектории элементарное перемещение ds=h d. Тогда скорость точки будет равна 

V=ds/dt=h d /dt=h. 
(77)

Скорость V в отличие от угловой скорости тела называют еще линейной или окружной скоростью точки М.

Таким образом, линейная скорость точки вращающегося твердого тела численно равна произведению угловой скорости тела на расстояние от этой точки до оси вращения.

Направлена линейная скорость по касательной к описываемой точкой М окружности или перпендикулярно к плоскости, проходящей через ось вращения и точку М. Так как для всех точек тела угловая скорость имеет в данный момент времени одно и то же значение, то линейные скорости точек вращающегося тела пропорциональны их расстояниям до оси вращения (рис. 44).
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Рис. 44
Для нахождения ускорения точки М воспользуемся формулами

а =dV/dt, аn=V2/ 

В нашем случае  = h. Подставляя сюда значение V из равенства (77), получаем:

а =h d /dt=h(, аn=h 2 2/h=h 2.
 (78)

Касательное ускорение а направлено по касательной к траектории (в сторону движения, если тело вращается ускоренно, или в обратную сторону, если тело вращается замедленно); нормальное ускорение аn всегда направлено по радиусу h к оси вращения (рис. 45, а).

Полное ускорение точки М будет равно

а2= а2 + а2n
 (79)
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Рис. 45

Так как угловое ускорение и угловая скорость имеют в данный момент для всех точек тела одно и то же значение, то ускорения всех точек вращающегося твердого тела пропорциональны их расстояниям от оси вращения и образуют в данный момент времени один и тот же угол  с радиусами описываемых ими окружностей (рис. 45, б).

Глава 10. Плоскопараллельное движение твердого тела

§ 40. Уравнения плоскопараллельного движения. 
Разложение движения на поступательное и вращательное

Плоскопараллельным (или плоским) называется такое движение твердого тела, при котором все его точки перемещаются параллельно некоторой неподвижной, плоскости II (рис. 46). Плоское движение совершают многие части механизмов и машин, например, катящееся колесо на прямолинейном участке пути, шатун в кривошипно-шатунном механизме и др. 
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Рис. 46

Рассмотрим сечение S тела какой-нибудь плоскостью Оху, параллельной плоскости II. При плоскопараллельном движении все точки тела, лежащие па прямой ММ', перпендикулярной к сечению S, то есть к плоскости II, движутся тождественно. Поэтому для изучения движения всего тела достаточно изучить, как движется сечение S тела в плоскости Оху. В дальнейшем будем плоскость Оху совмещать с плоскостью рисунка, а вместо всего тела изображать только его сечение (плоскую фигуру) S. 

Положение сечения S в плоскости Оху определяется, очевидно, положением какого-нибудь проведенного в этом сечении отрезка АВ (рис. 47). В свою очередь, положение отрезка АВ можно определить, зная координаты xA, yA точки A и угол , который отрезок АВ образует с осью х.
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Рис. 47

Точку А, выбранную для определения положения сечения S, будем в дальнейшем называть полюсом.

При движении тела величины xA, yA и  будут изменяться. Чтобы знать закон движения тела, то есть знать его положение в пространстве в любой момент времени, надо знать зависимости:

xA=f1(t), yA=f2(t),  A=f3(t).
 (80)

Уравнения (80), определяющие закон происходящего движения, называются уравнениями плоскопараллельного движения твердого тела. Покажем, что плоское движение слагается из поступательного и вращательного. Для этого рассмотрим два последовательных положения I и II, которые занимает сечение S движущегося тела в моменты времени t1 и t2=t1+ t (рис. 48). Легко видеть, что сечение S, а с ним и все тело, можно привести из положения I в положение II следующим образом. Переместим сначала тело поступательно, так, чтобы полюс А, двигаясь вдоль своей траектории, пришел в положение А2 (при этом отрезок A1B1 займет положение А2 В1’), а затем повернем сечение вокруг полюса A2 на угол   1. Таким же путем можно переместить тело из положения II в следующее его положение III и т. д. Отсюда заключаем, что плоскопараллельное движение твердого тела слагается из поступательного движения, при котором все точки тела движутся так же, как полюс А, и из вращательного движения вокруг этого полюса.
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Рис. 48

Основными кинематическими характеристиками рассматриваемого движения являются скорость и ускорение поступательного движения, равные скорости и ускорению полюса (Vпост=VA, aпост=aA), а также угловая скорость  и угловое ускорение  вращательного движения вокруг полюса. Значения этих характеристик в любой момент времени t можно найти по уравнениям (80).

При изучении движения можно в качестве полюса выбирать любую точку тела. Рассмотрим, что получится, если вместо А выбрать в качестве полюса какую-нибудь точку С и определять положение сечения отрезком CD, образующим с осью Ох угол . Характеристики поступательной части движения при этом, очевидно, изменятся, так как в общем случае VC  VA и aC  aA (иначе движение тела было бы поступательным). Характеристики же вращательной части движения, то есть  и , остаются неизменными. В самом деле, проведя из С прямую CB1, параллельную АВ, мы видим, что в любой момент времени угол  1=   где  = const. Отсюда:

d 1/dt=d /dt, d2 1/dt2=d2 /dt2,

или

 1=,  1=.

Следовательно, вращательная часть движения от выбора полюса не зависит.

§ 41. Определение траекторий точек тела

Рассмотрим точку М тела, положение которой в сечении S определяется расстоянием b=AM от полюса А и углом BAM =  (рис. 49). Если движение тела задано уравнениями (80), то координаты х и у точки М в осях Оху будут:

x=xA+bcos(  ), 
(81)

y=yA+bsin(  ). 
(82).
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Рис. 49

Равенства, определяющие закон движения точки М в плоскости Оху, дают одновременно уравнение траектории этой точки в параметрическом виде. Обычное уравнение траектории получим, исключив из системы время t.

Если рассматриваемое тело является звеном какого-нибудь механизма, то для определения траектории любой точки М тела достаточно выразить ее координаты через какой-нибудь параметр, определяющий положение механизма, а затем исключить этот параметр. Уравнения движения (80) при этом знать не обязательно.

§ 42. Определение скоростей точек тела

Плоскопараллельное движение твердого тела слагается из поступательного движения, при котором все точки тела движутся со скоростью полюса VA, и из вращательного движения вокруг этого полюса. Покажем, что скорость любой точки М тела складывается геометрически из скоростей, которые она получает в каждом из этих движений.

В самом деле, положение любой точки М, лежащей в сечении (S) тела, определяется по отношению к осям Оху радиусом-вектором r=rA+r' (рис. 50), где rA – радиус-вектор полюса A, r'= AM – вектор, определяющий положение точки М относительно осей Ax'y', перемещающихся вместе с полюсом А поступательно (движение сечения (S) по отношению к этим осям представляет собою вращение вокруг полюса А). Тогда

VM=dr/dt=drA/dt+dr’/dt.
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Рис. 50

В полученном равенстве величина drA/dt = VA есть скорость полюса А; величина же dr'/dt равна скорости VMA, которую точка М получает при rA= const, то есть относительно осей Ax'y' или, иначе говоря, при вращении тела вокруг полюса А.

Таким образом, из предыдущего равенства действительно следует, что

VM=VA+VMA.
 (83)

При этом скорость VMA точки М во вращательном движении вокруг полюса A будет:

VMA= (MA (VMA MA),
 (84) 

где  – угловая скорость вращения тела.

Таким образом, скорость любой точки М тела геометрически складывается из скорости какой-нибудь другой точки А, принятой за полюс, и скорости точки М в ее вращении вместе с телом вокруг этого полюса.
§ 43. Теорема о проекциях скоростей двух точек тела
Проекции скоростей двух точек твердого тела на прямую, соединяющую эти точки, равны друг другу.

Рассмотрим какие-нибудь две точки А и В тела. Принимая точку А за полюс (рис. 51), получаем, что VB=VA+VBA. Отсюда, проектируя обе части равенства на линию АВ и учитывая, что вектор VBA перпендикулярен к АВ, находим:

VBcos =VAcos(
 (85)

и теорема доказана. Этот результат позволяет легко находить скорость данной точки тела, если известны направление движения этой точки и скорость какой-нибудь другой точки того же тела.
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Рис. 51

§ 44. Определение скоростей точек тела с помощью мгновенного центра скоростей

Мгновенным центром скоростей называется точка сечения S тела, скорость которой в данный момент времени равна нулю. Легко убедиться, что если тело движется не поступательно, то такая точка в каждый момент времени t существует и притом единственная. Пусть в момент времени t точки A и В тела, лежащие в сечении S, имеют скорости VA и VB, не параллельные друг другу (рис. 52). Тогда точка, лежащая на пересечении перпендикуляров Аа к вектору VA и Bb к вектору VB, и будет мгновенным центром скоростей, так как Vp=0. В самом деле, если допустить, что Vp  0, то по теореме о проекциях скоростей точек тела вектор Vp должен быть одновременно перпендикулярен и к АР (так как VA AP) и к BP (так как VB BP), что невозможно. Из той же теоремы видно, что никакая другая точка сечения S в этот момент времени не может иметь скорость, равную нулю.
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Рис. 52

Если теперь в момент времени t взять точку Р за полюс, то по формуле (85) скорость точки А будет равна

VA=VP +VAP =VAP,
так как VP=0. Аналогичный результат получается для любой другой точки тела. Следовательно, скорость любой точки тела, лежащей в сечении S, равна ее вращательной скорости вокруг
мгновенного центра скоростей Р. При этом согласно соотношениям (85)

VA= (PA (VA PA); 

VB= (PB (VA PB). 
(86)

Из равенств (86) следует также, что 

VA /PA=VB /PB,
 (87)

то есть что скорости точек тела пропорциональны их расстояниям до мгновенного центра скоростей.

Полученные результаты приводят к следующим выводам.

1) Для определения мгновенного центра скоростей надо знать только направления скоростей VA и VB каких-нибудь двух точек A и B сечения тела (или траектории этих точек); мгновенный центр скоростей находится в точке пересечения перпендикуляров, восстановленных из точек A и B к скоростям этих точек (или к касательным к траекториям).

2) Для определения скорости любой точки тела надо знать модуль и направление скорости какой-нибудь одной точки А тела и направление скорости другой его точки В. Тогда, восстановив из точек А и В перпендикуляры к VA и VB, мы построим мгновенный центр скоростей Р и по направлению VA определим направление поворота тела. После этого, зная VA, найдем по формуле (89) скорость VM любой точки М тела. Направлен вектор VM перпендикулярно РМ в сторону поворота тела.

3) Угловая скорость тела, равна в каждый данный момент времени отношению скорости какой-нибудь точки сечения S к ее расстоянию от мгновенного центра Р:

 =VB /PB. 
(88)

Рассмотрим некоторые частные случаи определения мгновенного центра скоростей.

а) Если плоскопараллельное движение осуществляется путем качения без скольжения одного цилиндрического тела по поверхности другого, причем второе тело неподвижно, то точка касания Р (для сечения, изображенного на рис. 53) имеет в данный момент времени скорость, равную нулю, и, следовательно, является мгновенным центром скоростей (VP=0, так как точки касания обоих тел при отсутствии скольжения должны иметь одинаковые скорости, а между тем второе тело неподвижно). Примером служит качение колеса по рельсу.
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Рис. 53

б) Если скорости точек А и В тела параллельны друг другу, причем линия АВ не перпендикулярна к VА (рис. 54, а), то мгновенный центр скоростей лежит в бесконечности и скорости всех точек параллельны VА. При этом из теоремы о проекциях скоростей следует, что VА cos = VВ cos, то есть VА = VВ; аналогичный результат получается для всех других точек тела. Следовательно, в рассматриваемом случае скорости всех точек тела в данный момент времени равны друг другу и по модулю, и по направлению, то есть тело имеет мгновенное поступательное распределение скоростей (такое состояние движения тела называют еще мгновенно поступательным). Угловая скорость  тела в этот момент времени равна нулю. 
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Рис. 54

в) Если скорости точек А и В тела параллельны друг другу и при этом линия АВ перпендикулярна к VА, то мгновенный центр скоростей Р определяется построениями, показанными на рис. 54, б. В этом случае, в отличие от предыдущих, для нахождения центра Р надо, кроме направлений, знать еще и модули скоростей VА и VВ.

г) Если известен вектор скорости VВ какой-нибудь точки сечения S и угловая скорость , то положение мгновенного центра скоростей Р, лежащего на перпендикуляре к VВ, можно найти из равенства, которое дает BP= VВ /. 

§ 45. Определение ускорений точек тела

Покажем, что ускорение любой точки М тела при плоскопараллельном движении (так же, как и скорость) складывается из ускорений, которые она получает в поступательном и во вращательном движениях этого тела. Положение точки М по отношению к осям Оху определяется радиусом-вектором r = rА+r', где r'=АМ. Тогда

аМ =d2r/dt2=d2rА/dt2+d2r'/dt2.

В полученном равенстве величина d2rА/dt2 =аА равна ускорению полюса А, а величина d2r'/dt2=аМА определяет ускорение, получаемое точкой М при ее вращении вместе с телом вокруг полюса А. Следовательно,

аМ = аА+ аМА.
 (89)

При этом для ускорения аМА точки М во вращательном движении вокруг полюса А будет:

а2МА=МА2(  2+  4), tg = / 2, 
(90)

где  и  – угловая скорость и угловое ускорение тела, а  – угол между направлением аma и отрезком MA.

Таким образом, ускорение любой точки М тела геометрически складывается из ускорения какой-нибудь другой точки, принятой за полюс, и ускорения точки М в ее вращении вместе с телом вокруг этого полюса. Модуль и направление ускорения аМ находятся построением соответствующего параллелограмма (рис. 55).
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Рис. 55

Однако вычисление величины aM с помощью изображенного на рис.55 параллелограмма несколько усложняет расчет, так как предварительно надо будет вычислять угол , а затем угол между aMA и aA. Поэтому при решении задач удобнее вектор aMA заменять его касательной (a MA) и нормальной (anMA) составляющими, где

a MA=AM*, anMA=AM* 2. 
 (91)

Вектор aMA направлен перпендикулярно AM в сторону вращения, если оно ускоренное, и против вращения, если оно замедленное; вектор anMA всегда направлен от точки М к полюсу А.

Тогда получим:

 M= A+  MA+ nMA.
 (92)

Если полюс А движется не прямолинейно, то его ускорение будет также слагаться из касательного и нормального и тогда

 M= A + Аn+  MA+ nMA.
 (93)

Глава 11. Сложное движение точки

§ 46. Относительное, переносное и абсолютное движения 

До сих пор мы рассматривали движение точки или тела по отношению к одной заданной системе отсчета. Однако в ряде случаев оказывается необходимым рассматривать движение точки (или тела) одновременно по отношению к двум системам отсчета, из которых одна считается условно неподвижной, а другая движется по отношению к первой. Движение, совершаемое при этом точкой (или телом), называется сложным.

Рассмотрим сложное движение точки М, перемещающейся по отношению к подвижной системе отсчета Oxyz, которая движется относительно другой системы отсчета O1x1y1z1, условно названной нами неподвижной (рис. 56). Введем следующие определения:
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Рис. 56

1. Движение, совершаемое точкой М по отношению к подвижным осям координат, называется относительным движением. Траектория AB, описываемая точкой в относительном движении, называется относительной траекторией. Скорость движения точки М но отношению к осям Oxyz называется относительной скоростью (обозначается Vrотн), а ускорение точки в этом движении – относительным ускорением (обозначается aотн). Из определения следует, что при вычислении Vотн и aотн оси Oxyz можно считать неподвижными.

2. Движение, совершаемое подвижной системой отсчета Oxyz и всеми неизменно связанными с ней точками пространства по отношению к неподвижной системе O1x1y1z1, является для точки М переносным движением.

Скорость той неизменно связанной с подвижными осями Oxyz точки т, с которой в данный момент совпадает движущаяся точка М, называется переносной скоростью точки М в этот момент (обозначается Vе), а ускорение этой точки – переносным ускорением точки М (обозначается aпер). Таким образом,

Vпер=VM, aпер=am, 
(94)

где т – неподвижная по отношению к осям Oxyz точка, с которой в данный момент совпадает движущаяся точка М. 

3. Движение, совершаемое точкой по отношению к неподвижной системе отсчета О1х1у1z1, называется абсолютным или сложным. Траектория CD этого движения называется абсолютной траекторией, скорость – абсолютной скоростью (обозначается Vа) и ускорение – абсолютным ускорением (обозначается aа).

§ 47. Сложение скоростей

Рассмотрим сложное движение точки. Пусть эта точка совершает за промежуток времени t=t1 – t вдоль своей относительной траектории АВ относительное перемещение, определяемое вектором ММ (рис. 57,а). Сама кривая АВ, двигаясь вместе с подвижными осями Oxyz, перейдет за тот же промежуток времени в какое-то новое положение A1B1. Одновременно та точка т кривой АВ, с которой в момент t совпадает точка М совершит переносное перемещение mm1=Mm1. В результате этих движений точка М придет в положение M1 и совершит за время  t абсолютное перемещение MM1. Из векторного треугольника Мm1М1 имеем:

MM1=Mm1+m1M1

Находим, что

Vа=Vотн+Vпер 
(95)
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Рис. 57

Направлены векторы Vа, Vотн, Vпер по касательным к соответствующим траекториям (рис. 57, б).

Таким образом, мы доказали следующую теорему о сложении скоростей: при сложном движении абсолютная скорость точки равна геометрической сумме относительной п переносной скоростей. Построенная на рис. 57, б фигура называется параллелограммом скоростей.

С помощью параллелограмма скоростей решается ряд задач кинематики точки, а именно: а) зная скорости Vотн и Vпер, можно найти абсолютную скорость точки Vа; б) зная Vа, и направления скоростей Vотн и Vпер, можно найти модули этих скоростей; в) зная скорости Vа и Vпер, можно найти относительную скорость точки Vотн из равенства

Vотн =Vа+(-Vпер),

то есть сложив геометрически вектор Vа с вектором, равным по модулю и противоположным по направлению вектору Vпер.

§ 48. Сложение ускорений

Найдем зависимость между абсолютным, относительным и переносным ускорениями точки. Для этого воспользуемся равенством (95). Из него получаем

aa=dVa /dt=dVотн/dt+dVпер/dt. 
(96)

Вычислим стоящие справа производные, которые, как мы увидим, в общем случае не равны aотн и апер соответственно. Для этого нам понадобятся выражения векторов Vотн, аотн, Vпер, апер.

Пусть положение движущейся точки М в подвижных осях Охуz определяется ее координатами х, у, z (рис. 58). Тогда, поскольку при вычислении Vотн и аотн движение подвижных осей во внимание не принимается (их можно рассматривать как неподвижные), то следовательно,

Vотн=x’i+y’j+z’k, aотн=x’’i+y’’j+z’’k,
 (97)

где i, j, k – единичные векторы (орты) осей Oxyz.
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Рис. 58

Сложение ускорений при поступательном переносном движении. Если подвижная система отсчета Охуг перемещается по отношению к неподвижной O1x1y1z1 поступательно (рис. 58, а), то очевидно, что при любом положении точки М будет

Vпер=V0, aпер=a0,
 (98)

где V0 и a0 – скорость и ускорение начала О.

Кроме того, при поступательном движении осей Охуz их орты, перемещаясь параллельно самим себе, остаются постоянными. Тогда получим

dVотн/dt=x’’i+y’’j+z’’k; dVпер/dt=dV0/dt=a0=aпер.

В результате 

aa=aотн+aпер. 
(99)

Следовательно, при поступательном переносном движении абсолютное ускорение точки равно геометрической сумме относительного и переносного ускорений. 

Сложение ускорений при непоступательном переносном движении. Теорема Кориолиса. Допустим сначала, что переносное движение (то есть движение подвижной системы отсчета Охуz) является вращательным с угловой скоростью  (рис. 58, б). При этом ось ОД может быть или неподвижной или же мгновенной осью вращения. В обоих случаях орты i, j, k уже не являются постоянными, так как, поворачиваясь вместе с осями Охуz, они изменяют свои направления, что при вычислении aотн не учитывалось. Поэтому при любом переносном движении

dVотн/dt=(x’’i+y’’j+z’’k)+(x’di/dt+y’dj/dt+z’dk/dt)=aотн+a1,

где через a1 обозначена вторая скобка в правой части равенства. Вычисляя a1 с помощью формул Пуассона, найдем

a1=x’(  i)+ y’(  j)+ z’(  k)=  (x’i+y’j+z’k)=   Vотн

и окончательно будем иметь

dVотн/dt=aотн+a1, где a1=   Vотн. 
(100)

В этом равенстве величина aотн учитывает изменение вектора Vотн только при относительном движении точки М, а добавочный член a1 учитывает то изменение вектора Vотн которое происходит при его повороте вместе с трехгранником Oxyz вокруг оси OD, то есть в переносном движении.

Далее, при вращательном движении скорость и ускорение любой неизменной связанной с осями Oxyz точки определяются как и для точек твердого тела. Но Vпер=Vm, aпер=am, следовательно

Vпер=  r, aпер=(  r)+(  Vпер),

где r – радиус-вектор точки т, совпадающий в данный момент времени с радиусом-вектором движущейся точки М. Тогда

dVпер/dt=(d  r)+(  dr/dt).

Поскольку стоящая слева производная входит в правую часть равенства, определяющего абсолютное ускорение точки М, то есть ее ускорение в осях O1x1y1z1, то и входящая в правую часть производная от радиуса-вектора r даст скорость точки М в тех же осях, то есть ее абсолютную скорость. Следовательно, здесь dr/dt=Va=Vотн+Vпер и, кроме того, d /dt=. Поэтому

dVпер/dt=(  r)+(  Vпер)+(   Vотн).

Отсюда получим

dVпер/dt=aпер+ a2, где a2=  Vотн .
 (101)

Здесь величина aпер учитывает изменение вектора Vпер только в переносном движении, поскольку она вычисляется как ускорение точки m, неизменно связанной с осями О1x1y1z1. Добавочный же член a2 учитывает то изменение вектора Vпер, которое происходит при относительном движении точки М, поскольку в результате этого движения точка М приходит из положения т в новое положение т1, где значение Vпер будет уже другим.

Теперь получим

aa= aотн+ aпер+ a1+ a2. 
(102)

Введем обозначение

aкор= a1+ a2=2(  Vотн). 
(103)

Величина aкор характеризующая изменение вектора относительной скорости Vотн в переносном движении вектора переносной скорости Vпер в относительном движении, называется поворотным или кориолисовым ускорением точки. Тогда окончательно получим

aа= aотн+ aпер+ aкор. 
(104)

Формула (104) выражает следующую теорему Кориолиса: абсолютное ускорение точки равно геометрической сумме трех ускорений: относительного, характеризующего изменение относительной скорости точки в относительном движении, переносного, характеризующего изменение переносной скорости точки в переносном движении, и кориолисова, характеризующего изменение относительной скорости точки в переносном движении и переносной скорости точки в относительном движении.

Если переносное движение является поступательным, то  = 0 и aкор= 0.

Вычисление относительного, переносного и кориолисова ускорений. Пользуясь методами кинематики твердого тела, Кориолисово ускорение вычисляют по формуле:

aкор= 2(  Vотн),
 (105)

где  – вектор угловой скорости переносного движения.

Таким образом, кориолисово ускорение точки равно удвоенному векторному произведению угловой скорости переносного движения на относительную скорость точки. Если угол между векторами Vотн и  обозначить через , то по модулю

aкор= 2(  Vотн)sin.
 (106)

Направлен вектор aкор так же, как вектор   Vотн, то есть перпендикулярно плоскости, проходящей через векторы  и Vотн в ту сторону, откуда кратчайшее совмещение  с Vотн видно происходящим против хода часовой стрелки (рис. 59,а).
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Рис. 59

Кроме того, как видно из рис. 59, б, направление aкор можно найти, повернув вектор относительной скорости Vотн в сторону переносного вращения (то есть по ходу или против хода часовой стрелки, в зависимости от направления вращения).

Из формулы (106) видно, что кориолисово ускорение может обращаться в нуль в следующих случаях:

1) Когда  = 0, то есть когда переносное движение является поступательным или если угловая скорость переносного вращения в данный момент времени обращается в нуль.

2) Когда Vотн = 0, то есть когда относительная скорость в данный момент времени обращается в нуль.

3) Когда =0 или =180°, то есть когда относительное движение происходит по направлению, параллельному оси переносного вращения или если в данный момент времени вектор Vотн параллелен этой оси.

Динамика точки

Глава 12. Законы динамики

§ 49. Основные понятия и определения

Динамикой называется раздел механики, в котором изучаются законы движения материальных тел под действием сил.

На движущееся тело наряду с постоянными силами действуют обычно силы переменные, модули и направления которых при движении тела изменяются. При этом переменными могут быть и заданные (активные) силы, и реакции связей.

Переменные силы могут определенным образом зависеть от времени, от положения тела и от его скорости. Законы сложения или приведения переменных сил остаются теми же, что и для сил постоянных.

К понятию об инертности тел мы приходим, сравнивая результаты действия одной и той же силы на разные материальные тела. Инертность представляет собой свойство материальных тел быстрее или медленнее изменять скорость своего движения под действием приложенных сил. 

Количественной мерой инертности данного тела является физическая величина, называемая массой тела. В механике масса т рассматривается как величина скалярная, положительная и постоянная для каждого данного тела. 

Материальной точкой называют материальное тело (тело, имеющее массу), размерами которого при изучении его движения можно пренебречь.

Практически данное тело можно рассматривать как материальную точку в тех случаях, когда расстояния, проходимые точками тела при его движении, очень велики по сравнению с размерами самого тела. 

§ 50. Законы динамики

В основе динамики лежат законы, установленные путем обобщения результатов целого ряда опытов и наблюдений над движением тел. Систематически эти законы были впервые изложены И. Ньютоном в его классическом сочинении «Математические начала натуральной философии», изданном в 1687 г.

Первый закон (закон инерции), открытий Галилеем (1638 г.), гласит: изолированная от внешних воздействии материальная точка сохраняет свое состояние покоя или равномерного прямолинейного движения до тех пор, пока приложенные силы не заставят ее изменить это состояние. Движение, совершаемое точкой при отсутствии сил, называется движением по инерции.

Закон инерции отражает одно из основных свойств материи – пребывать неизменно в движении и устанавливает для материальных тел эквивалентность состояний покоя и движения по инерции. Система отсчета, по отношению к которой выполняется закон инерции, называется инерциальной системой отсчета (иногда ее условно называют неподвижной). 

Второй закон (основной закон динамики) устанавливает, как изменяется скорость точки при действии на нее какой-нибудь силы. Он гласит: произведение массы точки на ускорение, которое она получает под действием данной силы, равно по модулю этой силе, а направление ускорения совпадает с направлением силы.

Математически этот закон выражается векторным равенством

ma=F. 
(107)

При этом между модулями ускорения и силы имеет место зависимость 

ma=F. 
(108)

Второй закон динамики, как и первый, имеет место только по отношению к инерциальной системе отсчета. Из этого закона непосредственно видно, что мерой инертности материальной точки является ее масса, так как две разные точки при действии одной и той же силы получают одинаковые ускорения только тогда, когда будут равны их массы; если же массы будут разные, то точка, масса которой больше, получит меньшее ускорение, и наоборот.

Если на точку действует одновременно несколько сил, то они, как известно, будут эквивалентны одной силе, то есть равнодействующей R, равной геометрической сумме этих сил. Уравнение, выражающее основной закон динамики, принимает в этом случае вид:

ma=R или ma=(Fk. 
(109)

Вес тела и его масса. На все тела, находящиеся вблизи земной поверхности, действует сила тяжести Р, численно равная весу тела. Опытом установлено, что под действием силы Р любое тело при свободном падении на Землю (с небольшой высоты и в безвоздушном пространстве) имеет одно и то же ускорение g. Это ускорение, сообщаемое телу силой тяжести, называют ускорением силы тяжести. Для свободного падения имеем:

P=mg.
 (110)

Равенство устанавливает, что вес тела равен его массе, умноженной на ускорение силы тяжести, или масса тела равна его весу, деленному на ускорение силы тяжести. 

Третий закон (закон равенства действия и противодействия) устанавливает характер механического взаимодействия между материальными телами. Для двух материальных точек он гласит: две материальные точки действуют друг на друга с силами, равными по модулю и направленными вдоль прямой, соединяющей эти точки, в противоположные стороны.

Заметим, что силы взаимодействия между свободными материальными точками (или телами), как приложенные к разным объектам, не образуют уравновешенной системы. Третий закон динамики, как устанавливающий характер взаимодействия материальных частиц, играет большую роль в динамике системы.

§ 51. Задачи динамики для свободной и несвободной 
материальной точки

Для свободной материальной точки задачами динамики являются следующие: 1) зная закон движения точки, определить действующую на нее силу (первая задача динамики); 2) зная действующие на точку силы, определить закон движения точки (вторая или основная задача динамики).

Решаются обе эти задачи с помощью уравнений, выражающих основной закон динамики, так как эти уравнения связывают ускорение то, то есть величину, характеризующую движение точки, и действующие на нее силы.

В технике часто приходится сталкиваться с изучением несвободного движения точки, то есть со случаями, когда точка, благодаря наложенным на нее связям, вынуждена двигаться по заданной неподвижной поверхности или кривой.

В этих случаях, как и в статике, будем при решении задач исходить из аксиомы связей, согласно которой всякую несвободную материальную точку можно рассматривать как свободную, отбросив связь и заменив ее действие реакцией этой связи N. Тогда основной закон динамики для несвободного движения точки примет вид:

mа=(Fak+N,

где Fak – действующие на точку активные силы.

Первая задача динамики для несвободного движения будет обычно сводиться к тому, чтобы, зная движение точки и действующие на нее активные силы, определить реакцию связи. Вторая (основная) задача динамики при несвободном движении распадается на две и состоит в том, чтобы, зная действующие на точку активные силы, определить: а) закон движения точки, б) реакцию наложенной связи.

Глава 13. Дифференциальные уравнения движения точки 
и их интегрирование

§ 52. Прямолинейное движение точки

Из кинематики известно, что при прямолинейном движении скорость и ускорение точки все время направлены вдоль одной и той же прямой. Так как направление ускорения совпадает с направлением действия силы, то отсюда следует, что свободная материальная точка будет двигаться прямолинейно тогда, когда действующая на нее сила имеет постоянное направление, а скорость точки в начальный момент равна нулю или направлена вдоль силы.

Рассмотрим материальную точку, движущуюся прямолинейно под действием приложенной к ней силы 
[image: image61.wmf]å
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. Основная задача динамики в этом случае состоит в том, чтобы, зная 
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, найти закон движения точки, то есть 
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 и 
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 дает уравнение (110). Проектируя обе его части на ось Ох, получим
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или, так как 
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Уравнение (111) называется дифференциальным уравнением прямолинейного движения точки. Часто уравнение (111) бывает удобнее заменить двумя дифференциальными уравнениями, содержащими первые производные:
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В тех случаях, когда при решении задачи надо искать зависимость скорости от координаты х, а не от времени t (или когда сами силы зависят от x), уравнение (112) преобразуют к переменному х. Так как 
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, то вместо (112) получим: 
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Решение основной задачи динамики сводится к тому, чтобы из данных уравнений, зная силы, найти закон движения точки, то есть 
[image: image72.wmf])
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. Для этого надо проинтегрировать соответствующее дифференциальное уравнение. После того как уравнение будет проинтегрировано, в полученное решение войдут две постоянные интегрирования 
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, и общее решение уравнения будет иметь вид:
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Чтобы довести решение каждой конкретной задачи до конца, надо определить значения постоянных 
[image: image76.wmf]1
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 и 
[image: image77.wmf]2

C

. Для этого используются так называемые начальные условия.

Обычно за начальный принимают момент начала движения под действием заданных сил. Положение, которое точка занимает в начальный момент, называется начальным положением, а ее скорость в этот момент – начальной скоростью. Чтобы решить основную задачу динамики, надо, кроме действующих сил, знать еще начальные условия, то есть положение и скорость точки в начальный момент.

В случае прямолинейного движения начальные условия задаются в виде
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По начальным условиям можно определить конкретные значения постоянных 
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 и найти закон движения точки в виде:


[image: image81.wmf])

,

,

(

0

0

V

x

t

f

x

=

. 
(116)
§ 53. Криволинейное движение точки
Рассмотрим свободную материальную точку, движущуюся под действием сил 
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. Проведем неподвижные координатные оси Oxyz (рис. 60). 
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Рис. 60

Проектируя обе части равенства 
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 на эти оси и учитывая, что 
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 и т. д., получим дифференциальные уравнения криволинейного движения точки в проекциях на оси прямоугольной декартовой системы координат:
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 Так как действующие на точку силы могут зависеть от времени, от положения точки и от ее скорости, то правые части уравнений (117) могут содержать время t, координаты точки x, y, z и проекции ее скорости 
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. При этом в правую часть каждого из уравнений могут входить все эти переменные, то есть система уравнений (117) в общем случае будет совместной.

Уравнения (117) позволяют решать как первую, так и вторую (основную) задачи динамики. Чтобы с помощью этих уравнений решить основную задачу динамики, надо, кроме действующих сил, знать ещё начальные условия, то есть положение и скорость точки в начальный момент. В координатных осях Oxyz начальные условия задаются при 
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Зная действующие силы, после проинтегрирования уравнений (117) найдем координаты х, у, z движущейся точки, как функции времени 
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, то есть найдем закон движения точки. При этом полученные решения будут содержать шесть постоянных интегрирования 
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, значения которых должны определяться по начальным условиям (118).

Глава 14. Общие теоремы динамики точки

§ 54. Количество движения и кинетическая энергия точки

Основными динамическими характеристиками движения точки являются количество движения и кинетическая энергия.

Количеством движения точки называется векторная величина 
[image: image98.wmf]V
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, равная произведению массы точки на вектор ее скорости. Направлен вектор 
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 так же, как и скорость точки, то есть по касательной к ее траектории.

Кинетической энергией (или живой силой) точки называется скалярная величина 
[image: image100.wmf]2
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, равная половине произведения массы точки на квадрат ее скорости.

Необходимость введения двух динамических характеристик объясняется тем, что одной характеристикой нельзя охватить все особенности движения точки.

§ 55. Импульс силы

 Для характеристики действия, оказываемого на тело силой за некоторый промежуток времени, вводится понятие об импульсе силы. Введем сначала понятие об элементарном импульсе, то есть об импульсе за бесконечно малый промежуток времени 
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. Элементарным импульсом силы называется векторная величина 
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, равная произведению вектора силы 
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 на элементарный промежуток времени 
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Направлен элементарный импульс по линии действия силы. Импульс 
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 любой силы 
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 за конечный промежуток времени 
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 вычисляется как интегральная сумма соответствующих элементарных импульсов:
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Следовательно, импульс силы за любой промежуток времени t1 равен определенному интегралу от элементарного импульса, взятому в пределах от нуля до t1.

В частном случае, если сила 
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 и по модулю, и по направлению постоянна (
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. В общем случае модуль импульса может быть вычислен через его проекции.

Проекции импульса на оси координат найдем, учитывая, что интеграл представляет собою предел суммы, а проекция суммы векторов на ось равна сумме проекций слагаемых на ту же ось. Следовательно,
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По этим проекциям можно построить сам вектор 
[image: image117.wmf]S

 и найти его модуль и углы с осями координат. 
Для решения основной задачи динамики важно выделить те силы, импульсы которых можно вычислить заранее, не зная закона движения, совершаемого точкой под действием этих сил. Из равенств (120) видно, что к таким силам относятся только постоянные силы и силы, зависящие от времени. 

Для вычисления импульсов сил, зависящих от координат или от скорости движения точки, надо дополнительно знать закон ее движения, то есть уравнения 
[image: image118.wmf])

(

 

),

(

 

),

(

3

2

1

t

f

z

t

f

y

t

f

x

=

=

=
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 через 
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, можно вычислить интегралы (120). Не зная закона движения точки, то есть не решив предварительно основной задачи динамики, импульсы таких сил вычислить нельзя.

§ 56. Теорема об изменении количества движения точки

Так как масса точки постоянна, а ее ускорение 
[image: image122.wmf]dt

V

d

a

=

, уравнение, выражающее основной закон динамики, можно представить в виде
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Уравнение (121) выражает одновременно теорему об изменении количества движения точки в дифференциальной форме: производная по времени от количества движения точки равна геометрической сумме действующих на точку сил. Проинтегрируем это уравнение.

Пусть точка массы 
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, движущаяся под действием силы 
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 скорость 
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 – скорость 
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. Умножим тогда обе части равенства (121) на 
[image: image130.wmf]dt

 и возьмем от них определенные интегралы. При этом справа, где интегрирование идет по времени, пределами интегралов будут 
[image: image131.wmf]0

 и t1, а слева, где интегрируется скорость, пределами интеграла будут соответствующие значения скорости V0 и V1. Так как интеграл от d(mV) равен mV, то в результате получим:

mV1-mV0=(
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Стоящие справа интегралы представляют собою импульсы действующих сил. Поэтому окончательно будем иметь:

mV1-mV0=(Sk.
 (122)

Уравнение (122) выражает теорему об изменении количества движения точки в конечном виде: изменение количества движения точки за некоторый промежуток времени равно геометрической сумме импульсов всех действующих на точку сил за тот же промежуток времени.

При решении задач вместо векторного уравнения (122) часто пользуются уравнениями в проекциях. Проектируя обе части равенства (122) на оси координат, получим: 
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(123)

В случае прямолинейного движения, происходящего вдоль оси Ох, теорема выражается первым из этих уравнений.

§ 57. Работа силы. Мощность

 Для характеристики действия, оказываемого силой на тело при некотором его перемещении, вводится понятие о работе силы. При этом работа характеризует то действие силы, которым определяется изменение модуля скорости движущейся точки.

Введем сначала понятие об элементарной работе силы на бесконечно малом перемещении ds. Элементарной работой силы F называется скалярная величина
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где F( – проекция силы F на касательную к траектории, направленную в сторону перемещения точки, а ds – бесконечно малое перемещение точки, направленное вдоль этой касательной.

Данное определение соответствует понятию о работе, как о характеристике того действия силы, которое приводит к изменению модуля скорости точки. В самом деле, если разложить силу F на составляющие F( и Fn, то изменять модуль скорости точки будет только составляющая F(, сообщающая точке касательное ускорение. Составляющая же Fn или изменяет направление вектора скорости V (сообщает точке нормальное ускорение), или при несвободном движении изменяет давление на связь. На модуль скорости составляющая Fn влиять не будет.

Замечая, что F(=Fcosa, получаем еще из равенства (124)
dA=Fdscos(.
(125)
Таким образом, элементарная работа силы равна проекции силы на направление перемещения точки, умноженной на элементарное перемещение ds, или элементарная работа силы равна произведению модуля силы на элементарное перемещение ds и на косинус угла между направлением силы и направлением перемещения.

Если угол ( острый, то работа положительна. В частности, при (=0 элементарная работа dA=Fds. 

Если угол ( тупой, то работа отрицательна. В частности, при (=180° элементарная работа dA=-Fds.

Если угол (=90°, то есть если сила направлена перпендикулярно перемещению, то элементарная работа силы равна нулю.

Как известно из кинематики, вектор элементарного перемещения точки dr=Vdt, a ds=|V|dt. Отсюда видно, что ds=|dr|. Тогда если воспользоваться известным из векторной алгебры понятием о скалярном произведении двух векторов, то равенство (125) можно представить в виде

dA=F(dr.
 (126)
Следовательно, элементарная работа силы равна скалярному произведению вектора силы на вектор элементарного перемещения точки ее приложения.

Найдем аналитическое выражение элементарной работы. Для этого разложим силу F на составляющие Fx, Fy, Fz по направлениям координатных осей. Элементарное перемещение ds слагается из перемещений dx, dy, dz вдоль координатных осей, где х, у, z – координаты точки М. Тогда работу силы F на перемещении ds можно вычислить как сумму работ ее составляющих Fx, Fy, Fz на перемещениях dx, dy, dz. Но на перемещении dx совершает работу только составляющая Fx, причем ее работа равна Fxdx. Работа на перемещениях dy и dz вычисляется аналогично. Окончательно находим:

dA=Fxdx+Fydy+Fzdz. 
(127)

Формула (127) дает аналитическое выражение элементарной работы силы.

Работа силы на любом конечном перемещении M0M1 вычисляется как интегральная сумма соответствующих элементарных работ и будет равна:
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или 
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Следовательно, работа силы на любом перемещении M0M1 равна взятому вдоль этого перемещения интегралу от элементарной работы. Пределы интеграла соответствуют значениям переменных интегрирования в точках М0 и M1,.

Если величина F( постоянна (F(= const), то из (128), обозначая перемещение M0M1 через S1, получим:
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Единицей измерения работы в системе СИ является джоуль 
(1 дж=1 нм).

Для решения основной задачи динамики важно выделить те силы, работу которых можно вычислить заранее. Такими могут быть только постоянные силы или силы, зависящие от положения (координат) движущейся точки.

Для вычисления работы сил, зависящих от времени или скорости движения точки, надо дополнительно знать закон ее движения, то есть координаты x, y, z как функции времени. Тогда все переменные можно выразить через время t. Не зная закона движения точки, то есть не решив предварительно основную задачу динамики, работу таких сил определить нельзя.

Мощность. Мощностью называется величина, определяющая работу, совершаемую силой в единицу времени. Если работа совершается равномерно, то мощность
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где t1 – время, в течение которого произведена работа A. В общем случае
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Следовательно, мощность равна произведению касательной составляющей силы на скорость движения.

Единицей измерения мощности в системе СИ является ватт 
(1 вт=1 дж/сек). 
Из равенства W=F(V видно, что у двигателя, имеющего данную мощность W, сила тяги F( будет тем больше, чем меньше скорость движения V.

§ 58. Теорема об изменении кинетической энергии точки

Рассмотрим точку с массой т, перемещающуюся под действием приложенных к ней сил из положения M0, где она имеет скорость V0, в положение M1, где ее скорость равна V1.

Для получения искомой зависимости обратимся к уравнению ma=(Fk, выражающему основной закон динамики. Проектируя обе части этого равенства на касательную М( к траектории точки М, направленную в сторону движения, получим:
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Стоящую слева величину касательного ускорения можно представить в виде
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В результате будем иметь:
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Умножив обе части этого равенства на ds, внесем т под знак дифференциала. Тогда, замечая, что Fk(ds=dAk, где dAk, – элементарная работа силы Fk, получим выражение теоремы об изменении кинетической энергии в дифференциальной форме:
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Проинтегрировав теперь обе части этого равенства в пределах, соответствующих значениям переменных в точках М и Mi, найдем окончательно:
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Уравнение (131) выражает теорему об изменении кинетической энергии точки в конечном виде: изменение кинетической энергии точки при некотором ее перемещении равно алгебраической сумме работ всех действующих на точку сил на том же перемещении.

§ 59. Теорема об изменении момента количества движения точки (теорема моментов)

Из двух основных динамических характеристик величина mV является векторной. Иногда при изучении движения точки вместо изменения самого вектора mV оказывается необходимым рассматривать изменение его момента. Момент вектора mV относительно данного центра О или оси z обозначается т0(mV) или тz(т) и называется соответственно моментом количества движения или кинетическим моментом точки относительно этого центра (оси). Вычисляется момент вектора mV так же, как и момент силы. При этом вектор mV считается приложенным к движущейся точке. По модулю |m0(mV)|=mVh, где h – длина перпендикуляра, опущенного из центра О на направление вектора mV.

1. Теорема моментов относительно оси. Рассмотрим материальную точку массы т, движущуюся под действием силы F. Найдем для нее зависимость между моментами векторов mv и F относительно какой-нибудь неподвижной оси z. 

mz(F)=xFy–yFx. 
(132)

Аналогично для величины mz(mV), если вынести т за скобку, будет 

mz(mV)=m(xVy–yVx).
 (133)
Беря от обеих частей этого равенства производные по времени, находим:
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В правой части полученного выражения первая скобка равна нулю, так как 
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. Вторая же скобка, согласно формуле (132), равна mz(F), так как по основному закону динамики
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Окончательно будем иметь


[image: image150.wmf]dt
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[mz(mV)]=mz(F). 
(134)
Полученное уравнение выражает теорему моментов относительно оси: производная по времени от момента количества движения точки относительно какой-нибудь оси равна моменту действующей силы. относительно той же оси.
Из уравнения (134) следует, что если mz(F)=0, то тz(mV)= const, то есть если момент действующей силы относительно некоторой оси равен нулю, то момент количества движения точки относительно этой оси есть величина постоянная.

2. Теорема моментов относительно центра. Найдем для материальной точки, движущейся под действием силы F, зависимость между моментами векторов mV и F относительно какого-нибудь неподвижного центра O. 

m0(mV)=r(mV. 
(135)
 При этом вектор m0(mV) направлен перпендикулярно плоскости, проходящаей через центр О и вектор mV. Дифференцируя выражение m0(mV) по времени, получаем:
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Но V(mV=0 как векторное произведение двух параллельных векторов, a ma=F. Следовательно, 
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(r(mV)=r(F
 (136)

или
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[m0(mV)]=m0(F). 
(137)

В результате мы доказали следующую теорему моментов относительно центра: производная по времени от момента количества движения точки, взятого относительно какого-нибудь неподвижного центра, равна моменту действующей на точку силы относительно того же центра.

Динамика системы и твердого тела

Глава 15. Введение в динамику системы. 
Моменты инерции твердого тела

§ 60. Механическая система. Силы внешние и внутренние

Механической системой материальных точек или тел называется такая их совокупность, в которой положение или движение каждой точки (или тела) зависит от положения и движения всех остальных. Материальное тело мы также будем рассматривать как систему материальных частиц (точек), образующих это тело.

Силы, действующие на точки или тела системы, можно разделить на внешние и внутренние.

Внешними называются силы, действующие на точки системы со стороны точек или тел, не входящих в состав данной системы. Внутренними называются силы, действующие на точки системы со стороны других точек или тел этой же системы. Будем обозначать внешние силы символом Fе, а внутренние – Fi.

Как внешние, так и внутренние силы могут быть активными или реакциями связей. Разделение сил на внешние и внутренние является условным и зависит от того, движение какой системы тел мы рассматриваем. Внутренние силы обладают следующими свойствами:

1. Геометрическая сумма (главный вектор) всех внутренних сил системы равняется нулю. В самом деле, по третьему закону динамики любые две точки системы действуют друг на друга с равными по модулю и противоположно направленными силами Fi12 и Fi21, сумма которых равна нулю. Так как аналогичный результат имеет место для любой пары точек системы, то

(Fik=0.

2. Сумма моментов (главный момент) всех внутренних сил системы, относительно любого центра или оси равняется нулю. Действительно, если взять произвольный центр О, m0(Fi12)+m0(Fi21)=0. Аналогичный результат получится при вычислении моментов относительно оси. Следовательно, и для всей системы будет:

(m0(Fik)=0 или (mx(Fik)=0.

Из доказанных свойств не следует, что внутренние силы взаимно уравновешиваются и не влияют на движение системы, так как эти силы приложены к разным материальным точкам или телам и могут вызвать взаимные перемещения этих точек или тел. Уравновешенными внутренние силы будут тогда, когда рассматриваемая система представляет собою абсолютно твердое тело.

§ 61. Масса системы. Центр масс

Движение системы, кроме действующих сил, зависит также от ее суммарной массы и распределения масс. Масса системы равна арифметической сумме масс всех точек или тел, образующих систему:


[image: image154.wmf]å

=

k

m

M

.

В однородном поле тяжести, для которого g=const, вес любой частицы тела будет пропорционален ее массе. Поэтому о распределении масс в теле можно судить по положению его центра тяжести. Преобразуем формулы, определяющие координаты центра тяжести, к виду, явно содержащему массу. Для этого учтем, что в указанных формулах 
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(138)

В полученные равенства входят только массы тk материальных точек (частиц), образующих тело, и координаты хk, yk, zk этих точек. Следовательно, положение точки С(xC, yC, zC) действительно характеризует распределение масс в теле или в любой механической системе, если под тk, xk, yk, zk понимать соответственно массы и координаты точек этой системы.

Геометрическая точка С, координаты которой определяются формулами (138), называется центром масс или центром инерции механической системы.

Если положение центра масс определять его радиусом-вектором rC, то из равенств (138) для rC получается формула
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где rk – радиусы-векторы точек, образующих систему.

§ 62. Момент инерции тела относительно оси. Радиус инерции

Положение центра масс характеризует распределение масс системы не полностью. Поэтому в механике вводится еще одна характеристика распределения масс – момент инерции. Моментом инерции тела (системы) относительно данной оси Оz (или осевым моментом инерции) называется скалярная величина, равная сумме произведений масс всех точек тела (системы) на квадраты их расстояний от этой оси
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Из определения следует, что момент инерции тела (или системы) относительно любой оси является величиной положительной и не равной нулю. Осевой момент инерции играет при вращательном движении тела такую же роль, какую масса при поступательном, то есть осевой момент инерции является мерой инертности тела при вращательном движении.

Согласно формуле (140) момент инерции тела равен сумме моментов инерции всех его частей относительно той же оси. Для одной материальной точки, находящейся на расстоянии Н от оси 
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 Для вычисления осевых моментов инерции можно расстояния точек от осей выражать через координаты хk, уk, zk этих точек (например, квадрат расстояния от оси Ох будет 
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 и т.д.). Тогда моменты инерции относительно осей Oxyz будут определяться формулами:
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Часто в ходе расчетов пользуются понятием радиуса инерции. Радиусом инерции тела относительно оси Оz называется линейная величина (и, определяемая равенством


[image: image167.wmf]2

и

z

M

J

r

=

, 
(142)

где М – масса тела. Из определения следует, что радиус инерции геометрически равен расстоянию от оси Оz той точки, в которой надо сосредоточить массу всего тела, чтобы момент инерции одной этой точки был равен моменту инерции всего тела.

Формулы (140) и (141) справедливы как для твердого тела, так и для любой системы материальных точек. В случае сплошного тела получим
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Интеграл здесь распространяется на весь объем V тела, а плотность ( и расстояние h зависят от координат точек тела. Аналогично формулы (141) для сплошных тел примут вид


[image: image170.wmf]ò

+

=

)

(

2

2

)

(

V

x

dV

z

y

J

r


 (144)

Найдем моменты инерции некоторых однородных тел.

 1. Тонкий однородный стержень длины l и массы М. Вычислим его момент инерции относительно оси Аz, перпендикулярной к стержню и проходящей через его конец А. Направим вдоль АВ координатную ось Ах. Тогда для любого элементарного отрезка длины dх величина h=x, а масса dm=(1dx, где (1=M/l – масса единицы длины стержня. В результате формула (143) дает 
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Заменяя здесь (1 его значением, найдем окончательно:
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2. Тонкое круглое однородное кольцо радиуса R и массы М. Найдем его момент инерции относительно оси Cz, перпендикулярной плоскости кольца и проходящей через его центр. Так как все точки кольца находятся от оси Сz на расстоянии hk=R, то формула (141) дает
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Следовательно, для кольца
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Очевидно, такой же результат получится для момента инерции тонкой цилиндрической оболочки массы М и радиуса R относительно ее оси.

3. Круглая однородная пластина или цилиндр радиуса R и массы М. Вычислим момент инерции круглой пластины относительно оси Сz, перпендикулярной к пластине и проходящей через ее центр. Для этого выделим элементарное кольцо радиуса r и ширины dr. Площадь этого кольца равна 2(r dr, а масса dm=(2,2(rdr, где 
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 – масса единицы площади пластины. Тогда по формуле (144) для выделенного элементарного кольца будет
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а для всей пластины
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Заменяя здесь (2 его значением, найдем окончательно
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4. Прямоугольная пластина, конус, шар. Опуская выкладки, приведем формулы, определяющие моменты инерции следующих тел (читатель может получить эти формулы самостоятельно):

а) сплошная прямоугольная пластина массы М со сторонами АВ=а и ВО=b (ось х направлена вдоль стороны АВ, ось у – вдоль ВD):
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б) прямой сплошной круглый конус массы М с радиусом основания R (ось z направлена вдоль оси конуса):
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в) сплошной шар массы М и радиуса R (ось z направлена вдоль диаметра):
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§ 63. Моменты инерции тела относительно параллельных осей. Теорема Гюйгенса

Моменты инерции данного тела относительно разных осей будут разными. Покажем, как зная момент инерции относительно какой-нибудь одной оси, проведенной в теле, найти момент инерции относительно любой другой оси, ей параллельной.

Проведем через центр масс С тела произвольные оси Сх'у'г', а через любую точку О на оси Сх' – оси Охуz, такие, что Оу|| Су', Оz || Сz' 
(рис. 61). 
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Рис. 61

Расстояние между осями Сz' и Оz обозначим через d. Тогда по формулам (141) будет
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Но, как видно из рисунка, для любой точки тела xk=x'k –d. Подставляя эти значения xk, yk, в выражение для JOz и вынося общие множители d2 и 2d за скобки, получим
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В правой части равенства первая сумма равна JCz, а вторая – массе тела М. Найдем значение третьей суммы. Для координат центра масс 
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. Так как в нашем случае точка С является началом координат, то х'C= 0 и, следовательно, 
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Формула (146) выражает следующую теорему Гюйгенса: момент инерции тела относительно данной оси равен моменту инерции относительно оси, ей параллельной, проходящей через центр масс тела, сложенному с произведением массы всего тела на квадрат расстояния между осями.

Из формулы (146) следует, что 
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Cz

Oz

J

J

>

. Следовательно, из всех осей данного направления наименьший момент инерции будет относительно той оси, которая проходит через центр масс.

Глава 16. Теорема о движении центра масс системы

§ 64. Дифференциальные уравнения движения системы

 Рассмотрим систему, состоящую из п материальных точек. Выделим какую-нибудь точку системы с массой mk. Обозначим равнодействующую всех приложенных к точке внешних сил (и активных и реакций связей) через 
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. Если точка имеет при этом ускорение ak, то по основному закону динамики
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Аналогичный результат получим для любой точки. Следовательно, для всей системы будет:
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(147)
Эти уравнения, из которых можно определить закон движения каждой точки системы, называются дифференциальными уравнениями движения системы в векторной форме. Уравнения (147) являются дифференциальными, так как входящие в правые части уравнений силы будут в общем случае зависеть от времени, координат точек системы и их скоростей.

Проектируя равенства (147) на какие-нибудь координатные оси, мы можем получить дифференциальные уравнения движения системы в проекциях на эти оси.

Основная роль уравнений (147) состоит в том, что они, или следствия из них, являются исходными для получения соответствующих общих теорем.

§ 65. Теорема о движении центра масс

В ряде случаев для определения характера движения системы (особенно твердого тела), достаточно знать закон движения ее центра масс. Чтобы найти этот закон, обратимся к уравнениям движения системы (147) и сложим почленно их левые и правые части. Тогда получим:
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Преобразуем левую часть равенства. Из формулы для радиуса-вектора центра масс имеем:
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Беря от обеих частей этого равенства вторую производную по времени и замечая, что производная от суммы равна сумме производных, найдем:
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где 
[image: image198.wmf]C
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 – ускорение центра масс системы. Так как по свойству внутренних сил системы 
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Уравнение (150) и выражает теорему о движении центра масс системы: произведение массы системы на ускорение ее центра масс равно геометрической сумме всех действующих на систему внешних сил. Проектируя обе части равенства (150) на координатные оси, получим:
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Эти уравнения представляют собою дифференциальные уравнения движения центра масс в проекциях на оси декартовой системы координат.

§ 66. Закон сохранения движения центра масс

Из теоремы о движении центра масс можно получить следующие важные следствия. 

1) Пусть сумма внешних сил, действующих на систему, равна нулю
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Тогда из уравнения (150) следует, что aC=0 или VC=const. Следовательно, если сумма всех внешних сил, действующих на систему, равна нулю, то центр масс этой системы движется с постоянной по модулю и направлению скоростью, то есть равномерно и прямолинейно. 

2) Пусть сумма внешних сил, действующих на систему, не равна нулю, но эти силы таковы, что сумма их проекций на какую-нибудь ось (например, ось Ох) равна нулю:
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Тогда уравнение (150) дает:
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Следовательно, если сумма проекций всех действующих внешних сил на какую-нибудь ось равна нулю, то проекция скорости центра масс системы на эту ось есть величина постоянная. В частности, если в начальный момент VCx=0, то и в любой последующий момент VCx=0 то есть центр масс системы в этом случае вдоль оси Ох перемещаться не будет (xC=const).

Все эти результаты выражают собою закон сохранения движения центра масс системы.

Глава 17. Теорема об изменении количества движения системы

§ 67. Количество движения системы

Количеством движения системы будем называть векторную величину Q, равную геометрической сумме (главному вектору) количеств движения всех точек системы (рис. 62):
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Рис. 62

Из чертежа видно, что независимо от величин скоростей точек системы (если только эти скорости не параллельны) вектор Q может принимать любые значения и даже оказаться равным нулю, когда многоугольник, построенный из векторов mkVk, замкнется. Следовательно, по величине Q нельзя полностью судить о характере движения системы.

Из равенства (151) следует, что
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Беря от обеих частей производную по времени, получим
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Отсюда находим, что

[image: image213.wmf]C

V

M

Q

=

, 
(152)

то есть количество движения системы равно произведению массы всей системы на скорость ее центра масс. 

Из формулы (152) видно, что если тело (или система) движется так, что центр масс остается неподвижным, то количество движения тела равно нулю. Если же движение тела является сложным, то величина Q не будет характеризовать вращательную часть движения вокруг центра масс. Таким образом, количество движения характеризует только поступательное движение системы. При сложном же движении величина Q характеризует только поступательную часть движения системы вместе с центром масс.

§ 68. Теорема об изменении количества движения 

Рассмотрим систему, состоящую из п материальных точек. Составим для этой системы дифференциальные уравнения движения и сложим их почленно. Тогда получим:


[image: image214.wmf]å

å

å

+

=

i

k

e

k

k

k

F

F

a

m

.

Последняя сумма по свойству внутренних сил равна нулю. Кроме того,
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Окончательно находим:
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Уравнение (153) выражает теорему об изменении количества движения системы в дифференциальной форме: производная по времени от количества движения системы равна геометрической сумме всех действующих на систему внешних сил. В проекциях на координатные оси будем иметь:
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Найдем другое выражение теоремы. Пусть в момент t=0 количество движения системы равно Q0, а в момент t1 становится равным Q1. Тогда, умножая обе части равенства (153) на dt и интегрируя, получим:
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так как интегралы, стоящие справа, дают импульсы внешних сил.

Уравнение (155) выражает теорему об изменении количества движения системы в интегральной форме: изменение количества движения системы за некоторый промежуток времени равно сумме импульсов действующих на систему внешних сил за тот же промежуток времени. 

В проекциях на координатные оси будем иметь:
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(156)

Практическая ценность теоремы состоит в том, что она позволяет исключить из рассмотрения наперед неизвестные внутренние силы (например, силы давления друг на друга частиц жидкости).

§ 69. Закон сохранения количества движения

Из теоремы об изменении количества движения системы можно получить следующие важные следствия:

1) Пусть сумма всех внешних сил, действующих на систему, равна нулю:
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Тогда из уравнения (155) следует, что при этом Q=const. Таким образом, если сумма всех внешних сил, действующих на систему, равна нулю, то вектор количества движения системы будет постоянен по модулю и направлению.

2) Пусть внешние силы, действующие на систему, таковы, что сумма их проекций на какую-нибудь ось (например Ох) равна нулю:
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Тогда из уравнений (156) следует, что при этом Q=const. Таким образом, если сумма проекций всех действующих внешних сил на какую-нибудь ось равна нулю, то проекция количества движения системы на эту ось есть величина постоянная.

Эти результаты и выражают закон сохранения количества движения системы. Из них следует, что внутренние силы изменить суммарное количество движения системы не могут.

Глава 18. Теорема об изменении момента количеств движения системы

§ 70. Главный момент количества движения системы

Главным моментом количества движения (или кинетическим моментом) системы относительно данного центра О называется величина Ко, равная геометрической сумме моментов количеств движения всех точек системы относительно этого центра:

[image: image225.wmf]å

=

)

(

0

0

k

k

V

m

m

K

.
 (157)

Аналогично определяются моменты количеств движения системы относительно координатных осей:
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При этом Кх, Ку, Кz представляют собою одновременно проекции вектора Ко на координатные оси.

Подобно тому, как количество движения системы является характеристикой ее поступательного движения, главный момент количеств движения системы является характеристикой вращательного движения системы.

Чтобы получить необходимые формулы для решения задач, вычислим кинетический момент тела, вращающегося вокруг неподвижной оси (рис. 63). 
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Рис. 63
Для любой точки тела, отстоящей от оси вращения на расстоянии hk, скорость 
[image: image230.wmf]k

k

h

V

w

=

. Следовательно, для этой точки 
[image: image231.wmf]2

)

(

k

k

k

k

k

k

k

z

h

m

h

V

m

V

m

m

w

=

=

. Тогда для всего тела, вынося общий множитель ( за скобку, получим
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Величина, стоящая в скобке, представляет собою момент инерции тела относительно оси z. Окончательно находим
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Таким образом, кинетический, момент вращающегося тела относительно оси вращения равен произведению момента инерции тела относительно этой оси на угловую скорость тела.

Если система состоит из нескольких тел, вращающихся вокруг одной и той же оси, то, очевидно, будет
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§ 71. Теорема об изменении главного момента количества движения системы (теорема моментов)

Теорема моментов, доказанная для одной материальной точки, будет справедлива для каждой из точек системы. Следовательно, если рассмотреть точку системы с массой mk, имеющую скорость Vk, то для нее будет
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где 
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 – равнодействующие всех внешних и внутренних сил, действующих на данную точку.

Составляя уравнения для всех точек системы и складывая почленно, получим:
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Но последняя сумма по свойству внутренних сил системы равна нулю. Тогда найдем окончательно:
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Полученное уравнение выражает следующую теорему моментов для системы: производная по времени от главного момента количества движения системы относительно некоторого неподвижного центра равна сумме моментов всех внешних сил системы относительно того же центра.

Проектируя обе части равенства (161) на неподвижные оси Охуz, получим:
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Уравнения (162) выражают теорему моментов относительно любой неподвижной оси.

§ 72. Закон сохранения главного момента количества движения

Из теоремы моментов можно получить следующие важные следствия.

1) Пусть сумма моментов относительно центра О всех внешних сил, действующих на систему, равна нулю:
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Тогда, если сумма моментов относительно данного центра всех приложенных к системе внешних сил равна нулю, то главный момент количества движения системы относительно этого центра будет численно и по направлению постоянен. 

2) Пусть внешние силы, действующие на систему, таковы, что сумма их моментов относительно некоторой неподвижной оси Oz равна нулю:
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Тогда, если сумма моментов всех действующих на систему внешних сил относительно какой-нибудь оси равна нулю, то главный момент количества движения системы относительно этой оси будет величиной постоянной.

Эти результаты выражают собою закон сохранения главного момента количества движения системы. Из них следует, что внутренние силы изменить главный момент количества движения системы не могут.

Глава 19. Теорема об изменении кинетической 
энергии системы

§ 73. Кинетическая энергия системы

Кинетической энергией системы называется скалярная величина Т, равная арифметической сумме кинетических энергий всех точек систем:
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Кинетическая энергия является характеристикой и поступательного, и вращательного движения системы, поэтому теоремой об изменении кинетической энергии особенно часто пользуются при решении задач. Главное отличие величины Т от введенных ранее характеристик Q и KO состоит в том, что кинетическая энергия является величиной скалярной и притом существенно положительной. Поэтому она не зависит от направлений движения частей системы и не характеризует изменений этих направлений.

Если система состоит из нескольких тел, то ее кинетическая энергия равна, очевидно, сумме кинетических энергий этих тел:
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Найдем формулы для вычисления кинетической энергии тела в разных случаях движения. 

1. Поступательное движение. В этом случае все точки тела движутся с одинаковыми скоростями, равными скорости движения центра масс. Следовательно, для любой точки Vk=VC формула (163) даёт
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Таким образом, кинетическая энергия тела при поступательном движении равна половине произведения массы тела на квадрат скорости центра масс. От направления движения значение Т не зависит. 

2. Вращательное движение. Если тело вращается вокруг какой-нибудь оси Оz, то скорость любой его точки 
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, где hk – расстояние точки от оси вращения, а ( – угловaя скорость тела. Подставляя это значение в формулу (163) и вынося общие множители за скобку, получим:
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Величина, стоящая в скобке, представляет собою момент инерции тела относительно оси z. Таким образом, окончательно найдем:
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то есть кинетическая энергия тела при вращательном движении равна половине произведения момента инерции тела относительно оси вращения на квадрат его угловой скорости. От направления вращения значение Т не зависит.

3. Плоскопараллельное движение. При этом движении скорости всех точек тела в каждый момент времени распределены так, как если бы тело вращалось вокруг оси, перпендикулярной к плоскости движения и проходящей через мгновенный центр скоростей Р. Следовательно, по формуле (163)
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где Jp – момент инерции тела относительно названной выше оси, ( – угловая скорость тела. Величина Jp в формуле (166) будет переменной, так как положение центра Р при движении тела все время меняется. Введем вместо Jp постоянный момент инерции JC относительно оси, проходящей через центр масс С тела. По теореме Гюйгенса 
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Следовательно, при плоскопараллельном движении кинетическая энергия тела равна энергии поступательного движения со скоростью центра масс, сложенной с кинетической энергией вращательного движения вокруг центра масс.

§ 74. Теорема об изменении кинетической энергии системы

Если рассмотреть какую-нибудь точку системы с массой тk, имеющую скорость Vk, то для этой точки будет
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где 
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 – элементарные работы действующих на точку внешних и внутренних сил. Составляя такие уравнения для каждой из точек системы и складывая их почленно, получим
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или
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Равенство (168) выражает теорему об изменении кинетической энергии системы в дифференциальной форме. Проинтегрировав обе части этого равенства в пределах, соответствующих перемещению системы из некоторого начального положения, где кинетическая энергия равна ТO, в положение, где значение кинетической энергии становится равным T1, будем иметь
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Полученное уравнение выражает теорему об изменении кинетической энергии в конечном виде: изменение кинетической энергии системы при некотором ее перемещении равно сумме работ на этом перемещении всех приложенных к системе внешних и внутренних сил.

Глава 20. Принцип даламбера. Принцип возможных перемещений. Общее уравнение динамики

§ 75. Принцип Даламбера

Пусть мы имеем систему; состоящую из n материальных точек. Выделим какую-нибудь из точек системы с массой mk. Под действием приложенных к ней внешних и внутренних сил 
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 (в которые входят и активные силы, и реакции связей) точка получает по отношению к инерциальной системе отсчета некоторое ускорение ak.

Введем в рассмотрение величину
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имеющую размерность силы. Векторную величину, равную по модулю произведению массы точки на ее ускорение и направленную противоположно этому ускорению, называют силой инерции точки (иногда даламберовой силой инерции).

Тогда оказывается, что движение точки обладает следующим общим свойством: если в каждый момент времени к фактически действующим на точку силам 
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 прибавить силу инерции 
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, то полученная система сил будет уравновешенной, то есть будет
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Это положение выражает принцип Даламбера для одной материальной точки. 

Повторяя проделанные выше рассуждения по отношению к каждой из точек системы, придем к следующему результату, выражающему принцип Даламбера для системы: если в любой момент времени к каждой из точек системы, кроме фактически действующих на нее внешних и внутренних сил, приложить соответствующие силы инерции, то полученная система сил будет находиться в равновесии и к ней можно будет применять все уравнения статики.

Математически принцип Даламбера выражается системой n векторных равенств вида (171), которые, очевидно, эквивалентны дифференциальным уравнениям движения системы. Следовательно, из принципа Даламбера, как и из уравнений, можно получить все общие теоремы динамики.

Значение принципа Даламбера состоит в том, что при непосредственном его применении к задачам динамики уравнения движения системы составляются в форме хорошо известных уравнений равновесия; это делает единообразным подход к решению задач и обычно намного упрощает соответствующие расчеты. Применяя принцип Даламбера, следует иметь в виду, что он, как и основной закон динамики, относится к движению, рассматриваемому по отношению к инерциальной системе отсчета. При этом на точки механической системы, движение которой изучается, действуют только внешние и внутренние силы 
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, возникающие в результате взаимодействия точек системы друг с другом и с телами, не входящими в систему; под действием этих сил точки системы и движутся с соответствующими ускорениями ak. Силы же инерции, о которых говорится в принципе Даламбера, на движущиеся точки не действуют. 

Из статики известно, что геометрическая сумма сил, находящихся в равновесии, и сумма их моментов относительно любого центра О равны нулю, причем по принципу отвердевания (§ 3) это справедливо для сил, действующих не только на твердое тело, но и на любую изменяемую систему. Тогда на основании принципа Даламбера должно быть:
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Введем обозначения:
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Величины 
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 представляют собою главный вектор и главный момент относительно центра О системы сил инерции. В результате, учитывая, что геометрическая сумма внутренних сил и сумма их моментов равны нулю, получим из равенств (172):
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Применение уравнений (174), вытекающих из принципа Даламбера, упрощает процесс решения задач, так как эти уравнения не содержат внутренних сил.

В проекциях на оси координат равенства (174) дают уравнения, аналогичные соответствующим уравнениям статики. Чтобы пользоваться этими уравнениями при решении задач, надо знать выражения главного вектора и главного момента сил инерции.

§ 76. Возможные перемещения системы. Число степеней свободы 

Перемещения, которые можно сообщить точкам системы, если вывести систему из занимаемого ею положения, называют в механике возможными (или виртуальными) перемещениями.

Возможные перемещения точек системы должны удовлетворять двум условиям: 1) они должны быть бесконечно малыми, так как при конечных перемещениях система перейдет в другое положение, где условия равновесия могут быть другими; 2) они должны быть такими, чтобы при этом все наложенные на систему связи сохранялись, так как иначе мы изменим вид рассматриваемой механической системы.

Возможным перемещением системы мы будем называть любую совокупность бесконечно малых перемещений точек системы, допускаемых в данный момент всеми наложенными на систему связями. В общем случае для точек и тел системы может существовать я множество различных возможных перемещений (перемещения (S и –(S мы не считаем разными). Однако для каждой системы, в зависимости от характера наложенных на нее связей, можно указать определенное число таких независимых между собой перемещений, что всякое другое возможное перемещение будет получаться как их геометрическая сумма. Число независимых между собою возможных перемещений системы, называется числом степеней свободы этой системы. Свободное твердое тело имеет 6 степеней свободы (независимыми перемещениями будут 3 поступательных перемещения вдоль осей координат и 3 вращательных вокруг этих осей).

§ 77. Принцип возможных перемещений

Введем понятие о возможной или виртуальной работе, то есть об элементарной работе, которую действующая на материальную точку сила могла бы совершить на перемещении, совпадающем с возможным перемещением этой точки. При этом возможную работу активной силы Fa будем обозначать 
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 где ( – угол между направлениями силы и перемещения, а возможную работу реакции связи N -символом (Ar.

Наложенные на систему связи являются идеальными, если сумма элементарных работ реакций этих связей при любом возможном перемещении системы, равна нулю, то есть
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Рассмотрим систему материальных точек, которая под действием всех приложенных к ней сил и наложенных на нее связей находится в равновесии. Будем при этом все связи системы считать идеальными.

Выделим произвольную точку Вk системы и обозначим равнодействующую всех приложенных к ней активных сил (внешних и внутренних) через 
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, а равнодействующую всех реакций связей (тоже внешних и внутренних) – через 
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. Следовательно, при любом возможном перемещении точки Вk возможные работы 
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 будут равны по модулю, противоположны по знаку и в сумме дадут нуль, то есть
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Повторяя аналогичные рассуждения, мы получим такие равенства для всех точек системы. Складывая эти равенства почленно, будем иметь:
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Но если наложенные на систему связи являются идеальными, то вторая сумма будет равна нулю. Следовательно, и
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или
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Таким образом, если механическая система с идеальными связями находится в равновесии, то действующие на нее активные силы удовлетворяют условию (177). Справедлив также и обратный вывод, то есть если приложенные к механической системе активные силы удовлетворяют условию (177), то система находится в равновесии. Отсюда вытекает следующий принцип возможных перемещений: для равновесия механической системы с идеальными связями необходимо и достаточно, чтобы сумма элементарных работ всех действующих на нее активных сил при любом возможном перемещении системы была равна нулю. Математически необходимое и достаточное условие равновесия любой механической системы выражается равенством (177), которое называют еще уравнением возможных работ. Это условие можно также представить в аналитической форме:
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§ 78. Общее уравнение динамики

Рассмотрим систему материальных точек, на которую наложены идеальные связи. Если ко всем точкам системы, кроме действующих на них активных сил 
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, то согласно принципу Даламбера полученная система сил будет находиться в равновесии. Тогда, применяя к этим силам принцип возможных перемещений, получим:
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Но последняя сумма равна нулю и окончательно будет
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Равенство (179) представляет собою общее уравнение динамики. Из него вытекает следующий принцип Даламбера-Лагранжа: при движении системы с идеальными связями в каждый данный момент времени сумма элементарных работ всех приложенных активных сил и всех сил инерции на любом возможном перемещении системы, будет равна нулю.

В аналитической форме уравнение (179) имеет вид
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Уравнения (179) или (180) позволяют составить дифференциальные уравнения движения любой механической системы.

Если при этом система представляет собою совокупность каких-нибудь твердых тел, то для составления уравнений нужно к действующим на каждое тело активным силам прибавить приложенную в любом центре силу, равную главному вектору сил инерции, и пару с моментом, равным главному моменту сил инерции относительно этого центра, а затем применить принцип возможных перемещений. 

Глава 21. Условия равновесия и уравнения движения системы в обобщенных координатах

§ 79. Обобщенные координаты и обобщенные скорости

Число координат (параметров), определяющих положение механической системы, зависит от количества точек (или тел), входящих в систему, и от числа и характера наложенных связей. Будем в дальнейшем рассматривать только системы с геометрическими связями, то есть со связями, налагающими ограничения на положения точек системы в пространстве, но не на их скорости. Числом степеней свободы механической системы называется, как известно, число независимых между собою возможных перемещений системы. Геометрические связи уменьшают на одно и то же количество единиц и число независимых возможных перемещений системы, и число независимых между собою координат, определяющих положение этой системы. 

Независимые между собою параметры любой размерности, число которых равно числу степеней свободы системы и которые однозначно определяют ее положение, называют обобщенными координатами системы. Будем обозначать обобщенные координаты буквой q. Так как свободная точка имеет три степени свободы, то система, состоящая из n материальных точек, координаты которых в силу наложенных на систему геометрических связей должны удовлетворять k уравнениям, выражающим эти связи, будет иметь s=3n–k степеней свободы и ее положение будет определяться s обобщенными координатами

q1, q2,..., qs. 
(180)

Наоборот, если установлено, что положение данной системы однозначно определяется какими-нибудь s независимыми между собою параметрами, то эта система имеет s степеней свободы.

Поскольку обобщенные координаты между собою независимы, то элементарные приращения этих координат

(q1, (q2,..., (qs. 
(181)

будут также между собою независимы. При этом каждая из величин (181) определяет соответствующее, независимое от других возможное перемещение системы.

Как при всяком переходе от одной системы координат к другой, декартовы координаты xk, yk, zk любой точки рассматриваемой механической системы можно выразить через обобщенные координаты зависимостями вида xk=xk(q1, q2,..., qs) и т.д. Следовательно, и для радиуса-вектора rk этой точки, который определяется его проекциями, то есть координатами xk, yk, zk (rk=xki+ykj+zkk) имеем 

rk=rk(q1, q2,..., qs).
 (182)

§ 80. Обобщенные силы

Рассмотрим механическую систему, состоящую из n материальных точек, на которые действуют силы F1, F2,..., Fn. Пусть система имеет s степеней свободы и ее положение определяется обобщенными координатами. Сообщим системе такое независимое возможное перемещение, при котором координата q1 получает приращение (q1, а остальные координаты не изменяются. Тогда каждый из радиусов-векторов rk точек системы получит элементарное приращение ((rk)1. Поскольку rk=rk(q1, q2,..., qs), а при рассматриваемом перемещении изменяется только координата q1 (остальные сохранят постоянные значения), то ((rk)1 вычисляется как частный дифференциал и, следовательно,
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Вычислим теперь сумму элементарных работ всех действующих сил на рассматриваемом перемещении, которую обозначим (A1. 
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Вынося общий множитель (q1 за скобку, будем окончательно иметь:
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где обозначено
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По аналогии с равенством 
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, определяющим элементарную работу силы F, величину Q1 называют обобщенной силой, соответствующей координате q1.

Сообщая системе другое независимое возможное перемещение, при котором изменяется только координата q2, получим для элементарной работы всех действующих сил на этом перемещении выражение
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где
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Величина Q2 представляет собою обобщенную силу, соответствующую координате q2, и т. д.

Очевидно, что если системе сообщить такое возможное перемещение, при котором одновременно изменяются все ее обобщенные координаты, то сумма элементарных работ приложенных сил на этом перемещении определится равенством
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Если все наложенные на систему связи являются идеальными, то работу при возможных перемещениях совершают только активные силы и величины Q1, Q2,..., Qs. Они будут представлять собою обобщенные активные силы системы.

§ 81. Условия равновесия системы в обобщенных координатах 

Согласно принципу возможных перемещений необходимым и достаточным условием равновесия механической системы является равенство нулю суммы элементарных работ всех активных сил на любом возможном перемещении системы, то есть условие 
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Так как все величины (q1, (q2,..., (qs между собою независимы, то каждый из коэффициентов при (q1, (q2,..., (qs в отдельности равен нулю, то есть
Q1=0, Q2=0,..., Qs=0. 
(189)
Таким образом, для равновесия механической системы необходимо и достаточно, чтобы все обобщённые силы, соответствующие выбранным для системы обобщенным координатам, были равны нулю. Число условий равновесия (189) равно числу обобщенных координат, то есть числу степеней свободы системы.

§ 82. Уравнения Лагранжа

Чтобы найти уравнения движения механической системы с геометрическими связями в обобщенных координатах, обратимся к общему уравнению динамики, которое дает
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Пусть система имеет s степеней свободы и ее положение определяется обобщенными координатами. Тогда 
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Преобразуем к обобщённым координатам элементарную работу сил инерции
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где 
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Так как все (q1, (q2,..., (qs между собою независимы, то полученное равенство может выполняться лишь тогда, когда каждый из коэффициентов при (q1, (q2,..., (qs в отдельности равен нулю. Следовательно, должно быть
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Процесс составления этих уравнений значительно упростится, если выразить все входящие сюда обобщенные силы инерции через кинетическую энергию системы. Преобразуем сначала соответствующим образом величину 
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Учтем далее, что 
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 – скорость точки системы, определяемой радиусом-вектором rk, a 
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 – обобщенная скорость, соответствующая координате q1. Тогда для входящих в равенство (195) производных от rk будут справедливы следующие два результата:
1) Операции полного дифференцирования по t и частного дифференцирования по q1 переместительны, что дает
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2) Частная производная от rk по q1 есть предел отношения частного приращения 
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[image: image329.wmf]1

1

1

q

V

q

r

q

r

k

k

k

&

&

&

¶

¶

=

¶

¶

=

¶

¶

. 
(197)

Пользуясь соотношениями (196) и (197), представим равенство (195) в виде
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Тогда выражение (195), если учесть, что масса – величина постоянная, а сумма производных равна производной от суммы, примет вид
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есть кинетическая энергия системы.
Аналогичные выражения получатся для всех остальных обобщенных сил инерции. В результате равенства получим окончательно
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Уравнения (198) и представляют собою дифференциальные уравнения движения системы в обобщенных координатах или уравнения Лагранжа.

КОНТРОЛЬНЫЕ ЗАДАНИЯ

Студенты технических специальностей выполняют две контрольные работы. Работа 1 (статика и кинематика) – задачи С1, С2, К1, К2, КЗ. Работа 2 (динамика) – задачи Д1, Д2, Д3, Д4. Студенты технологических специальностей выполняют одну контрольную работу – задачи С2, К1, К2, Д1. К каждой задаче дается 10 рисунков и таблица с исходными данными. Студент во всех задачах выбирает номер рисунка по предпоследней цифре шифра, а номер условия в таблице – по последней.

Каждое задание выполняется в отдельной тетради. На обложке указываются: название дисциплины, номер работы, фамилия и инициалы студента, учебный шифр, специальность и адрес. На первой странице тетради записываются: номер работы, номера решаемых задач и год издания контрольных заданий.

Решение каждой задачи обязательно начинать на развороте тетради (на четной странице, начиная со второй, иначе работу трудно проверять). Сверху указывается номер задачи, далее делается чертеж и записывается, что в задаче дано и что требуется определить (текст задачи не переписывать). Решение задач необходимо сопровождать краткими пояснениями и подробно излагать весь ход расчетов. На каждой странице следует оставлять поля для замечаний преподавателя. 

Методические указания по решению задач, входящих в контрольные работы, даются для каждой задачи после изложения ее текста. 

Задание С1. Определение реакций опор и сил в стержнях плоской фермы

Определить реакции опор фермы от заданной нагрузки, а также силы во всех ее стержнях способом вырезания узлов. Схемы ферм показаны на рисунке 1. Необходимые для расчета данные приведены в таблице 1.

Пример выполнения задания. Дано: схема фермы (рис. 2); P1 = 2 кН, P2 = 4 кН, P3 = б кН, а = 4,0 м; h = 3,0 м.

Решение 1. Определение реакций опор. Покажем внешние силы, приложенные к ферме: активные (задаваемые) силы P1, P2, P3 и реакции опор А и В (рис. 3).

Так как линия действия реакции опоры А неизвестна, определим ее составляющие по координатным осям ХА и YА.

Опора В – стержневая; линия действия ее реакции известна – она направлена вдоль опорного стержня.

Составим уравнения равновесия сил, приложенных к ферме:

 МА (Fk)= 0; P1 • 3h + Р2 • 2h + Rв • а = 0;

 Fkx = 0; XА – P1 – Р2 = 0;

FkУ, = 0; YА + Rв – Р3 = 0.

Из этих уравнений

Rb = -10,5 кН; YА = 6,0 кН; XА = 16,5 кН.

2. Определение сил в стержнях фермы способом вырезания узлов. Стержни, сходящиеся в узле фермы, являются для узлового соединения связями. Отбросим мысленно связи и заменим их действие на узлы реакциями. На рис. 4 показаны узлы фермы с приложенными к ним активными и реактивными силами.

Силу в стержне с номером i обозначим Si. Реакцию стержня, приложенную к узлу М – SiM. Для стержня, соединяющего узлы М и N,

SiM = – SiN, но SiM = SiN = Si.
Таблица 1

	Номер варианта
	P1, kH
	P2, kH
	P3, kH
	a, м
	h, м
	(, град

	1
	4
	9
	2
	2,0
	–
	30

	2
	10
	3
	4
	2,5
	–
	60

	3
	2
	12
	6
	3,0
	–
	60

	4
	10
	10
	5
	4,0
	–
	60

	5
	2
	4
	2
	–
	2,0
	60

	6
	3
	7
	5
	4,0
	3,0
	–

	7
	4
	6
	3
	4,0
	–
	60

	8
	5
	7
	7
	3,2
	–
	45

	9
	10
	8
	2
	5,0
	–
	60

	10
	3
	4
	5
	4,4
	3,3
	–
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Рис. 1

Направления реакций всех стержней показаны от узлов внутрь стержней в предположении, что стержни растянуты. Если в результате решения реакция стержня получится отрицательной, это будет означать, что соответствующий стержень сжат.

Для каждого узла можно составить два уравнения равновесия:

 Fkx = 0 и  Fky = 0. 

Начнем с узла Н:

 Fkx = 0; -P1 –S1Hcos  = 0;

 Fky = 0; -S1Hsin =0,

откуда определяем

S1H= S1 = -2,5 кН (стержень сжат) и S2H = S2 = 1,5 кН.

Для узла Е
 Fkx = 0; S1Ecos  + S3E = 0;

 Fky = 0; S1Esin  – Рз – S4E = 0,

откуда находим 

S3E = S3 = 2,0 кН, S4E = S4 = – 7,5 кН (стержень сжат).

Затем составляем уравнения равновесия сил, приложенных к узлам F, С, D, В, А.

Для проверки расчета полезно для каждого узла построить многоугольник сил.

Для узла Н откладываем в масштабе силу Р1 и проводим через конец и начало этого вектора направления реакций S1H и S2H до их взаимного пересечения. Стрелки векторов S1H и S2H ставим так, чтобы силовой треугольник был замкнут. Эту операцию повторяем для каждого узла. Фактическая картина сил приведена на рисунке 5.
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Рис. 3 
Рис. 4
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Рис. 5

Задание С2. Определение реакций опор 
составной конструкции 

Конструкция состоит из двух частей, соединенных врезанным шарниром С. Определить реакции опор и давления в шарнире С. Исходные данные взять из таблицы 2. Схемы конструкций приведены на рис. 6.

Пример выполнения задания 2. Дано: схема конструкции (рис. 7);

P1 = 10 кН, P2 = 12 кН; М =25 кНм; q = 2 кН/м;  = 60°.

Определить реакции опор и давления в шарнире С.

Решение. Сначала рассмотрим систему уравновешивающихся сил, приложенных ко всей конструкции (рис. 8), что позволит определить вертикальные составляющие реакций опор А и В.

Таблица 2

	Номер варианта
	P1, kH
	P2, kH
	M, kHм
	q, kH/м

	1
	5,0
	–
	24,0
	0,8

	2
	6,0
	10,0
	22,0
	1,0

	3
	7,0
	9,0
	20,0
	1,2

	4
	8,0
	–
	18,0
	1,4

	5
	9,0
	–
	16,0
	1,6

	6
	10,0
	8,0
	25,0
	1,8

	7
	11,0
	7,0
	20,0
	2,0

	8
	12,0
	6,0
	15,0
	2,2

	9
	13,0
	–
	10,0
	2,4

	10
	14,0
	–
	12,0
	2,6
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Рис. 6
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Рис. 7

Для упрощения вычисления момента силы 
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 раскладываем ее на составляющие 
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Уравнения равновесия имеют вид
 МА (Fk)= 0; 
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где 
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 Fkx= 0; 
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 Fky= 0; 
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Из уравнения (1)
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Из уравнения (2)
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Уравнение (3), содержащее два неизвестных, не позволяет определить их числовые значения и устанавливает лишь зависимость между ними.
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Рис. 8

Рассмотрим теперь систему уравновешивающихся сил, приложенных к правой части конструкции (рис. 9).
 МC (Fk)= 0; 
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 Fkx= 0; 
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(5)

Fky= 0; 
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Из уравнения (4)
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Из уравнения (5)
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Рис. 9

Из уравнения (6) 
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Из уравнения (3)
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Для проверки правильности произведенных расчетов убедимся в том, что соблюдается любое из уравнений равновесия для сил, приложенных ко всей конструкции (рис. 8). Например,
 МB (Fk)= 0
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Задание С3. Определение реакций опор твердого тела

Найти реакции опор конструкции. Схемы конструкций показаны на рис. 10. Необходимые для расчёта данные приведены в табл. 3.

Пример выполнения задания. Дано: рама ABCD весом G = 1 кН, Р=1 кН, Р   Ay, AD = ВС = 60 см, АВ = CD = 100 см, а = 30°, Р = 60° (рис. 11). Найти реакции опор А и В (A – шаровой шарнир, В – петля).

Решение. К раме ABCD приложены сила тяжести G, сила Р, реакция S стержня CE и реакции опор А и В. Реакция шарового шарнира А определяется тремя составляющими: XA, YA, ZA, а реакция петли В – двумя: XB, ZB, (рис. 12). 

Из этих сил – шесть неизвестных. Для их определения можно составить шесть уравнений равновесия.
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Рис. 10
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Рис.11 
Рис.12

Таблица 3

	Номер варианта
	Силы, кН
	Размеры, см

	
	Q
	T
	G
	a
	b
	c
	R
	r

	1
	2
	–
	20
	20
	30
	10
	15
	5

	2
	4
	–
	2
	20
	10
	30
	10
	10

	3
	20
	–
	18
	400
	400
	450
	–
	–

	4
	3
	–
	2
	30
	20
	40
	15
	10

	5
	5
	–
	3
	30
	40
	20
	20
	15

	6
	1
	4
	2
	40
	30
	20
	20
	10

	7
	–
	3
	1
	30
	10
	5
	18
	6

	8
	4
	6
	3
	20
	40
	15
	20
	10

	9
	5
	–
	3
	20
	15
	10
	30
	40

	10
	1
	4
	2
	30
	40
	20
	20
	10


Уравнения моментов сил относительно координатных осей:
  Мx (Fk)= 0; -P(ADcos30 -G(AB/2+Scos30 AB+ZB(AB=0,
 (1)

 Мy (Fk)= 0; G(BC/2)sin30 -S(Bcsin60 =0,
 (2)

 Мz (Fk)= 0; P(Adsin30 +Scos60 AB-XB(AB=0. 
(3)

Из уравнения (2) определяем S, затем из уравнении (1) и (3) находим ZB и ХB.

Уравнения проекций сил на оси координат:

Fkx= 0; XA+XB-Scos60 =0,
 (4)

Fky= 0; YA+P=0, 
(5)

Fkz= 0; ZA-G+ZB+Scos30 =0. 
(6)

Из этих уравнений находим ХA, YA и ZA. Результаты вычислений приведены в табл. 4.

Таблица 4

	Силы, кН

	S
	XA
	YA
	ZA
	XB
	ZB

	0,289
	-0,600
	-2,00
	-0,54
	0,744
	1,29


Задание K1. Определение скорости и ускорения точки
по заданным уравнениям ее движения

По заданным уравнениям движения точки М установить вид ее траектории и для момента времени t = t1 (с) найти положение точки на траектории, ее скорость, полное, касательное и нормальное ускорения, а также радиус кривизны траектории. Необходимые для решения данные приведены в табл. 5.

Таблица 5

	Номер варианта
	Уравнения движения
	t1, c

	
	x=x(t), см
	y=y(t), см
	

	1
	-2t2+3
	-5t
	1/2

	2
	4cos2((t/3)+2
	4sin2((t/3)
	1

	3
	-cos((t2/3)+3
	sin((t2/3)-1
	1

	4
	4t+4
	-4/(t+1)
	2

	5
	2sin((t/3)
	-3cos((t/3)+4
	1

	6
	3t2+2
	-4t
	1/2

	7
	3t2-t+1
	5t2-5t/3-2
	1

	8
	7sin((t2/6)+3
	2-7cos((t2/6)
	1

	9
	-3/(t+2)
	3t+6
	2

	10
	-4cos((t/3)
	-2sin((t/3)-3
	1


Пример выполнения задания. Исходные данные:

x=4t; у= 16t2 – 1;
 (1)

f1 == 0,5 (х и у – в см, t и t1 – в с).

Решение. Уравнения движения (1) можно рассматривать как параметрические уравнения траектории точки. Чтобы получить уравнения траектории в координатной форме, исключим время t из уравнений (1).

Получаем у= х2- 1, то есть траекторией точки является парабола, показанная на рис. 13.

Вектор скорости точки

V=Vxi+Vyj.
 (2)

Вектор ускорения

a=axi+ayj.

[image: image361.png]1 0Mi oew
Logud L)
202468 WMk

[P
i 05 10 15 20 25¢Mfc?




Рис. 13

Здесь i, j – орты осей х и у;Vx,Vy, ax, ay – проекции скорости и ускорения точки на оси координат.

Найдем их, дифференцируя по времени уравнения движения (1):

Vx=x'=4 см/с; ax=x''=0; 
(3)

Vy=y'=32t; ay=y''=32 см/с2. 

По найденным проекциям определяются модуль скорости:
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и модуль ускорения точки:
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Модуль касательного ускорения точки

a =|dV/dt|, 
 (6)

или

a =|V( a/V|;
 (6')

a =|(Vxax+Vyay)/V|. 
(6'')

Здесь dV/dt выражает проекцию ускорения точки на направление ее скорости. Знак «+» при dV/dt означает, что движение точки ускоренное, направления a и v совпадают; знак «-» – что движение замедленное.

Модуль нормального ускорения точки

an=V2/. 
(7)

Если радиус кривизны траектории  в рассматриваемой точке неизвестен, то an можно определить по формуле

an =|V  a|/V. 
(8)

При движении точки в плоскости формула (8) принимает вид

an =|Vxay+Vyax|/V. 
(8')

Модуль нормального ускорения можно определить и следующим образом:
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После того как найдено нормальное ускорение по формулам (8) или (9), радиус кривизны траектории в рассматриваемой точке определяется из выражения

 =V2/an. 
(10)

Результаты вычислений по формулам (3)-(6), (8) и (10) для заданного момента времени t1=0,5 с приведены в табл. 6.

Таблица 6

	Координаты, см
	Скорость, см/с
	Ускорение, см/с2
	Радиус кривизны, см

	x
	y
	Vx
	Vy
	V
	ax
	ay
	a
	a(
	an
	(

	2,0
	3,0
	4,0
	16,0
	16,5
	0
	32,0
	32,0
	31,0
	7,8
	35,0


На рис. 13 показано положение точки М в заданный момент времени. Вектор V строим по составляющим vx и vy, причем этот вектор должен по направлению совпадать с касательной к траектории. Вектор a строим по составляющим ax и ay и затем раскладываем на составляющие a и an. Совпадение величин a и an, найденных из чертежа, с их значениями, полученными аналитически, служит контролем правильности решения.

Задание К2. Кинематический анализ плоского механизма

Найти для заданного положения механизма скорости и ускорения точек В и С, а также угловую скорость и угловое ускорение звена, которому эти точки принадлежат. Схемы механизмов помещены на рис. 16, а необходимые для расчёта данные приведены в табл. 7.

Таблица 7

	Номер 
варианта
	Размеры, см
	(оA, рад/с
	(I, рад/с
	(ОА, рад/с2
	VA, см/с
	aA, см/с2

	
	OA
	r
	AB
	AC
	
	
	
	
	

	1
	40
	15
	–
	8
	2
	–
	2
	–
	–

	2
	30
	15
	–
	8
	3
	–
	2
	–
	–

	3
	–
	50
	–
	–
	–
	–
	–
	50
	100

	4
	35
	–
	–
	45
	4
	–
	8
	–
	–

	5
	25
	–
	–
	20
	1
	–
	1
	–
	–

	6
	40
	15
	–
	6
	1
	1
	0
	–
	–

	7
	35
	–
	75
	60
	5
	–
	10
	–
	–

	8
	–
	–
	20
	10
	–
	–
	–
	40
	20

	9
	–
	–
	45
	30
	–
	–
	–
	20
	10

	10
	25
	–
	80
	20
	1
	–
	2
	–
	–


Пример выполнения задания. Дано: схема механизма в заданном положении (рис. 14); исходные данные (табл. 8).

Таблица 8

	Размеры, см
	( ОА, рад/с
	(ОА, рад/с2

	ОA
	AB
	AC
	
	

	10
	60
	20
	1,5
	2
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Рис. 14

Решение. 1. Определение скоростей точек и угловой скорости звена (рис. 15). Вычисляем модуль скорости пальца А кривошипа ОА при заданном положении механизма:

VA= OA( OA.
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Рис. 15

Скорость точки А перпендикулярна кривошипу ОА. Скорость ползуна В направлена по вертикали. Мгновенный центр скоростей РAB шатуна АВ находится в точке пересечения перпендикуляров, проведенных из точек А и В к их скоростям.

Угловая скорость звена АВ

 AB=VA /APAB.

Модули скоростей точек В и С

VB = AB(BPAB; VC = AB(CPAB .
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Рис. 16

Расстояния АРAB, ВРAB и СРAB определяются из рассмотрения треугольников ABPAB и ACPAB:

АРAB = 52,0 см; ВРAB = 30,0 см; СРAB = 36,1 см.

В соответствии с этим VA = 15,0 см/с; AB = 0,29 рад/с; 

VB = 8,7 см/с; VC = 10,5 см/с.

Вектор VC направлен перпендикулярно отрезку СРAB в сторону, соответствующую направлению вращения звена АВ.

Для проверки определим скорость точки В другим способом. Воспользуемся теоремой о равенстве проекции скоростей точек на ось, проведенную через эти точки.

Направим ось х вдоль шатуна АВ в направлении от В к А. Имеем VAcos(VA, x)=VBcos(VB, x), или, как видно из рис. 2, 

VA cos60° = VB cos 30°. 

Отсюда

VB = 8,7 см.

Полезно убедиться, что и найденная ранее скорость точки С удовлетворяет этой теореме.

2. Определение ускорений точек и углового ускорения звена (рис. 17). Ускорение точки А складывается из вращательного и центростремителького ускорений:

aA=aBA+aЦА; aBA= ОА(OA; aЦА= 2ОА(OA.
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Рис. 17

Согласно теореме об ускорениях точек плоской фигуры

aB=aA+aBAB+aЦАВ,

или

aB=aA+aЦA+aBAB+aЦAB. 
(1)

Центростремительное ускорение точки В во вращательном движении шатуна АВ вокруг полюса А

аЦAB= 2AB(AB.

По приведенным формулам вычисляем:

aBA= 20,0 см/с2; аЦА= 22,5 см/с2; аЦАВ= 5,0 см/с2.

Вектор аЦА направлен от А к О. Вектор aBA перпендикулярен вектору аЦА и направлен противоположно vА (вращение кривошипа ОА – замедленное).

Вектор аЦАB направлен от B к А. Что касается ускорения aB точки В и вращательного ускорения aBAB, то известны только линии действия этих векторов: аB – по вертикали вдоль направляющих ползуна, аBАB – перпендикулярно АВ.

Зададимся произвольно их направлениями по указанным линиям (рис. 17, a). Эти ускорения определим из уравнений проекций векторного равенства (1) на оси координат. Знак в ответе показывает, соответствует ли истинное направление вектора принятому при расчете.

Выбрав направление осей х и у, как показано на рис. 17, а, получаем:

aBcos 30° = – aBAcos 60° + aЦА cos 30° + аЦАB; 
(2)
aBcos 60° = aBAcos30 + aЦА cos 60° + aBАB. 
(3)

Из уравнения (2) находим

aB = 16,7 см/с2.

Ускорение aB направлено, как показано на рис. 17, a. Из уравнения (3) получаем

aBАB = -20,2 см/с2.

Направление aBАB противоположно показанному на рис. 17, a. Ускорение aB и все его составляющие с учетом их истинных направлений и масштаба показаны на рис. 17, б.

Угловое ускорение шатуна АВ с учетом того, что здесь aBАB алгебраическая величина, определяется по формуле

 AB=| aBАB| /AB.

Вычисляя, находим

 AB = 0,34 рад/с2.

Направление ускорения aBАB относительно полюса А определяет направление углового ускорения  AB. Здесь под направлением углового ускорения понимается направление дуговой стрелки, которое при ускоренном вращении звена совпадает с направлением его вращения, а при замедленном – противоположно ему. В данном случае угловое ускорение противоположно направлению вращения шатуна.

Определить aB и aBАB можно и графически – построением многоугольника ускорений.

Отложим из точки В согласно (1) в выбранном масштабе последовательно векторы aBА, aЦА и aЦАB (рис. 17, в). Через конец вектора aЦАB проведем прямую, параллельную вращательному ускорению aBАB.

Модули aB и aBАB могут быть найдены измерением на чертеже.

Определяем ускорение точки С:

aC=aBA+aЦA+aBAC+aЦAC

Вращательное и центростремительное ускорения точки С во вращательном движении АВ вокруг полюса А равны:

aBAC= AB(AC; aЦAC= 2AB(AC,

или
aBAC = 6,8 см/с2; aЦAC= 2AB  AC.

Вектор aBAC перпендикулярен вектору и направлен соответственно угловому ускорению  AB.

Ускорение точки С находим способом проекций (рис. 17, a):

аCx= aЦAC+ aЦACcos30 -aBAcos60,

аCн= aЦAcos60 + aBAcos30 -aBAC,
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В результате вычислений получаем: аCx = 11,2 см/с2; аСy = 21,8 см/с2; aC = 24 5 см/с2 (рис. 17, г).

Задание Д1. Применение основных теорем динамики
к исследованию движения материальной точки

Шарик, принимаемый за материальную точку, движется из положения А внутри трубки, ось которой расположена в вертикальной плоскости (рис. 18). Найти скорость шарика в положениях В и С и давление шарика на стенку трубки в положении С. Трением на криволинейных участках траектории пренебречь. Необходимые для решения данные приведены в табл. 9.

Таблица 9

	Номер варианта
	m, кг
	VA, м/с
	(, с
	R, м
	f
	(, град
	(, град
	h0, см
	c, Н/см

	1
	0,5
	20
	2,0
	2,0
	0,20
	30
	45
	–
	–

	2
	0,6
	16
	0,2
	4,0
	0,10
	45
	20
	–
	–

	3
	0,4
	0
	2,0
	0,2
	0,15
	30
	–
	10
	1

	4
	0,2
	5
	0,5
	1,0
	0,10
	45
	–
	–
	–

	5
	0,1
	8
	1,5
	2,0
	0,20
	30
	–
	–
	–

	6
	0,3
	2
	2,0
	4,0
	0,10
	30
	20
	30
	2

	7
	0,4
	5
	1,0
	1,0
	0,10
	30
	–
	50
	5

	8
	0,2
	1
	0,5
	1,5
	0,15
	30
	60
	0
	4

	9
	0,5
	2
	1,5
	4,0
	0,25
	20
	60
	–
	–

	10
	0,4
	4
	0,1
	0,5
	0,10
	30
	60
	0,2
	0,2


В задании приняты следующие обозначения: т – масса шарика; vA – начальная скорость шарика; ( – время движения шарика на участке АВ (в вариантах 1, 2, 5, 8) или на участке BD (в вариантах 3, 4, 6, 7, 9, 10); f – коэффициент трения скольжения шарика по стенке трубки; h0 – начальная деформация пружины; h – наибольшее сжатие пружины; с – коэффициент жесткости пружины; H – наибольшая высота подъема шарика; s – путь, пройденный шариком до остановки. 
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Рис. 18

Пример выполнения задания (рис. 19). Дано: m=0,5 кг; vA = 0,8 м/с; ( = 0,1 с (время движения на участке BD); R = 0,2 м; f = 0,1; ( = 60°; 
( = 30°; h0 = 0; с = 10 Н/см = 1000 Н/м.
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Рис. 19

Определить vВ, VC, NC, vD, h.
Решение. Для определения vB и VC применим теорему об изменении кинетической энергии материальной точки. Движение шарика на участках АС и АВ траектории происходит под действием силы тяжести G (силы трения на криволинейных участках не учитываем):
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Определяем давление шарика на стенку канала в положении С.
В соответствии с принципом Даламбера для материальной точки геометрическая сумма сил, приложенных к точке, и силы инерции этой точки равна нулю:
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Силу инерции материальной точки можно разложить на нормальную и касательную составляющие:
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Сумма проекций сил 
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Отсюда 
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Реакцию N'c можно также определить с помощью естественного уравнения движения:
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Отсюда
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Искомое давление Nc шарика на стенку трубки по числовому значению равно найденной реакции N'c и направлено в противоположную сторону.
Скорость шарика в положении D найдем, применив на участке BD теорему об изменении количества движения материальной точки (рис. 20):
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К точке приложены сила тяжести 
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Для определения максимального сжатия h пружины воспользуемся на участке DE теоремой об изменении кинетической энергии материальной точки: 
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Рис. 20

Учитывая, что vE = 0 и H3 = h sin (, получаем
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Решая полученное квадратное уравнение относительно h, получим
h=(–0,003(0,090) м.

Принимаем в качестве искомой величины положительный корень квадратного уравнения:
h=– 0,003 + 0,090 = 0,087 м.

Задание Д2. Применение теоремы об изменении кинетической энергии к изучению движения 
механической системы

Механическая система под действием сил тяжести приходит в движение из состояния покоя; начальное положение системы показано на рис. 22. Учитывая трение скольжения тела 1 (варианты 1–3, 5, 6, 8–10) и сопротивление качению тела 3, катящегося без скольжения (варианты 2, 4, 6–9), пренебрегая другими силами сопротивления и массами нитей, предполагаемых нерастяжимыми, определить скорость тела 1 в тот момент, когда пройденный им путь станет равным s.

В задании приняты следующие обозначения: m1, m2, m3, m4 – массы тел 1, 2, 3, 4; R2, r2, R3, r3 – радиусы больших и малых окружностей; i2x, i3( – радиусы инерции тел 2 и 3 относительно горизонтальных осей, проходящих через их центры тяжести; (, ( – углы наклона плоскостей к горизонту; f – коэффициент трения скольжения; ( – коэффициент трения качения.
Необходимые для решения данные приведены в табл.10. Блоки и катки, для которых радиусы инерции в таблице не указаны, считать сплошными однородными цилиндрами.

Пример выполнения задания. Дано: m1 – масса груза 1, т2 = 2m1, m4=0,5m1, m5=20m1, R2=R3=12 см, r2=0,5R2, r3=0,75R3, R5=20 см, AB=l=4R3, i2(=8 см; i3x=10 см, (=30(, f=0,1, (=0,2 см, s=0,06( м. Сопротивление качению тела 2 не учитывать. Шатун 4 считать тонким однородным стержнем; каток 5 – однородный сплошной цилиндр. Массами звена BC5 и ползуна В пренебречь. На рис. 21, а показана механическая система в начальном положении. 
Найти V1 – скорость груза 1 в конечном положении. 
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Рис. 21
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Рис. 22

Решение. Применим теорему об изменении кинетической энергии системы:
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где Т0 и Т – кинетическая энергия системы в начальном и конечном положениях; 
[image: image405.wmf]å
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– сумма работ внешних сил, приложенных к системе, на перемещении системы из начального положения в конечное; 
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 – сумма работ внутренних сил системы на том же перемещении.
Для рассматриваемых систем, состоящих из абсолютно твердых тел соединенных нерастяжимыми нитями и стержнями,
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Так как в начальном положении система находится в покое, то Т0=0.
Следовательно, уравнение (1) принимает вид
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Для определения кинетической энергии Т и суммы работ внешних сил надо изобразить систему в конечном положении (рис. 21, б, в).
Напишем кинематические соотношения между скоростями и перемещениями точек системы, то есть уравнения связей, при этом скорости и перемещения выразим соответственно через скорости и перемещения груза 1. 

Скорость центра масс С катка 2 равна скорости груза 1:
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Угловая скорость катка 2, мгновенный центр скоростей которого находится в точке Р2,, определится по выражению:
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Скорость точки D катка 2 
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Скорость точки E блока 3 равна скорости точки D катка 2:
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 EMBED Equation.3  [image: image414.wmf]D

E

V

V

=

.

Но 
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Таблица 10

	Номер варианта
	m1
	m2
	m3
	m4
	R2
	R3
	i2x
	i2(
	(
	(
	f
	(, см
	s, м
	Примечание

	
	кг
	см
	см
	град
	
	
	
	

	1
	m
	4m
	m/5
	m/3
	–
	–
	–
	–
	60
	–
	0,10
	–
	2
	

	2
	m
	m/2
	m/3
	–
	–
	30
	–
	20
	30
	45
	0,22
	0,20
	2
	

	3
	m
	m
	m/6
	m
	–
	–
	–
	–
	45
	–
	0,10
	–
	2
	

	4
	m
	2m
	40m
	m
	20
	40
	18
	–
	–
	–
	–
	0,30
	0,1(
	Массами звеньев АВ, ВС и ползуна В 
пренебречь 

	5
	m
	2m
	m
	–
	20
	15
	18
	–
	60
	–
	0,12
	–
	0,2(
	Массой водила 
пренебречь

	6
	m
	3m
	m
	–
	–
	28
	–
	–
	30
	45
	0,10
	0,28
	1,5
	

	7
	m
	2m
	2m
	–
	16
	25
	14
	–
	30
	–
	–
	0,20
	2
	

	8
	m
	m/2
	m/3
	–
	–
	30
	–
	–
	30
	45
	0,15
	0,20
	1,75
	

	9
	m
	2m
	9m
	–
	–
	30
	–
	20
	30
	–
	0,12
	0,25
	1,5
	

	10
	m
	m/4
	m/4
	m/5
	–
	–
	–
	–
	60
	–
	0,10
	–
	3
	


Следовательно, по (5),
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Так как
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Заменяя в формуле (6)
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получим
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После интегрирования (при нулевых начальных условиях)
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Когда груз 1 пройдет путь s = 0,06( м, блок 3 повернется на угол (3:
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При этом повороте блока 3 на 180° его точка А0 перейдет в конечное положение А и шатун 4 из начального положения А0В0 перейдет в конечное положение АВ.
Каток 5 переместится влево при повороте блока 3 на угол (/2 и вправо при повороте блока еще на (/2; значит, конечное положение катка 5 совпадает с его начальным положением.
Таким образом, конечное положение всей системы вполне определено (рис. 21,в).
Вычислим кинетическую энергию системы в конечном положении как сумму кинетических энергий тел 1, 2, 3, 4, 5:

[image: image426.wmf]5

4

3

2

1

T

T

T

T

T

T

+

+

+

+

=

.
 (8)

Кинетическая энергия груза 1, движущегося поступательно,
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Кинетическая энергия катка 2, совершающего плоское движение,
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где J2( – момент инерции катка 2 относительно его продольной центральной оси 
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кинетическая энергия тела 3, вращающегося вокруг оси Ох, равна
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где 
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 – момент инерции блока 3 относительно оси Ох:
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Подставляя (6), (13) в формулу (12), получаем
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Кинетическая энергия шатуна 4, совершающего плоское движение 
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где vC4 – скорость центра масс C4 шатуна 4; (4 – угловая скорость шатуна 4; J4(, – момент инерции шатуна относительно центральной оси С4(. Для определения VC4 и (4 найдем положение мгновенного центра скоростей шатуна 4. Так как скорости точек А и В в этот момент параллельны, то мгновенный центр скоростей шатуна 4 находится в бесконечности, следовательно, угловая скорость шатуна в данный момент (4=0, а скорости всех его точек параллельны и равны между собой. Таким образом, кинетическая энергия шатуна 4
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где
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Вращательная скорость точки А тела 3
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или с учетом (13)
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Поскольку 
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По (16)
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После подстановки (18) в (15) выражение кинетической энергии шатуна 4 принимает вид
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Кинетическая энергия катка 5, совершающего плоское движение, 
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где 
[image: image446.wmf]5
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– момент инерции катка 5 (однородного сплошного цилиндра) относительно его центральной продольной оси 
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Так как каток катится без скольжения, то мгновенный центр скоростей находится в точке Р5. Поэтому
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Следовательно,
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Так как звено ВС5 совершает поступательное движение, то 
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Поэтому выражение кинетической энергии катка 5 принимает вид
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Кинетическая энергия всей механической системы определяется по формуле (8) с учетом (9), (12), (14), (19), (20):
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Подставляя сюда заданные значения масс, получаем
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или
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Найдем сумму работ всех внешних сил, приложенных к системе, на заданном ее перемещении. Покажем внешние силы, приложенные к системе (рис. 21, в).
Работа силы тяжести 
[image: image459.wmf]1

G



[image: image460.wmf]a

sin

1

1

1

1

gs

m

h

G

A

G

=

=

. 
(22)
Работа силы трения скольжения 
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Работа силы тяжести 
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Работа сил сцепления 
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 катков 2 и 5 равна нулю, так как эти силы приложены в мгновенных центрах скоростей этих катков. Работа силы тяжести 
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где 
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– вертикальное перемещение центра тяжести С4 шатуна 4 из начального положения в его конечное положение (рис. 21, г):
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Работа пары сил сопротивления качению катка 5
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где 
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 – момент пары сил сопротивления качению катка 5; (5 – угол поворота катка 5.
Так как каток 5 катится без скольжения, то угол его поворота
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где sC5 – перемещение центра тяжести С5 катка 5.
В данном примере работу пары сил сопротивления вычислим как сумму работ этой пары при качении катка 5 влево при повороте тела 3 на угол (/2 и качении вправо, когда тело 3 повернется еще на угол (/2. Перемещение центра тяжести C5 катка 5 равно перемещению ползуна В влево и право:
Определим перемещение В0В' при повороте тела 3 на угол (/2. За начало отсчета координаты точки В выберем неподвижную точку К плоскости (рис. 21, г). При этом повороте тела 3 шатун из положения А0В0 перейдет в положение KB'. Тогда
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Следовательно,
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 (28)

Подставляя (28) в (27), находим полный угол поворота катка 5:
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Работа пары сил сопротивления качению катка 5 определится по формуле
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Сумма работ внешних сил определится сложением работ, вычисляемых по формулам (22) -(25) и (30):
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 EMBED Equation.3  [image: image484.wmf].
Подставляя заданные значения масс, получаем


[image: image485.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

×

-

+

+

-

=

å

s

R

R

s

R

f

gs

m

A

E

i

5

3

3

1

76

,

1

20

2

sin

2

cos

sin

d

a

a

a


или

[image: image486.wmf]gs

m

A

E

i

1

51

,

1

=

å

. 
(31)

Согласно теореме (2), приравняем значения T и 
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, определяемые по формулам (21) и (31):


[image: image488.wmf]gs

m

V

m

1

2

1

1

51

,

1

2

/

129

=

×

,
откуда
V1= 0,21 м/с.
Задание Д3. Применение принципа возможных перемещений к решению задач о равновесии сил, приложенных к механической системе с одной 
степенью свободы

Схемы механизмов, находящихся под действием взаимно уравновешивающихся сил, показаны на рис. 24, а необходимые данные приведены в табл. 11. Применяя принцип возможных перемещений и пренебрегая силами сопротивления, определить величину, указанную в предпоследней графе табл. 11.

Примечание. Механизмы в вариантах 3, 6, 10, расположены в вертикальной плоскости, а остальные – в горизонтальной.

Пример выполнения задания. Дано: Q = 100 Н; с = 5 Н/см; r1 = 20 см; r2 = 40 см; r3 = 10 см; ОА = l = 50 см; ( = 30°; ( = 90° (рис. 23).
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Рис. 23

Определить деформацию h пружины, пренебрегая весом звеньев ОА и АВ.
Решение. Рассматриваемый механизм (рис. 23) находится под действием следующей системы уравновешивающихся сил: силы упругости F, сил тяжести G1 вала 1 с шестерней 2, G3 шестерни 3, G4 ползуна В, Q груза и реакций опор.

Составим уравнение работ, выражающее принцип возможных перемещений:
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Связи, наложенные на механизм, допускают следующие возможные перемещения его звеньев: поворот вала 1 с шестерней 2 на угол ((1,
поворот шестерни 3 на угол ((3 и поступательное перемещение груза по вертикали на (sQ. Ползун В может иметь перемещение (sB (перемещение по горизонтали), а точка А – перемещение (sA (отрезок (sA перпендикулярен ОА). Уравнение работ, выражающее принцип возможных перемещений, получает вид:


[image: image491.wmf]0

=

-

B

Q

s

F

s

Q

d

d

.
 (1)

Найдем зависимость между возможными перемещениями точек системы. Поскольку нить, к которой привязан груз Q, нерастяжима и скольжение между нитью и валом 1 отсутствует, перемещение груза Q равно перемещению точки обода колеса 1. Поэтому угол поворота вала 1 и шестерни 2 равен
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Рис. 24

Перемещение точки К обода колеса 2 
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Так как скольжение между шестернями 2 и 3 отсутствует, то возможные перемещения точек касания этих шестерен равны и угол поворота шестерни 3
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Перемещение точки А кривошипа, жестко соединенного с колесом, 
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Для определения зависимости между возможными перемещениями (sA и (sB найдем положение мгновенного центра вращения звена АВ – точки Р.
Тогда
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Сила упругости пружины пропорциональна ее деформации: F = ch. Подставив в уравнение работ (1) выражения силы упругости и возможных перемещений точек системы, получим
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Следовательно, пружина сжата на 1,74 см.
Таблица 11

	Номер варианта
	Линейные размеры
	Силы, Н
	Момент пары сил М, Н(м
	Коэффициент жесткости c, Н/см
	Деформация пружины h, см
	Величины, подлежащие определению
	Примечания

	
	
	Q
	P
	
	
	
	
	

	1
	ОА=10 см
	–
	–
	20
	–
	–
	P
	

	2
	О1А=20 см
	–
	100
	–
	–
	–
	M
	

	3
	r1=15 см, r2=30 см
	–
	–
	100
	–
	–
	Q
	

	4
	ОС:OA=4:5
	–
	200
	–
	–
	4
	c
	

	5
	OA=100 см
	–
	–
	10
	–
	–
	P
	

	6
	r1=15 см, r2=50 см, r3=20 см, O1A=80 см
	200
	–
	–
	–
	–
	P
	Вес рукояти О1А не учитывать

	7
	OC=OA
	–
	–
	–
	10
	3
	P
	Пружина сжата

	8
	OC=AC
	–
	200
	–
	10
	2
	Q
	то же

	9
	OA=20 см
	200
	–
	–
	–
	–
	M
	

	10
	r1=15 см, r2=40 см, r3=20 см, OA=100 см
	2000
	–
	–
	–
	4
	c
	Вес рукояти ОА не учитывать 


Задание Д 4. Применение общего уравнения динамики 
к исследованию движения механической системы
с одной степенью свободы

Для заданной механической системы определить ускорения грузов и натяжения в ветвях нитей, к которым прикреплены грузы. Массами нитей пренебречь. Трение качения и силы сопротивления в подшипниках не учитывать. Система движется из состояния покоя.
Варианты механических систем показаны на рис. 27, а необходимые для решения данные приведены в табл. 12.

Блоки и катки, для которых радиусы инерции в таблице не указаны, считать сплошными однородными цилиндрами.
Пример выполнения задания. Дано: G1 = G2 = 2G; G3 = G4 = G; 
R = 2r; i2 x = r
[image: image504.wmf]2

; f = 0,2.
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Рис. 25 
Рис. 26

Блок 3 – сплошной однородный цилиндр (рис. 25). Определить ускорения грузов 1 и 4 и натяжения ветвей нити 1-2 и 3-4.

Решение. Применим к решению задания общее уравнение динамики. Так как система приходит в движение из состояния покоя, направления ускорений тел соответствуют направлениям их движения.

Ввиду того что среди сил, действующих на тела системы, есть сила трения, целесообразно по исходным данным найти истинное направление движения системы, чтобы правильно показать направление силы трения. Если направление движения системы выбрано ошибочно, то искомое ускорение получается со знаком « – ». В этом случае необходимо изменить направления силы трения и сил инерции и внести соответствующие поправки в общее уравнение динамики.
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Рис. 27
В данном примере груз 1 опускается.
Покажем задаваемые силы: силы тяжести 
[image: image507.wmf]1

G

 – груза 1, 
[image: image508.wmf]2

G

 – блока 2, 
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G

 – блока 3 и 
[image: image510.wmf]4

G

 – груза 4, а также 
[image: image511.wmf]F

 – силу трения скольжения груза 1 по наклонной плоскости (рис. 26).
Приложим силы инерции. Сила инерции груза 1, движущегося поступательно с ускорением a1, выражается вектором
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Силы инерции блока 2, вращающегося вокруг неподвижной оси с угловым ускорением (2, приводятся к паре, момент которой равен
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Силы инерции блока 3, совершающего плоское движение, приводятся к вектору
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где 
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 – ускорение центра масс блока 3, и к паре сил, момент которой
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где (3 – угловое ускорение блока.
Сила инерции груза 4, движущегося поступательно с ускорением 
[image: image517.wmf]4

a

.
Сообщим системе возможное перемещение в направлении ее действительного движения (рис. 26) (можно сообщить возможное перемещение и в обратном направлении). Составим общее уравнение динамики: 
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(1)
где 
[image: image519.wmf]2

dj

 и 
[image: image520.wmf]3

dj

 – углы поворотов блоков 2 и 3.
Зависимости между возможными перемещениями такие же, как и между соответствующими скоростями.

Таблица 12

	Номер варианта
	Силы тяжести
	R/r
	Радиусы
инерции
	P
	Коэффициент трения 
скольжения, f
	Дополнительные данные

	
	G1
	G2
	G3
	G4
	
	i2x
	i3z
	
	
	

	1
	G
	G
	3G
	–
	2
	
[image: image521.wmf]2

r


	–
	–
	–
	

	2
	G
	G
	G
	–
	2
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r


	–
	–
	–
	

	3
	3G
	G
	G
	–
	2
	
[image: image523.wmf]2

r


	–
	–
	0,1
	

	4
	G
	G
	2G
	–
	–
	–
	–
	–
	0,2
	r2=r3

	5
	2G
	G
	G
	G
	3
	2r
	–
	–
	–
	

	6
	2G
	G
	2G
	–
	3
	2r
	–
	–
	0,2
	

	7
	2G
	G
	2G
	–
	3
	2r
	–
	–
	0,2
	

	8
	2G
	G
	2G
	–
	3
	2r
	–
	–
	0,2
	

	9
	2G
	G
	2G
	–
	3
	2r
	–
	0,2G
	0,2
	

	10
	2G
	2G
	G
	–
	4
	–
	2r
	G/3
	0,4
	


Выразим скорости центров масс и угловые скорости тел системы через скорость тела 1 (составим уравнения связей).
Как показано на рис. 26, мгновенный центр скоростей блока 3 находится на одной вертикали с центром блока 2. Расстояние между мгновенным центром скоростей и центром блока 3:
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(2)
Такие же зависимости и между возможными перемещениями:
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Уравнение (1) с учетом (3) принимает вид 
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Учитывая, что
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имеем
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(5)

Зависимости между ускорениями в соответствии с (2)
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Подставляя (5) и (6) в (4), получим
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Рис. 28 
Рис. 29

Для определения натяжения в ветви нити 1-2 мысленно разрежем нить и заменим ее действие на груз 2 реакцией Т1-2 (рис. 28). Общее уравнение динамики
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Для определения натяжения в нити 3-4 мысленно разрежем эту нить и заменим ее действие на груз 4 реакцией Т3-4 (рис. 29).
Не составляя общего уравнения динамики, на основании принципа Даламбера имеем
T 3-4 = G4 + Ф4 = G + (G/g)a4; T3-4 = 1,08G.

Задания для самостоятельного 
контроля знаний

Аксиомы статики. Система сходящихся сил

1. Определить модуль равнодействующей двух равных по модулю сходящихся сил F1 = F2 = 5Н, образующих между собой угол 45 градусов.

1) 2,94Н

2) 9,42Н

3) 9,24Н

4) 4,29Н

2. Определить в градусах угол между равнодействующей двух сил F1 =10Н, F2 = 8Н и осью ОХ, если угол между векторами F1 и F2 равен 60 градусов, а между F1 и осью ОХ 30 градусов.

1) 56,3о
2) 65,3о

3) 53,6о

4) 36,5о
3. Равнодействующая R двух равных по модулю сходящихся сил 
F1 = F2 = 15Н направлена по оси OY и равна по модулю 10Н. Определить в градусах угол, образованный вектором силы F2 с положительным направлением оси ОХ.

1) 29,6о

2) 19,5о
3) 51,9о

4) 35,6о

4. Определить модуль равнодействующей сходящихся сил 
F1 = 10H, F2 = 15H, F3 = 20H, если углы, образованные векторами этих сил с осью ОХ, равны соответственно 30, 45, 60 градусов.

1) 46,2Н

2) 64,2Н

3) 31,4Н

4) 44,1Н

5. Равнодействующая R = 10Н двух сходящихся сил образует с осью ОХ угол 30 градусов.Сила F1 = 5Н образует с этой же осью угол 60 градусов. Определить модуль силы F2.

1) 36,4Н

2) 6,64Н

3) 27,5Н

4) 12,8Н

6. Равнодействующая сходящихся сил F1 и F2 равна R = 8Н и образует с горизонтальной осью ОХ угол 30 градусов. Вектор F1 направлен по оси ОХ, а вектор F2 образует с этой осью угол 60 градусов. Определите модуль силы F1.

1) 16,11Н

2) 14,5Н

3) 4,62Н

4) 8,43Н

7. Плоская система трех сходящихся сил F1, F2, F3 находится в равновесии. Заданы модули F1 = 3Н, F2 = 2Н, а также углы, образованные векторами F1 и F2 с положительным направлением горизонтальной оси ОХ, соответственно равные 15 и 45 градусов. Определите модуль силы F3.

1) 12,34Н

2) 10,5Н

3) 6,37Н

4) 4,84Н

8. Задана проекция Rх = 5Н равнодействующей двух сходящихся сил F1 и F2 на горизонтальную ось ОХ. Проекция силы F1 на эту же ось F1х = 7Н. Определите алгебраическое значение проекции силы F2 на ось ОХ.

1) -2Н

2) -6Н

3) -3,85Н

4) 2,16Н

9. Определить модуль равнодействующей сходящихся сил F1 и F2, если известны их проекции на оси координат F1х = 3Н, F1у = 6Н, 
F2х = 5Н и F2у = 4Н.

1) 11,3Н

2) 8,46Н

3) 14,16Н

4) 312,8Н

10. Равнодействующая плоской системы сходящихся сил F1, F2, F3, F4 равна нулю. Определить модуль силы F1, если известны проекции трех других сил на оси координат F2х = 4Н, F2у = 7Н, F3х = -5Н, F3у = -5Н, F4х = -2Н, F4у = 0.

1) 16,5Н

2) 3,61Н

3) 8,5Н

4) 2,11Н

Системы параллельных сил и пар, расположенных
в одной плоскости

1. На закрепленную балку действует плоская система параллельных сил. Сколько независимых уравнений равновесия можно составить?

1) 3

2) 6

3) 2

4) 1

2. На брус ВС, закрепленный в шарнире А, действуют вертикальные силы F1 = 4кН, приложенная в точке В, и F2, приложенная в точке А. Определить силу F2, необходимую для того, чтобы брус в положении равновесия был горизонтальным, если АС = 2 м, АВ = 6 м.

1) 14Н

2) 16Н

3) 12Н

4) 8Н

3. На балку АВ, лежащую в точке А на шарнирно-неподвижной опоре, а в точке В на шарнирно-подвижной, действуют вертикальные силы F1 = 1кН в точке С, F2 = 2кН (в точке Д вверх), F3 = 3кН (в точке Е вниз).Определить реакцию опоры В, если АС = СД =ДЕ = 1 м.

1) 1,2кН

2) 2,6кН

3) 1,8кН

4) 2,3кН

4. Балка АВ имеет консольный участок АС = 3 м, в точке С – шарнирно-подвижная опора, участок СВ = 6 м не нагружен, в точке В – шарнирно-неподвижная опора, на нее вертикально вниз действует сила F = 5Н. Определите реакцию опоры В.

1) 3Н

2) 2Н

3) 1Н

4) 4Н

5. На однородную балку АВ = 6 м, вес которой равен 20кН, лежащую в точке А на шарнирно-неподвижной опоре, а в точке В на шарнирно-подвижную опору, на участке ВС =АС действует распределенная нагрузка интенсивностью 0,5кН/м. Определите реакцию опоры А.

1) 10,4кН

2) 6,3кН

3) 12,5кН

4) 8,4кН

6. На балку АВ =5 м, лежащую на шарнирно-неподвижной опоре в точке А и шарнирно-подвижной опоре в точке В, на участке ВС = 2 м действует распределенная нагрузка интенсивностью 3кН/м и сосредоточенная в точке С сила F = 9кН. Определите реакцию опоры в точке В.

1) 11,6кН

2) 14,3кН

3) 6,8кН

4) 10,2кН

7. Какой должна быть длина участка АС с действующей на него распределенной нагрузкой интенсивностью 5кН/м, если длина балки 
АВ = 9 м, а реакция опоры В равна 10кН?

1) 12м

2) 10м

3) 6м

4) 8м

8. Определите реакцию шарнирно-подвижной опоры В балки АС с консольным участком ВС = 2 м, нагруженным распределенной нагрузкой интенсивностью 40Н/м, если длина ненагруженного участка 
АВ = 4 м.

1) 60Н

2) 80Н

3) 100Н

4) 150Н

9. Консольная балка АС жестко заделана концом А. Определить интенсивность нагрузки, при которой момент в заделке А равен 400Н, если АВ = 2 м, ВС = 4 м.

1) 25Н/м

2) 50Н/м

3) 75Н/м

4) 100Н/м

10. Определить момент в заделке А консольной балки АВ, нагруженной распределенной нагрузкой по треугольнику с максимальной интенсивностью, равной 100Н/м в точке В, если длина АВ = 3 м.

1) 200Нм

2) 300Нм

3) 400Нм

4) 500Нм

Системы сил, произвольно расположенных в плоскости

1. На закрепленную балку действует произвольная плоская система сил. Сколько независимых уравнений равновесия балки можно составить?

1) 1

2) 2

3) 3

4) 6

2. На балку АВ = 3 м, лежащую на шарнирно-неподвижной опоре в точке А и шарнирно-подвижной опоре в точке В, действуют пары сил с моментами М1 = 2кНм, направленным против часовой стрелки, и М2 = 8кНм, направленным по часовой стрелке. Определите модуль реакции опоры В.

1) 5кН

2) 4кН

3) 3кН

4) 2 кН

3. На консольную балку АВ, заделанную в стену концом А, в точке А действует вертикально вниз сила F = 4Н и пара сил с моментом М = 2Нм. Определите момент в заделке, если АВ = 4 м.

1) 12Нм

2) 14Нм

3) 16Нм

4) 18Нм

4. Консольная балка нагружена парами сил с моментами М1 = 1790Нм (против часовой стрелки) и М2 = 2135Нм (по часовой стрелке). Определите момент в заделке.

1) -145Нм

2) -245Нм

3) -345Нм

4) -445Нм

5. Консольная балка АС, заделанная концом А в стену, точкой В делится на равные участки АВ=ВС=2 м и нагружена силой F1 = 50Н приложенной вертикально вниз в точке В, и силой F2 = 100Н, приложенной в точке С пол углом 60 градусов к АС. Определите момент в заделке. 

1) 446Нм

2) 546Нм

3) 646Нм

4) 446Нм

6. Вертикальная консольная балка АВ = 5,66 м имеет нижнее расположение заделки в точке А. Определить силу F, приложенную к точке В балки под углом 45 градусов к АВ, при которой момент в заделке равен 56кНм.

1) 16кН

2) 14кН

3) 21кН

4) 34кН

7. Вертикальная консольная балка АС = 3 м имеет нижнее расположение заделки в точке А. Определить интенсивность распределенной нагрузки на участке ВС = 2 м, при которой момент в заделке равен 480Нм.

1) 120Н/м

2) 100Н/м

3) 80Н/м

4) 60Н/м

8. Горизонтальная консольная балка АД имеет в точке А жесткую заделку, размеры балки АВ=ВС=2 м, СД = 3 м. Определить силу, приложенную в точке В под углом 30 градусов к АД, если интенсивность распределенной нагрузки на участке СД равна 200н/м.

1) 400Н

2) 500Н

3) 600Н

4) 700Н

9. На консольную балку АВ = 6 м, заделанную в стену концом В, действует сила F = 10Н, приложенная в точке А вертикально вверх, и пара сил с моментом М = 4Нм, направленным по часовой стрелке. Определить момент в заделке.

1) 28Нм

2) 35Нм

3) 46Нм

4) 64Нм

10. Балка АВ = 10 м, лежащая в точке А на шарнирно-неподвижной опоре и в точке В на шарнирно-подвижной опоре, по всей длине нагружена распределенной нагрузкой интенсивностью 4Н/м. Определить реакцию опоры В.

1) 5Н

2) 10Н

3) 20Н

4) 30Н

Трение

1. На наклонной плоскости лежит груз. Определить в градусах максимальный угол наклона плоскости к горизонту, при котором груз остаётся в покое, если коэффициент трения скольжения равен 0,6.

1) 26о

2) 31о

3) 45о

4) 53о

2. Тело 1 весом 200Н, находящееся на горизонтальной поверхности, связано через блок тросом с телом 2, висящим вертикально. Каким должен быть наименьший вес тела 2, чтобы тело 1 начало скользить по плоскости, если коэффициент трения скольжения равен 0,2?

1) 0,5 кг

2) 0,4 кг

3) 0,3 кг

4) 0,2 кг

3. Тело 1 находится на наклонённой под углом 30 градусов к горизонту плоскости и связано через блок с вертикально висящим телом 2, весом 320Н. каким должен быть наименьший вес тела при котором оно скользит по плоскости, если коэффициент трения скольжения равен 0,2

1) 979 Н

2) 864 Н

3) 630 Н

4) 568 Н

4. Однородный брус АВ опирается в точке А на гладкую стену, а в точке В на негладкий пол под углом 45 градусов к полу. Определить наименьший коэффициент трения скольжения, при котором брус останется в покое.

1) 0,3

2) 0,4

3) 0,5

4) 0,6

5. Груз 1, весом 400Н, находится на горизонтальной плоскости и связан нитью с грузом 2, весом 96Н, висящим вертикально. Определить наименьший коэффициент трения скольжения, при котором груз 1 останется в покое.

1) 0,12

2) 0,16

3) 0,24

4) 0,35

6. Груз 1 находится на горизонтальной плоскости и связан нерастяжимой нитью через блок с грузом 2 весом 140Н, висящим вертикально. Каков наименьший вес груза 1, при котором он останется в покое, если коэффициент трения скольжения равен 0,2?

1) 700кг

2) 800кг

3) 900кг

4) 1000кг

7. Каким должен быть вес тела, для того чтобы началось скольжение вверх по наклонённой под углом 30 градусов к горизонту плоскости, если движущая сила, F=90H и коэффициент трения скольжения равен 0,3?

1) 110 Н

2) 118 Н

3) 120 Н

4) 125 Н

8. Поезд поднимается по прямолинейному пути, имеющему уклон 0,008, с постоянной скоростью, вес поезда 1200кН. Какова сила тяги тепловоза, если сопротивление движению равно 0,005 давления поезда на рельсы?

1) 124 кН

2) 138 кН

3) 145 кН

4) 156 кН

9. Негладкой наклонной плоскости придан такой угол наклона a к горизонту, что тело, помещённое на эту плоскость, спускается с той постоянной скоростью, которая ему сообщалась в начале движения. Определить коэффициент трения скольжения.

1) tg a
2) tgy

3) tg N/S
10. Вагон спускается по уклону в 0,008, достигнув некоторой скорости, движется равномерно. Определить сопротивление, которое испытывает вагон, если его вес 500 кН.

1) 2 кН

2) 4 кН

3) 6 кН

4) 8 кН

Система сил и пар, произвольно расположенных
в пространстве

1. Определить модуль момента равнодействующей пары сил для системы двух пар сил с моментами М1 и М2, если даны проекции моментов М1х=9 Нм, М1y=9 Нм, М1z=0; М2х=5 Нм, М2у=-5 Нм, М2z=0.

1) 11,3 Нм

2) 14,6 Нм

3) 17,2 Нм

4) 21,5 Нм

2. На куб действуют три пары сил с моментами М1=М2=М3=2 нМ, направленные в положительные стороны осей xyz декартовой системы координат соответственно. Определить модуль момента уравновешивающей пары сил.

1) 1,94 Нм

2) 2,18 Нм

3) 3,46 Нм

4) 5,12 Нм

3. Пространственная система трёх пар сил задана моментами М1=2 Нм, М2=1,41 Нм и М3=2 Нм, векторы которых расположены в плоскости Охy под углами 60, 45 и 30 градусов к оси Ох соответственно. Определить модуль момента уравновешивающей пары сил.

1) 5,46 Нм

2) 4,12 Нм

3) 3,16 Нм

4) 2,45 Нм

4. На диск действуют пары сил (F1, F2') и (F2, F2'), причём F, параллелен оси Oz, F2 параллелен оси Ох. Модули всех сил равны. Определить в градусах, какой угол образует вектор момента равнодействующей пары с осью Ох.

1) 45о
2) 30о

3) 60о

4) 90о

5. Две пары сил с моментами М1=24 Нм и М2=12 Нм уравновешены третьей парой сил (F, F'), действующей в плоскости диска Оyz против часовой, причём F параллелен оси Oz. Векторы М1 и М2 параллельны оси Ох. Определить модуль силы F, если радиус диска равен 1 м.

1) 4 Н

2) 6 Н

3) 8 Н

4) 10 Н

6. Определить модуль главного момента системы сил относительно центра О, если известны его проекции на оси декартовой системы координат, Мх=-20 Нм, Му=12 Нм, Mz=0.

1) 23,3 Нм

2) 25,6 Нм

3) 32,5 Нм

4) 44,6 Нм

7. Момент Мo некоторой силы относительно начала декартовой системы координат определяется формулой Мo=2i+1,73j+3k. Определите направляющий косинус угла между вектором Мо и осью Ох.

1) 0,866

2) 0,5

3) 0,707

4) 1,0

8. К телу приложена сила, момент которой относительно начала координат Мо=170 Нм. Определить в градусах угол между вектором момента Мо и осью Оy, если его проекция на эту ось Му=85 Нм.

1) 20о

2) 40о

3) 60о
4) 80о

9. Проекции момента силы на оси декартовой системы координат равны Мх=12 Нм, Му=14 Нм, Mz=9 Нм. Определите косинус угла между вектором момента силы относительно центра О и осью Oz.

1) 0,866

2) 0,673

3) 0,526

4) 0,439

10. Определите модуль главного момента двух пар сил, заданных векторами моментов, модули которых М1=29 Нм, М2=14 Нм. Вектор М1 параллелен оси Ох, вектор М2 направлен под углом 30 градусов к М1.

1) 41,7 Нм

2) 54,3 Нм

3) 62,5 Нм

4) 74,6 Нм

Центр тяжести
1. Определить координату Хс центра тяжести прямолинейного однородного стержня АВ, если заданы координаты точек А и В: ХА=10 см, ХВ=40 см.

1) 25 см

2) 50 см

3) 75 см

4) 100 см

2. Кронштейн ABD состоит из однородных стержней АВ и BD с одинаковым линейным весом, расположенных: BD параллельно оси Ох, АВ под углом 60 градусов к отрицательному направлению оси Ох. Какова должна быть длина АВ чтобы координаты Хс центра тяжести кронштейна равнялась нулю, если BD=20 см?

1) 25,4 см

2) 28,3 см

3) 30,6 см

4) 42,3 см

3. Определите координату Yc центра тяжести однородной проволоки, состоящей из прямолинейного отрезка ОА, лежащего на оси Ох, и дуг АВ окружности радиуса 20 см, расположенного в первой четверти.

1) 5,34 см

2) 3,25 см

3) 7,78 см

4) 8,66 см

4. Контур состоит из однородных проволок, согнутых в виде полуокружностей, лежащих диаметрами на оси Ох. Линейный вес проволоки ОАВ равен 6 Н/м, а проволоки BDE – 10 Н/м. Определить координаты Хс центра тяжести контура.

1) 0,395 м

2) 0,437 м

3) 0,521 м

4) 0,673 м

5. Контур ОАВО состоит из прямолинейного отрезка ОА, лежащего на оси Ох, и полуокружности. Определить радиус полуокружности, если координата Yc центра тяжести этого контура равна 0,4 м.

1) 1,03 м

2) 2,12 м

3) 3,2 м

4) 4,5 м

6. Определить координату Хс центра тяжести однородной пластины, которая имеет вид прямоугольного треугольника АВС, если известны координаты вершин: ХА=ХВ=3 см, XD=9 см.

1) 4 см

2) 5 см

3) 6 см

4) 7 см

7. Определите координату Хс центра тяжести площади кругового сектора ОАВ, симметричного относительно оси Ох, если радиус равен 0,6 м, а центральный угол равен 60 градусов.

1) 0,193 м

2) 0,264 м

3) 0,382 м

4) 0,405 м

8. Из однородного диска радиуса 2 м в первой четверти вырезан прямоугольный треугольник, так, что оба катета лежат на координатных осях и их длины равны радиусу. Определить координату хс центра оставшейся площади диска.

1) -0,238 м

2) -0,216 м

3) -0,184 м

4) -0,126 м

9. Из симметричного относительно оси Оу полудиска, лежащего в 1 и 2 четвертях, радиуса R=0.99 Н, вырезана симметричная Оу окружность радиуса 0,33 м, так что её нижняя точка имеет координаты х=0, у=0. Определите координату ус центра тяжести оставшейся площади фигуры.

1) 0,446 м

2) 0,521 м

3) 0,673 м

4) 0,704 м

10. Из однородной пластины в виде прямоугольника ОАВ с основанием ОВ=80 см и высотой ОА=45 см вырезан полукруг радиуса 20 см с координатами центра х=20 см, у=0. Определите координату хс оставшейся части треугольника.

1) 10 см

2) 20 см

3) 30 см

4) 40 см

Кинематика точки
1. Заданы уравнения движения точки х=1+2sin0,1t; y=3t. Определить координату х точки в момент времени, когда координата у=12 м.

1) 1,78 м

2) 2,15 м

3) 4,56 м

4) 6,11 м

2. Заданы уравнения движения точки х=3t, y=t2. Определить расстояние точки от начала координат в момент времени t=2 c.

1) 6,15 м

2) 7,21 м

3) 8,56 м

4) 10,3 м

3. Заданы уравнения движения точки х=cost, y=2sint. Определить расстояние от точки до начала координат в момент времени t=2,5 c.

1) 3,12 м

2) 2,16 м

3) 1,44 м

4) 0,85 м

4. Заданы уравнения движения точки x=2t, y=t. Определить время t, когда расстояние от точки до начала координат достигнет 10 м.

1) 0,96 с

2) 2,11 с

3) 3,16 с

4) 4,47 с

5. Заданы уравнения движения точки x=sint, y=cost. Определить ближайший момент времени, когда радиус-вектор точки, проведённый из начала координат, образует угол 45 градусов с осью Ох.

1) 0,785 с

2) 0,911 с

3) 0,964 с

4) 1,012 с

6. Проекция вектора скорости Vx=2cosПt. Определить координату х точки в момент времени t=1 c, если при to=0, xo=0.

1) -2 м

2) 0 м

3) 3 м

4) 3,8 м

7. Дано уравнение движения точки x=sint. Определить скорость в ближайший после начала движения момент времени t, когда координата х=0,5 м.

1) 0,93 м/с

2) 1,18 м/с

3) 2,72 м/с

4) 3,05 м/с

8. Скорость автомобиля равномерно увеличивается в течение 12 с от нуля до 60 км/ч. Определить ускорение автомобиля.

1) 2,54 м/с2
2) 2,12 м/с2
3) 1.86 м/с2
4) 1,39 м/с2
9. Точка движется по прямой с ускорением а=0,5. Определить, за какое время будет пройдено расстояние 9 м, если при to=0, скорость Vo=0.

1) 6 с

2) 5 с

3) 4 с

4) 3 с

10. Касательное ускорение точки аt=0,2t. Определить момент времени t, когда скорость V точки достигнет 10 м/с, если при to=0 начальная скорость Vo=2 м/с.

1) 7,53 с

2) 8,94 с

3) 9,14 с

4) 9,35 с

Поступательное и вращательное движения твёрдого тела

1. Сколько независимых уравнений движения описывают поступательное движение твёрдого тела?

1) 3

2) 6

3) 2

4) 1

2. При равномерном вращении маховик делает 4 оборота в секунду. За сколько секунд маховик повернётся на угол у=24П?

1) 2 с

2) 3 с

3) 4 с

4) 5 с

3. Угловая скорость тела изменяется согласно закону (-8t). Определить угол поворота тела в момент времени t=3 c, если при to=0, угол поворота начальный равен 5 рад.

1) -16 рад

2) -20 рад

3) -31 рад

4) -45 рад

4. Ротор электродвигателя, начав вращаться равномерно, сделал за первые 5 с 100 оборотов. Определите начальное угловое ускорение ротора.

1) 25,4 рад/с2

2) 37,6 рад/с2
3) 45,8 рад/с2
4) 50,3 рад/с2
5. Частота вращения маховика за время t1=10 c уменьшилась в 3 раза и стала равной 30 об/мин. Определить угловое ускорение вала, если он вращается равномерно.

1) -0,628 с-2
2) -0,511 с-2
3) -0,496 с-2
4) -0,312 с-2
6. Угловая скорость тела изменяется согласно закону (=2t. Определите угловую скорость тела в момент времени t=4 c, если при to=0, угловая скорость равна нулю.

1) 12 с-1
2) 16 с-1
3) 21 с-1
4) 25 с-1
7. Скорость точки на расстоянии r=0,2 м от оси вращения изменяется по закону V=4t2. Определить угловое ускорение данного тела в момент времени t=2 c. 

1) 40 с-2
2) 60 с-2
3) 80 с-2
4) 100 с-2
8. Маховик вращается с постоянной частотой вращения равной 
90 об/мин. Определить ускорение точки маховика на расстоянии 0,043 м от оси вращения.

1) 0,87

2) 1,96

3) 2,54

4) 3,82

9. Нормальное ускорение точки М диска, вращающегося вокруг неподвижной оси равно 6,4 м/с2. Определить угловую скорость этого диска, если его радиус равен R=0,4 м. 

1) 4 с-1
2) 6 с-1
3) 8 с-1
4) 10 с-1
10. Угловая скорость тела изменяется по закону (=t2. Определить ускорение точки этого тела на расстоянии r=0,2 м от оси вращения в момент времени t=1с.

1) 0,631

2) 0,825

3) 0,944

4) 1,012

Плоскопараллельное движение твёрдого тела

1. Зависит ли при плоскопараллельном движении значение и направление угла поворота твёрдого тела от выбора полюса?

1) Да

2) Нет

2. Зависит ли при плоскопараллельном движении твёрдого тела вид уравнений движения полюса от его выбора?

1) Да

2) Нет

3. Колесо радиуса R=10 см катится по прямолинейному участку пути с постоянным ускорением центра колеса ас=2П см/с2. Определите, сколько оборотов совершило колесо в момент времени t1=10 с, если начальная скорость центра колеса Vco=0.

1) 380

2) 420

3) 500

4) 610

4. Твёрдое тело совершает плоскопараллельное движение согласно уравнениям Ха=2t2, Ya=0,2, (=10t. Определите угловую скорость тела в момент времени t1=1 c.

1) 14 с-1
2) 16 с-1
3) 18 с-1
4) 20 с-1
5. Твёрдое тело касается плоскости, проходящей через ось Ох, в точке А и в данный момент времени совершает мгновенное вращение относительно этой точки. Определить угловую скорость тела, если скорость точки С равна 10 м/с, а расстояние АС=20 см.

1) 50 с-1
2) 60 с-1
3) 70 с-1
4) 80 с-1
6. Определить угловую скорость колеса, катящегося по неподвижной плоскости, если его радиус равен 0,2 м, точка А, отстоящая от центра колеса на 0,5r по вертикальному диаметру, имеет скорость Va=10 м/с.

1) 24,6 с-1
2) 33,3 с-1
3) 36,9 с-1
4) 41,5 с-1
7. Стержень АВ длиной 60 см движется параллельно оси Ох. В некоторый момент времени точки А и В стержня имеют скорости 

VА=VВ=0,5 м/с и VА параллелен VВ и направлены вертикально вверх. Определите модуль мгновенной угловой скорости стержня.

1) 3,1 с-1
2) 2,4 с-1
3) 0

4) -1,5 с-1
8. Стержень АВ длиной 80 см параллелен оси Ох. В некоторый момент времени, точки А и В стержня имеют скорости VА=VВ=0,5 м/с и VА параллелен VВ и напралены вертикально вниз. Определите угловую скорость стержня.

1) 0,1 с-1
2) 0,2 с-1
3) 0,3 с-1
4) 0,5 с-1
9. Зависит ли при плоскопараллельном движении угловое ускорение твёрдого тела от выбора полюса?

1) Нет

2) Да

10. Колесо катится по оси Ох согласно уравнениям Хс=2t2, Yc=0,5 м. Определить угловое ускорение колеса.

1) 6 с-2
2) 8 с-2
3) 10 с-2
4) 12 с-2
Сложное движение точки
1. Платформа движется по горизонтали со скоростью 1 м/с. относительно платформы в том же направлении движется точка по закону S=0,5t. Найти координату х точки в момент времени t=4 c, если при t=0, x=0.

1) 1,6 м

2) 3 м

3) 6 м

4) 11 м

2. Тележка катится прямолинейно по закону S=2t. Относительное движение точки М по тележке задано уравнениями Хм=3t и Yм=4t. Определите абсолютную скорость точки М в момент времени t=1 c.

1) 2,9 м/с

2) 4,2 м/с

3) 5,3 м/с

4) 6,4 м/с

3. Тележка движется по горизонтальной оси. В данный момент времени переносное ускорение тележки равно 2. По тележке движется точка М согласно уравнениям х=0,3t2, y=0,5t2. Определить абсолютное ускорение точки М.

1) 2,78 м/с2
2) 3,04 м/с2
3) 4,53 м/с2
4) 5,53 м/с2
4. Точка М движется от начала координат со скоростью V=2 м/с по стержню, образующему угол в 30 градусов с вертикальной осью вращения Oz. Угловая скорость равна 4 рад/с. Определить проекцию на ось Ох кориолисова ускорения точки М, когда стержень находится в плоскости Oyz.

1) -6 м/с2
2) -8 м/с2
3) -10 м/с2
4) -12 м/с2
5. По ободу полукруга, вращающегося вокруг горизонтального диаметра с угловой скоростью 4 рад/с, движется точка М с относительной скоростью Vотн =2 м/с. Для крайнего верхнего положения точки определить ускорение Кориолиса.

1) 4 м/с2
2) 2 м/с2
3) 0 м/с2
4) -2 м/с2
6. По горизонтальному диаметру диска, вращающегося вокруг вертикальной оси, проходящей через крайнюю правую точку диска, с угловой скоростью равной 2t, движется точка М с относительной скоростью Vотн=4t. Определите модуль ускорения кориолиса точки М в момент времени t=2 c.

1) 25 м/с2
2) 36 м/с2
3) 58 м/с2
4) 64 м/с2
7. Точка М движется с постоянной скоростью V=1 м/с от начала координат по стержню, вращающемуся в плоскости Oxy с постоянной угловой скоростью равной 2 рад/с. Определить модуль ускорения точки М, когда расстояние ОМ=0,5 м.

1) 4,47 м/с2
2) 5,12 м/с2
3) 6,37 м/с2
4) 8,31 м/с2
8. Корабль движется прямолинейно со скоростью Vo=10 м/с. На высоте h=1000 м над морем со скоростью V=20 м/с летит самолёт тем же курсом. Определить расстояние, отсчитываемое по горизонтали, на котором надо сбросить вымпел, чтобы он попал в корабль.

1) 121,6 м

2) 142,8 м

3) 154,3 м

4) 167,7 м

9. Кольцо радиуса r=0,5 м вращается с постоянной угловой скоростью 4 рад/с против часовой стрелки в плоскости Oxy относительно крайней левой точки горизонтального диаметра. По кольцу перемещается точка М с постоянной скоростью V=2 м/с. Определить модуль абсолютного ускорения точки М в крайнем правом положении на горизонтальном диметре.

1) 10 м/с2
2) 20 м/с2
3) 40 м/с2
4) 60 м/с2
10. Горизонтальная трубка вращается вокруг перпендикулярной оси с угловой скоростью 1,5 рад/с. Шарик движется вдоль трубки по закону МоМ=4t. Найти модуль ускорения Кориолиса шарика.

1) 6 м/с2
2) 8 м/с2
3) 10 м/с2
4) 12 м/с2
Сложное движение твёрдого тела
1. Скорость вертолёта равна 12 м/с, а угловая скорость несущего винта 15 рад/с. Определить координату х точки пересечения мгновенной оси вращения винта с плоскостью Oxy.

1) -0,8 м

2) -0,6 м

3) -0,4 м

4) -0,2 м

2. Квадратная пластина со стороной а=0,5 м участвует одновременно в поступательном движении со скоростью V=3 м/с вдоль оси х и в двух взаимно противоположных вращениях в своей плоскости с угловыми скоростями равными 4 рад/с. Определить модуль абсолютной поступательной скорости пластины.

1) 2,18 м/с

2) 3,61 м /c

3) 4,12 м/c

4) 5,65 м/c

3. Тело имеет скорость поступательного движения V=7 м/с и угловую скорость. Определить модуль скорости поступательного движения кинематического винта, если угол между векторами скорости и угловой скорости равен 70 градусов.

1) 1,76 м/с

2) 2,12 м/с

3) 2,39 м/с

4) 3,11 м/с

4. Векторы скорости полюса Vo и угловой скорости тела образуют угол в 30 градусов. Определить, на каком расстоянии от оси мгновенного вращения находится ось кинематического винта, если Vo=6 м/с, угловая скорость равна 6 с-1.

1) 2 м

2) 1,5 м

3) 1 м

4) 0,5 м

5. Тело одновременно находится в двух вращательных движениях вокруг параллельных осей с угловыми скоростями 2 рад/с и 3 рад/с, векторы которых направлены в одну сторону. Определить модуль абсолютной угловой скорости движения тела.

1) 5 рад/с

2) 10 рад/с

3) 15 рад/с

4) 20 рад/с

6. Вращение кривошипа ОА плоского механизма определяется уравнением (cos2t). В точке А к кривошипу присоединено колесо, которое вращается относительно кривошипа с угловой скоростью 3 рад/с, определить модуль абсолютной угловой скорости колеса в момент времени t=2 с. 

1) 3,67 1/с

2) 4,51 1/с

3) 5,11 1/с

4) 6,05 1/с

7. Тело одновременно участвует в двух вращательных движениях с угловыми скоростями (2i+5j) и (4i+3j) соответственно. Определить модуль абсолютной угловой скорости тела.

1) 20 с-1
2) 15 с-1
3) 10 с-1
4) 5 с-1
8. Диск радиуса r=0,5 м участвует одновременно в двух вращательных движениях, с угловыми скоростями равными 2 рад/с, направленными от центра диска по оси Ох и по оси Оу. Определить модуль скорости точки диска, для которой этот модуль имеет максимальное значение.

1) 4,28 м/с

2) 3,50 м/с

3) 2,16 м/с

4) 1,41 м/с

9. Тело одновременно участвует в двух поступательных движениях со скоростями V1=5i+2j и V2=-2i+3j. Определить модуль абсолютной скорости тела.

1) 5,83 м/с

2) 6,37 м/с

3) 7,16 м/с

4) 8,5 м/с

10. Тело одновременно участвует в трёх поступательных движениях со скоростями V1=4i-3j+k, V2=-6i+5j+3k, V3=2i+2j-k. Определить модуль абсолютной скорости тела.

1) 1 м/с

2) 5 м/с

3) 10 м/с

4) 15 м/с

Основные теоремы динамики

1. Каков должен быть коэффициент трения колес заторможенного автомобиля о дорогу, если при скорости езды 20 м/с он останавливается через 6 секунд после начала торможения?

1) 0,34

2) 0,52

2. По шероховатой наклонной плоскости, составляющей угол 30о с горизонтом, спускается тяжелое тело без начальной скорости. Определить в течение какого времени тело пройдет путь длиной 39.2 метра, если коэффициент трения равен 0.2?

1) 7 с

2) 5 с

3. Вычислить работу, которая производится при подъеме груза массой 20 кг по наклонной плоскости на расстояние 6 метров, если угол плоскости с горизонтом 30о, а коэффициент трения равен 0,01?

1) 598 Дж

2) 742 Дж

4. Найти мощность двигателя внутреннего сгорания, если среднее давление на поршень в течение всего хода равно 49 Н на 1 см2, длина хода поршня 40 см, площадь поршня 300 см2, число рабочих ходов 120 в минуту и КПД 0,9.

1) 17,5 Квт

2) 10,6 Квт

5. Снаряд массой 24 кг вылетает из ствола орудия со скоростью 
500 м/с. Длина ствола орудия 2 м. Каково среднее давление газов на снаряд?

1) 1500 кН

2) 2000 кН

6. По наклонной плоскости, составляющей с горизонтом угол 30о, спускается без начальной скорости тяжелое тело, коэффициент трения равен 0,1. Какую скорость будет иметь тело, пройдя 20 метров после начала движения?

1) 4,02 м/с

2) 5,4 м/с

7. Поезд массой 200 т идет по горизонтальному пути с ускорением 0,2 м/с2. Сопротивление движению составляет 0,01 от веса поезда и не зависит от скорости. Определить мощность, развиваемую тепловозом в момент времени t = 10 с, если в начальный момент скорость поезда равнялась 18 м/с.

1) 1192 кВт

2) 1988 кВт

8. Гвоздь вбивается в стену, оказывающую сопротивление 700 Н. При каждом ударе молотка гвоздь углубляется в стену на 0,15 см. Определить массу молотка, если при ударе он имеет скорость 1,25 м/с.

1) 1,450 кг

2) 1,344 кг
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учебная программа

В программе дается перечень тем, которые должны изучаться студентами транспортных и технологических специальностей, и тем, которые в зависимости от степени их актуальности для данной специальности и числа часов, отведенных на курс учебным планом, могут включаться в программу не полностью или не включаться совсем. эти вопросы поставлены в скобках и о включении их в программу кафедра должна сообщить студентам. 

Введение

Механическое движение как одна из форм движения материи. Предмет механики. Теоретическая механика и ее место среди естественных и технических наук. Механика как теоретическая база ряда областей современной техники. Объективный характер законов механики. Основные исторические этапы развития механики. 

Статика твердого тела

Основные понятия и аксиомы статики. Предмет статики. Основные понятия статики: абсолютно твердое тело, сила, эквивалентные и уравновешенные системы сил, равнодействующая, силы внешние и внутренние.

Аксиомы статики. Связи и реакции связей. Основные виды связей: гладкая плоскость или поверхность, гладкая опора, гибкая нить, цилиндрический и сферический шарниры, невесомый стержень; реакции этих связей.

Система сходящихся сил. Геометрический и аналитический способы сложения сил. Сходящиеся силы. Равнодействующая сходящихся сил. Геометрическое и аналитические условия равновесия системы сходящихся сил.

Равновесие произвольной системы сил. Момент силы относительно точки (центра) как вектор. Пара сил; момент пары. Свойства пары сил. Понятие о приведении системы сил к заданному центру. Главный вектор и главный момент системы сил. Условия равновесия произвольной системы сил, приложенной к твердому телу.

Система сил, расположенных на плоскости (плоская система сил). Алгебраическая величина момента силы. (Вычисление главного вектора и главного момента плоской системы сил). Аналитические условия равновесия плоской системы сил. Условия равновесия плоской системы параллельных сил. Теорема Вариньона о моменте равнодействующей. Равновесие системы тел.

Система сил, расположенных в пространстве (пространственная система сил). Момент силы относительно оси. Зависимость между моментами силы относительно центра и относительно оси, проходящей через этот центр. Аналитические формулы для вычисления моментов силы относительно трех координатных осей. Вычисление главного вектора и главного момента пространственной системы сил. Аналитические условия равновесия произвольной пространственной системы сил. Условия равновесия пространственной системы параллельных сил.

Центр тяжести. Центр тяжести твердого тела и его координаты. Центр тяжести объема, площади и линии. Способы определения положения центров тяжести.

Кинематика

Введение в кинематику. Предмет кинематики. Пространство и время в классической механике. Относительность механического движения. Система отсчета. Задачи кинематики.

Кинематика точки. Векторный способ задания движения точки. Траектория точки. Скорость точки как производная от ее радиуса-вектора по времени. Ускорение точки как производная от вектора скорости по времени. Координатный способ задания движения точки в прямоугольных декартовых координатах. Определение траектории точки. Определение скорости и ускорения точки по их проекциям на координатные оси. Естественный способ задания движения точки. Оси естественного трехгранника. Алгебраическая величина скорости точки. Определение ускорения точки по его проекциям на оси естественного трехгранника: касательное и нормальное ускорения точки.

Кинематика твердого тела

Поступательное и вращательное движения твердого тела. Поступательное движение твердого тела. Теорема о траекториях, скоростях и ускорениях точек твердого тела при поступательном движении. Вращение твердого тела вокруг неподвижной оси. Уравнение (закон) вращательного движения твердого тела. Угловая скорость и угловое ускорение тела. Скорость и ускорение точки твердого тела, вращающегося вокруг неподвижной оси. Вектор угловой скорости тела. Выражение скорости точки вращающегося тела в виде векторного произведения.

Плоскопараллельное (плоское) движение твердого тела. Плоское движение твердого тела и движение плоской фигуры в ее плоскости. Уравнения движения плоской фигуры. Разложение движения плоской фигуры на поступательное вместе с полюсом и вращательное вокруг полюса: независимость угловой скорости фигуры от выбора полюса. Определение скорости любой точки фигуры как геометрической суммы скорости полюса и скорости этой точки при вращении фигуры вокруг полюса. Теорема о проекциях скоростей двух точек фигуры (тела). Мгновенный центр скоростей. Определение скоростей точек плоской фигуры с помощью мгновенного центра скоростей.

Сложное (составное) движение точки. Абсолютное и относительное движения точки; переносное движение. Теорема о сложении скоростей. Теорема о сложении ускорений при переносном поступательном и переносном вращательном движениях; кориолисово ускорение и его вычисление.

Динамика

Введение в динамику. Предмет динамики. Основные понятия и определения: масса, материальная точка, сила. Законы механики Галилея-Ньютона. Инерциальная система отсчета. Задачи динамики.

Динамика точки. Дифференциальные уравнения движения свободной и несвободной материальной точки в декартовых координатах. Уравнения движения материальной точки в проекциях на оси естественного трехгранника. Две основные задачи динамики для материальной точки. Решение первой задачи динамики. Решение второй задачи динамики. Начальные условия. Постоянные интегрирования и их определение по начальным условиям. Примеры интегрирования дифференциальных уравнений движения точки в случаях силы, зависящей от времени, от положения точки и от ее скорости.

Относительное движение материальной точки. Дифференциальные уравнения относительного движения материальной точки; переносная и кориолисова силы инерции. Принцип относительности классической механики. Случай относительного покоя. Прямолинейные колебания точки. Свободные колебания материальной точки под действием восстанавливающей силы, пропорциональной расстоянию от центра колебаний. Амплитуда, начальная фаза, частота и период колебаний. Затухающие колебания материальной точки при сопротивлении, пропорциональном скорости; период этих колебаний, декремент колебаний. Вынужденные колебания точки при гармонической возмущающей силе и сопротивлении, пропорциональном скорости. Резонанс.

Введение в динамику механической системы. Механическая система. Классификация сил, действующих на систему: силы активные (задаваемые) и реакции связей; силы внешние и внутренние. Свойства внутренних сил. Масса системы. Центр масс; радиус-вектор и координаты центра масс. Момент инерции. Момент инерции твердого тела относительно оси; радиус инерции. Теорема о моментах инерции тела относительно параллельных осей. Примеры вычисления моментов инерции: моменты инерции однородного тонкого стержня, тонкого круглого кольца или полого цилиндра, круглого диска или сплошного круглого цилиндра.

Общие теоремы динамики

Теорема о движении центра масс. Дифференциальные уравнения движения механической системы. Теорема о движении центра масс механической системы. Закон сохранения движения центра масс.

Теорема об изменении количества движения. Количество движения материальной точки. Элементарный импульс силы. Импульс силы за конечный промежуток времени. Теорема об изменении количества движения точки в дифференциальной и в конечной формах.

Количество движения механической системы; его выражение через массу системы и скорость ее центра масс. Теорема об изменении количества движения механической системы в дифференциальной и в конечной формах. Закон сохранения количества движения механической системы.

Теорема об изменении момента количества движения. Момент количества движения материальной точки относительно центра и относительно оси. Теорема об изменении момента количества движения точки. Сохранение момента количества движения точки в случае центральной силы; закон площадей.

Главный момент количества движения или кинетический момент механической системы относительно центра и относительно оси. Кинетический момент вращающегося твердого тела относительно оси вращения. Теорема об изменении кинетического момента механической системы. Закон сохранения кинетического момента механической системы. Дифференциальное уравнение вращательного движения твердого тела вокруг неподвижной оси.

Теорема об изменении кинетической энергии. Кинетическая энергия материальной точки. Элементарная работа силы; аналитическое выражение элементарной работы. Работа силы на конечном перемещении точки ее приложения. Работа силы тяжести, силы упругости и силы тяготения. Мощность. Теорема об изменении кинетической энергии точки.

Кинетическая энергия механической системы. Кинетическая энергия твердого тела при поступательном движении, при вращении вокруг неподвижной оси и при плоскопараллельном движении тела. Теорема об изменении кинетической энергии механической системы. Равенство нулю суммы работ внутренних сил в твердом теле. Работа и мощность сил, приложенных к твердому телу, вращающемуся вокруг неподвижной оси.

Принцип Даламбера. Принцип возможных перемещений. Сила инерции материальной точки. Принцип Даламбера для материальной точки и механической системы. Возможные или виртуальные перемещения точки и механической системы. Число степеней свободы системы. Идеальные связи. Принцип возможных перемещений. Общее уравнение динамики.

Уравнения Лагранжа. Обобщенные координаты системы; обобщенные скорости. Выражение элементарной работы в обобщенных координатах. Обобщенные силы и их вычисление. Дифференциальные уравнения движения системы в обобщенных координатах или уравнения Лагранжа 2-го рода.
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