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Глава 1. ЛИНЕЙНАЯ АЛГЕБРА 

§1.1. Определители 

Вычислите определители: 

1. 
45

13
. 2. 

32

54
. 

3. 
14

07
. 4. 

32

13
. 

5. 
a

aa

1
. 6. 

cossin

sincos
. 

7. 
22

22

cossin

cossin
. 8. 

011

423

132

. 

9. 

132

053

211

. 10. 

321

432

543

. 

11. 

234

312

143

. 12. 

1391327

0000

9118153

1872

. 

13. 

1357

2419144

7531

4838288

. 14. 

333

126252377

127253378

. 

15. 

aaa

aaa

aaa

. 16. 

xx

x

xx

1

10

1

. 

17. 

417113

9907

1521

4213

. 18. 

1322

1312

6100

4213

. 
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19. 

1261

5104

2305

0232

. 20. 

1314

2123

3214

3123

. 

Ответы. 1. 17. 2. –2. 3. –7. 4. -11. 5. 2a. 6. 1. 7. sin( + ) sin( - ). 8. 

21. 9. 10. 10. 0. 11. 33. 12. 0. 13. 0. 14. 0. 15. -4a
3
. 16. -2x. 17. 0. 18. 75. 19. 

102. 20.- 187. 

§1.2. Матрицы 

1. Даны матрицы А2 3, В3 1, С3 3. Существуют ли а) АВ, б) ВА, в) 

АС, г) СА, д) АBC, е) ACB, ж) СВ, з) СВА?  

2. Найдите m и n, если известно, что а) А3 4 В4 5 = Сm n; б) А2 3 Вm n 

= С2 6; в) А2 m Вn 3 = С2 3. 

3. Даны матрицы: 
43

21
A , 

65

42
B . 

Найдите а) A+B; б) В-А; в) 2А-3В; г) А+В+А
Т
+В

Т
; д) А В; е) В А; 

ж) A
-1

;з) B
-1

. 

4. Даны матрицы: 
212

103
A ,

20

13

21

B ,

110

213

101

C .  

Найдите а) АВ; б) ВА; в) АС; г) СВ; д) 2С-ВА; е) С
-1

; ж) СС
-1

; з) 3С-

2Е; и) СЕ; к) АЕ. 

5. Даны матрицы: 

113

062

321

A , 

432

1104

057

B , 

72

18

11

C . 

Найдите 4А-В; АС; В
-1

. 

6. Покажите, что A+D-D
T 

= 0, 

если 

01

01

1–10

22

2

2

bca

cba

aa

A , 
222

111

cba

cbaD . 

7. Найдите A
n
 для матрицы 

10

11
A . 

8. Найдите Р(А), если  
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а) P(x)=x
2
-x-3, 

33

12
A  , 

б)P(x)=x
2
-2x+1,

011

213

112

A , 

в) P(x)=x
3
-7x

2
+13x-5, 

122

131

325

A . 

9. Решите матричные уравнения:  

а) XA = B, где 
45

23
A , 

86

42
B ,  

б) AX = B, где 
12

64
A , 

31

52
B ,  

в) AXB = C, где 
32

21
A , 

14

32
B , 

24

31
C ,  

г) AX = B и YA = B, где 

012

423

321

A , 

8710

7210

031

B ,  

д) 2A-3X = B, где 
35

12
A , 

31

25
B ,  

е) 3A+2X = E, где 

522

834

621

A  , 

ж) AX+B = C, где 

100

524

312

A , 

41

62

11

B , 

10

65

01

C ,  

з) XA-2B = C, где 

100

110

111

A , 
603

112
B , 

121

501
C . 

10. Найдите ранги следующих матриц: 
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а) 
0000

0000
, б) 

7531

7531

7531

, в) 

1305

1301

1304

, 

г) 

44

33

22

11

, д) 
14

23
, е) 

64

32
, 

ж) 

6101

412

141

, з) 

421

243

132

, и) 

2233

4358

2134

1122

. 

11. 

64

021

312

A . При каких  rA = 2? 

12. 

363

22

121

A . При каких  а) rA = 1, б) rA = 2, в) rA = 3? 

13. Найдите собственные значения и собственные векторы квад-

ратных матриц: 

а) 
25

43
; б) 

11

215
; в) 

300

112

332

; 

г) 

212

012

043

; д) 

354

112

001

; е) 

446

454

325

; 

ж) 

520

262

027

.   

и покажите, что собственные векторы матрицы (ж) ортогональны.  

Ответы. 1. а), в), е), ж) – да; б), г), д), з) – нет. 2. а) 3;5, б) 3;6, в) 

m=n — любые натуральные числа. 3. а) 
102

23
, б)

28

61
, в) 
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1021

164
, г) 

200

06
, д) 

3626

1612
, е) 

3423

2014
, ж) 

13

24
, 

з) 
25

46
. 4. а) 

91

83
, б) 

424

5111

321

, в) 
215

213
, г) 

33

110

51

, д) 

644

115

121

, е) 

113

113

111

2

1
, ж) E, з) 

530

619

301

, 

и) C, к) A. 5. 

8110

11244

12133

, 

513

846

2011

, 

203112

77286

552033

261

1
. 

7. 
10

1 n
. 8. а) 

612

42
, б) 

023

115

205

, в) 

000

000

000

. 9. а) 

1832

46
, б) 

20

238

16

1
, в) 

226

2525

70

1
, г) X = A

-1
B, Y = BA

-1
, 

A
-1 

= 

457

568

234

, д) 
13

03
, е) 

733

1246

931

, ж) 

408

1412

5710

8

1
, з) 

015

1210
. 10. а) 0, б) 1, в) 2, г) 1, д) 2, е) 1, ж) 3, з) 2, и) 4. 11. 2. 12. 

а) -4, б)  -4, в) ни при каких. 13. а) -2; 7; (-4;5), (1;1), б) -2; 8; (-3;1), 

(7;1), в) -1; 3; 4; (1;1;0), (-9;7;4), (-3;2;0), г) -1;2;5; (3;3;-2), (0;0;1), 

(6;-3;4), д) -2;1;4 (0;-1;1), (1;0;-2), (0;1;5), е) 1;2;3; (1;1;2), (1;0;1), (1;2;2), 

ж) 3;6;9. 

§1.3. Системы линейных уравнений 

1. Решите системы по формулам Крамера, матричным способом, 

методом Гаусса: 

а) 
;1935

,827

yx

yx
 б) 

;852

,1143

yx

yx
 в) 

;0143

,0132

21

21

xx

xx
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г) 

;13523

,3342

,23

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 д) 

;6

,5323

,02

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 е) ,

;637

21432

,6

zyx

zyx

zyx

 

ж) 

;543

,523

,624

zyx

zyx

zyx

 з) 

;23

,523

,232

zyx

zyx

yx

 и) 

.732

,13

,123

zyx

yx

zyx

 

2. Исследуйте системы и в случае совместности решите их методом 

Гаусса или Жордана-Гаусса: 

а) 
;523

,3436

321

321

xxx

xxx
 б) 

;06

,0432

432

4321

xxx

xxxx
 

в) 

;235

,67

,143

,132

yx

yx

yx

yx

 г) 

;0277

,143

,5323

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

д) 

;183

,072

,942

,3323

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

 е) 

;75747

,42435

,123

,222

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

 

ж) 

;5283

,723

,327

,232

4321

4321

421

4321

xxxx

xxxx

xxx

xxxx

 з) 

;857495

,13574

,32232

,0532

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

и) 

;527

.17498

,10343

,322

,534

321

321

321

321

321

xxx

xxx

xxx

xxx

xxx

 к) 

.34

,1223

,32

,05652

,12

54321

54321

54321

54321

54321

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

xxxxx

 

3. Решите однородные системы уравнений: 

а) 

;0234

,0345

,023

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 б)

;055

,0

,032

321

321

321

xxx

xxx

xxx
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в)

;02

,0845

,032

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

 г)

;032

,05

,0

4321

431

4321

xxxx

xxx

xxxx

 

д)

.0475

,023

,0557

,03

4321

4321

4321

4321

xxxx

xxxx

xxxx

xxxx

  

Ответы. 1. а) (2;3), б) (-1;2), в) (1;-1), г) (2;-1;1), д) (4;5;-3), е) 

(0;3;-3), ж) (2;1;0), з) (1;0;-1), и) (-1;0;2). 2. а) (с;-
5

7
;
5

9
-

2

3
с), б) (с 1 ; с 2 ; 

52 21 cc ; 121 cc ), в) (1; -1), г) Ø, д) (1; 0; 2), е) (5с-5;7с-7;с;0), ж) 

Ø, з) Ø, и) (0; -1; 2), к) ( c
ccc

;
2

1;0;
2

1;
2

). 3. а) (с; -2с; с), б) (0; 0; 0), 

в)( ccc
4

3
;0;

4

1
; ), г)( 22121

4

1
;

4

5
;; ccccc ), д) (

3

4
;

3

5
;; 2121

21

cccc
cc ). 



 10 

Глава 2. ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА  

§2.1. Линейные операции над векторами  

1. Даны точки А(3;2;0), В(4;0;1), С(-5;0;2), D(-8;6;-1). Проверьте, 

CDAB  или CDАВ . Какой из векторов длиннее и во сколько 

раз?  

2. При каких значениях  и  векторы kjiа 3  и 

kjib 312  коллинеарны? 

3. По данным векторам а  и b  постройте векторы 2 а , -3 b , bа , 

bа , bа 23 . 

4. Постройте параллелограмм на векторах jiОА  и 

jкОВ 3 , найдите длины его диагоналей. 

5. Даны три последовательные вершины параллелограмма А(1;-2;3), 

В(3;2;1) и С(6;4;4). Найдите его четвертую вершину D. 

6. Вектор длины 32 составляет с осями координат равные острые 

углы. Найдите эти углы. 

7. Вектор составляет с осями ОY и ОZ углы 60  и 120 . Какой угол 

он составляет с осью ОX?  

8. На оси ОZ найдите точку, равноудаленную от А(4;-1;2) и 

В(0;2;-1). 

9. Покажите, что АВСD – параллелограмм, если А(0;2;-3), В(3;1;1), 

С(4;-5;2), D(1;-4;-2). 

10. Докажите, что АВСD — трапеция, если bаAB 2 , 

baBC 4 , baCD 35 . 

11. Определите координаты центра тяжести треугольника АВС, ес-

ли А(5;1;12), В(11;3;8), С(2;5;0).  

12. Найдите орт вектора a (12;-4;3) и его направляющие косину-

сы. Острые или тупые углы образует вектор с осями координат?  

Ответы. 1. CD длиннее в 3 раза; CDAB . 2. -4; -9. 4. 6 ; 18 . 

5. (4;0;6). 6. 
3

1
arccos . 7. 45  или 135 . 8. 

3

8
;0;0 . 11. 

3

20
;3;6 . 12. 

13

3
;

13

4
;

13

12
.  
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§2.2. Скалярное произведение векторов  

1. Упростите выражение
2

222 kikkjjji . 

2. Найдите углы треугольника с вершинами А(2;-1;3), В(1;1;1), 

С(0;0;5) и проекцию AB  на BC . 

3. При каком значении m векторы kjima 3  и kmjib 2  

перпендикулярны?  

4. Найдите угол между диагоналями параллелограмма, построенно-

го на векторах a=(2;1;0) и b=(0;-2;1). 

5. Найдите baba 6523 , если 4a , 6b , 
3

,ba . 

6. Найдите длину вектора bac 23 , если 3a , 4b , 

120,ba . 

7. Найдите проекцию вектора ca  на вектор cb , если 

kjia 63 , kjib 54 , kjic 243 . 

8. Даны векторы )1;1;1(a , )5;1;3(b , )4;3;2(c . 

Найдите вектор x , если известно, что ax , bx  и 1cx . 

Ответы. 1. 2. 2. B=C=45 ;
2

3
. 3. 3. 4. 90 . 5. -96. 6. 73 . 7. 

89

5
. 

8. ( 3;-1;2) . 

§2.3. Векторное произведение векторов  

1. Упростите выражения:  

а) jkjijikkji )43()23()32( ; 

б) acbbcbaccba )()()( ; 

в) )()()()2( bacbacba ; 

г) )(4)(3)(2 jikkijkji . 

2. Дан треугольник с вершинами А(1;-2;8), В(0;0;4), С(6;2;0). Най-

дите его площадь и высоту ВD. 

3. Найдите площадь параллелограмма, построенного на векторах 

nma 2  и nmb 2 , где m  и n  - единичные векторы, образую-

щие угол 30 . 
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4. Найдите ba , если 10a , 3b , 18ba .  

5. Даны точки А(-3;1;2), В(4;0;-1), С(-2;3;0). 

Найдите CABCAB )32( . 

6. Найдите площадь параллелограмма, построенного на векторах 

)5;3;1(a  и )3;1;2(b . 

7. Найдите площадь параллелограмма, диагоналями которого слу-

жат векторы nm2  и nm 54 , где 1nm , 45,nm . 

Ответы. 1. а) ;46 ki  б) ;2 ca  в) ca ; г) 3. 2. ;57  
3

212
. 3. 

1,5 4. 24. 5. (-40;-55;-75). 6. 390 . 7. 1,5 2 .  

§2.4. Смешанное произведение векторов  

1. Найдите смешанное произведение векторов kjia , 

kjib , kjic 432 . Правой или левой является тройка 

cba ,, ? 

2. Покажите, что векторы )2;3;7(a , )8;7;3(b , )1;1;1(c  

компланарны. 

3. Покажите, что точки А(5;7;-2), B(3;1;-1), С(9;4;-4) и D(1;5;0) ле-

жат в одной плоскости. 

4. Дана пирамида с вершинами О(0;0;0), А(5;2;0), В(2;5;0) и 

С(1;2;4). Найдите еѐ объем, площадь грани АВС и длину высоты, опу-

щенной на эту грань. 

5. Найдите объѐм параллелепипеда, построенного на векторах 

jia 43 , kjb 3 , kjc 52 . Правой или левой является тройка 

cba ,, ? 

Ответы. 1. 4; правая. 4. V = 14; 
3

37
H . 5. 51; левая. 
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Глава 3. АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЕОМЕТРИЯ 

§3.1. Прямая на плоскости 

1. Составьте уравнение прямой, проходящей через точку  

К(-3;1) параллельно вектору a  = (4;-1). Найдите угловой коэффициент 

этой прямой и точки ее пересечения с осями координат. Лежат ли на ней 

точки А(-3;1) и В(5;-1)? 

2. Дана прямая х-3у+6=0. Найдите: а) ее угловой коэффициент, б) 

ее нормальный вектор, в) точки пересечения с осями координат, г) пло-

щадь треугольника, заключенного между этой прямой и осями коорди-

нат, д) точку пересечения этой прямой с прямой 5х-2у-9=0. 

3. Среди прямых: а) 4х-2у+3=0, б) х+2у-7=0, в) у=2х+5, г) 

5х+10у+1=0, д) у=
2

1
х, е) -6х+3у+5=0 укажите параллельные и пер-

пендикулярные. 

4. Составьте уравнение прямой, проходящей через точку А(2;5) и 

отсекающей на оси ординат отрезок в = 7. 

5. Найдите прямую, проходящую через точку пересечения прямых 

х+2у+1=0, 2х+у+2=0 и образующую угол 135
о
 с осью Ох. 

6. Даны сторона прямоугольника 3x4у+5=0 и две его вершины 

А(1;-3) и С(1;2). Составьте уравнения остальных сторон. 

7. Составьте уравнения прямых, проходящих через точку пересече-

ния прямых 2х-у-5=0 и 3х+2у+3=0 а) параллельно оси Ох; б) параллель-

ные оси Оу; в) параллельно прямой 5х-2у+3=0; г) перпендикулярно пря-

мой 7х+3у-1=0. 

8. Найдите точку пересечения медиан и точку пересечения высот 

треугольника с вершинами А(-4;2), В(2;-5), С(5;0). 

9. В треугольнике с вершинами А(0;-4), В(3;0), С(0;6) составьте 

уравнения стороны АВ, высоты СН, медианы BM, биссектрисы AK, 

найдите длину высоты CH и расстояние от вершины С до биссектрисы 

АК. 

10. Составьте уравнения сторон треугольника, зная его вершину 

А(0;2) и уравнения высот х + у = 4 и у = 2х. 

11. Найдите проекцию В точки А (5; 7) на прямую  

х+2у-4=0 и точку С, симметричную точке А относительно данной пря-

мой. 

12. Составьте уравнения биссектрис углов между прямыми 

3х+4у-20=0 и 8х+6у-5=0. 

13. Найдите расстояние от точки М(2:-1) до прямой, отсекающей на 

осях координат отрезки а = 8, в = 6. 
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14. При каком значении m прямые 7х-2у-5=0, х+7у-8=0 и 

mх+mу-8=0 пересекаются в одной точке? 

15. Постройте треугольник со сторонами x+y-4=0, 3x-y=0, x-3y-8=0. 

Найдите его углы и площадь.  

Ответы. 1. х+4у-1=0; k=-
4

1
; 

4

1
;0 , (1;0); да. 2. а) 

3

1
; б) (1; 3); в) 

(0;2), (-6;0); г) 6; д) (3;3). 3. параллельны а,в,е; б,г,д; перпендикулярны 

а,г; в,б 4. х+у-7=0. 5. х+у+1=0. 6. 3х-4у-15=0, 4х+3у+5=0, 4х+3у-10=0. 7. 

а) у=-3, б) х=1, в) 5х-2у-11=0, г) 3х-7у-22=0. 8. (1;-1), (
3

8
;-2). 9. АВ: 

4х-3у-12=0; СН: 3х+4у-24=0; ВМ: х+3у-3=0; АК: 3х-у-4=0; СН=6; 10 . 

10. х-у+2=0, х+2у-4=0; 2х+у-8=0. 11. В(2;1), С(-1;-5). 12. 14х+14у-45=0, 

2х-2у+35=0. 13. 4,4. 14. 4. 15. tgА=
3

4
, tgB=tgC=2, S=16. 

§3.2. Кривые второго порядка 

1. Найдите центр и радиус окружности, проходящей через точки 

А(-1;5), В(-2;-2), С(5;5). 

2. Дана точка А(-4; 6). Составьте уравнение окружности, диаметром 

которой служит отрезок ОА. 

3. Составьте уравнение окружности, касающейся осей координат и 

проходящей через точку А(1;2). 

4. Составьте уравнение окружности, проходящей через точки 

А(7;7) и В(-2;4), если ее центр лежит на прямой 2х-у-2=0. 

5. Составьте уравнения касательных к окружности 

(х-3)
2
+(у+2)

2
=25, проведенных в точках пересечения ее с прямой 

х-у+2=0. 

6. Постройте эллипс х
2
+4у

2
=16, найдите его фокусы и эксцентриси-

тет. 

7. Запишите каноническое уравнение эллипса, зная, что а) расстоя-

ние между фокусами равно 8, а малая полуось в=3; б) большая полуось 

а=6, а эксцентриситет =0,5. 

8. Эллипс, симметричный относительно осей координат, проходит 

через точки М(2; 3 ) и В(0;2). Напишите его уравнение и найдите рас-

стояние точки М от фокусов. 

9. Эллипс, отнесенный к осям, проходит через точку М(1;1) и имеет 

эксцентриситет =
5

3
. Составьте уравнение эллипса. 

10. Составьте уравнение эллипса, у которого длина большой оси 

равна 2, а фокусы F1(0;0) и F2(1;1). 
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11. Постройте гиперболу х
2
-4у

2
=18 и ее асимптоты. Найдите фоку-

сы, эксцентриситет и угол между асимптотами. 

12. Составьте каноническое уравнение гиперболы, зная, что а) рас-

стояние между фокусами равно 10, а между вершинами 8; б) действи-

тельная полуось равна 52 , а эксцентриситет 2,1 . 

13. Напишите каноническое уравнение гиперболы, зная, что рас-

стояния одной из ее вершин от фокусов равны 9 и 1. 

14. Докажите, что длина перпендикуляра, опущенного из фокуса на 

одну из асимптот гиперболы, равна мнимой полуоси. 

15. Дан эллипс 9х
2
+25у

2
=1. Напишите уравнение софокусной рав-

нобочной гиперболы. 

16. Определите траекторию точки М, которая движется так, что ос-

тается вдвое дальше от точки F(-8;0), чем от прямой x= 2. 

17. Постройте параболы, заданные уравнениями: а) у
2
=4х, б) у

2
=-4х, 

в) х
2
=4у, г) x

2
=-4y, а также их фокусы и директрисы. Запишите уравне-

ния директрис. 

18. Напишите уравнение окружности, имеющей центр в фокусе па-

раболы у
2
=8х и касающейся ее директрисы. Найдите точки пересечения 

параболы и окружности. 

19. Составьте уравнение геометрического места точек, одинаково 

удаленных от точки F(2;0) и от прямой у = 2. Найдите вершину парабо-

лы, точки пересечения ее с Ох, постройте ее. 

20. Используя параллельный перенос осей координат, приведите 

уравнения к каноническому виду; постройте кривые: 

а) 2х
2
+5у

2 
-12х+10у+13=0; 

б) х
2
-у

2
+6х+4у-4=0; 

в) у
2
+4у=2х; 

г) 36х
2
+36у

2
-36х-24у-23=0; 

д) 16х
2
+25у

2
-32х+50у-359=0; 

е) 
4

1
х

2
-

9

1
у

2 
-х+

3

2
у-1=0; 

ж) х
2
+4у

2
-4х 8у+8=0; 

з) х
2
+4у

2
+8у+5=0; 

и) х
2
-у

2
-6х+9=0; 

к) 2х
2
-4х+2у-3=0; 

л) х
2
-6х+8=0; 

м) х
2
+2х+5=0. 

21. Дайте геометрическую иллюстрацию системы неравенств: 

а)

;0

,0

,922

y

x

yx

 б)
;2

,1622

x

yx
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в)
;2

,25)3()2( 22

x

yx
 г)

;22

,294 22

yx

xyx
 

д)

;2

,02

,6722

x

yx

yyx

 е)

.4

,2

,42

yx

yx

xxy

 

Ответы. 1. (2;1); 5. 2. х
2
+у

2
+4х-6у=0. 3. (х-1)

2
+(у-1)

2
=1 или 

(х-5)
2
+(у-5)

2
=25. 4. (х-3)

2
+(у-4)

2
=25. 5. 3х-4у+8=0, 4х-3у+7=0 6. а=4, в=2, 

с=2 3 , =
2

3
. 7. а) 

25

2x
+

9

2y
=1; б) 

36

2x
+

27

2y
=1. 8. 

16

2x
+

4

2y
=1, 

r=4 3 . 9. 16х
2
+25у

2
=41. 10. 3х

2
+3у

2
-2ху-2х-2у-1=0. 11. =

2

5
; 53

о
8'. 

12. а) 
16

2x
-

9

2y
=1, б)

20

2x
-

4

2y
=1 13. 

16

2x
-

9

2y
=1 или 

9

2x
-

16

2y
=1. 15. 

х
2
-у

2
=

225

8
. 16. 

16

2x
-

48

2y
=1. 18. (х-2)

2
+у

2
=16; (2; 4). 19. у=х-

4

2x
; О1(2;1). 

20. а) 
5

2X
+

2

2Y
=1, О1(3;-1); б) X

2
-Y

2
=9, О1(-3;2); в) Y

2
=2X; г) X

2
+Y

2
=1, 

О1(
2

1
;

3

1
); д) 

25

2X
+

16

2Y
=1, О1(1;-1); е) 

4

2X
-

9

2Y
=1, О1(2;3); ж) точка 

(2;1); з) 
1

2X
+

4
1

2Y
=-1 (мнимый эллипс), и) Y= X (пара пересекающих-

ся прямых), О1(3;0); к) X
2
=–Y, О1(1;

2

5
); л) прямые х=2, х=4; м)  (мни-

мые прямые). 

§3.3. Прямая и плоскость в пространстве 

1. Постройте плоскости: а) 4х+2у+3z-12=0; б) 5х-у+2z-10=0; в) 

3х+у-2z=0; г) 2х-3z-6=0; д) 3у-z=0; е) 3х-5=0. 

2. Даны точки М1(0;-1;3) и М2(1;3;5). Составьте уравнения: а) пря-

мой М1М2; б) плоскости, проходящей через точку М1 перпендикулярно 

М1М2. 

3. Найдите уравнение плоскости, проходящей через начало коорди-

нат параллельно плоскости 3х-2у+z+7=0. 
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4. Найдите уравнение плоскости, проходящей а) через точки 

Р(4;-2;1), Q(2;4;-3) и начало координат; б) через ось Оу и точку (4;0;3); 

в) через точку М(0;2;1) параллельно векторам a =(1;1;1) и b =(1;1;-1). 

5. Какой угол образует плоскость х+у+2z-4=0 а) с вектором 

a =(1;2;1); б) с прямой 
2

1x
=

1

3y
=

3

z
; в) с плоскостью 3х-у+3z-5=0; 

г) с плоскостью 2х-z+3=0; д) с плоскостью 2х+2у+4z+5=0. 

6. Найдите расстояние плоскости х-2у-2z+4=0 а) от точки А(5;1;-1); 

б) от плоскости 2х-4у-4z+5=0. 

7. Составьте канонические и параметрические уравнения прямой, 

проходящей через начало координат а) перпендикулярно плоскости 

3х-5у+2z-3=0; б) параллельно прямой 
2

4x
=

1

2y
=

5

z
. 

8. Составьте канонические и параметрические уравнения прямых, 

заданных общими уравнениями 

0522

,04

zyx

zyx
 и 

.0632

,04

zyx

zyx
 

Найдите угол между этими прямыми. 

9. Покажите, что прямые 
2

x
=

3

y
=

1

z
 и 

zy

zx

1

,1
 перпендикулярны. 

10. Составьте уравнения прямой, проходящей через точку (-4;3;0) 

параллельно прямой 
.02

,042

zyx

zyx
 

11. Покажите, что прямая 
2

1x
=

1

1y
=

3

3z
 параллельна плоско-

сти 2х+у-z=0, а прямая 
2

1x
=

1

1y
=

3

3z
 лежит в этой плоскости. 

12. Найдите точку пересечения прямой и плоскости: 

а)
2

1x
=

1

2y
=

3

z
 и 3х-у+4z-24=0; б)

3

2x
=

2

1y
=

1

3z
 и х-2у+z-5=0. 

13. Найдите точку, симметричную точке М(1;1;1) относительно 

прямой 
2

1x
=

3

y
=

1

1z
. 

14. Найдите точку, симметричную точке М(1;1;1) относительно 

плоскости х+у-2z-6=0. 
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15. Покажите, что прямые 
12

,2

zy

zx
 и 

3

2x
=

1

4y
=

1

2z
 пере-

секаются, и составьте уравнение плоскости, в которой они расположе-

ны. 

Ответы. 2. а) 
1

x
=

4

1y
=

2

3z
; б) х+4у+2z-2=0. 3. 3х-2у+z=0. 4. а) 

х+7у+10z=0; б) 3х-4z=0; в) х-у+2=0. 5. а) arcsin
6

5
; б) arcsin

212

7
; в) 

arccos
114

8
; г) 90

о
; д) 0

о
. 6. а) 3; б) 0,5. 7. а) 

3

x
=

5

y
=

2

z
; tx 3 , 

,5ty  tz 2 ; б) 
512

zyx
; tztytx 5,,2 . 8. arccos

26

11
. 10. 

53

3

1

4 zyx
. 12. а) (3;-3;3); б)(1;-1;2). 13. (

7

22
;

7

4
;

7

9
). 14. (3;3;-3). 

15. х+2у-5z=0. 
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Глава 4. ПРЕДЕЛ ФУНКЦИИ. НЕПРЕРЫВНОСТЬ 

§4.1. Предел функции 

Найдите следующие пределы: 

1. 

а) 
1

3
24

2

3

lim
xx

x

x

; 
б) x

x

arcsinlim
2

1

; 
в) 

1

22
2

2

1
lim

x

xx

x

; 

г) 
43

35
23

2

0
lim

xx

xx

x

; д) 
xtgx 3

2
lim

0

; е) 
2

1

2

0
lim

x
x

e

x
; 

ж) 3

8

3
2

1
lim x

x x
; з) 

x

x

x

ln
lim

0

; и) 
)42(

1
lim

2 xctgx

. 

2. 

а) 
37

123
2

2

lim
xx

xx

x

; б) 
32

134
3

24

lim
xx

xx

x

; 

в) 
xxx

xx

x 2

43
35

2

lim ; г) 
32

23

2348

57610
lim

xxx

xxx

x

; 

д) 
11463

98752
235

234

lim
xxx

xxxx

x

; е) 
12

34 2

lim
n

n

n

; 

ж) 
31

56

2
lim

x

x

x

; з) 
1

1
3 2

lim
x

x

x

; 

и) 
34

3 26

29

5
lim

xx

xx

x

; к) 
1

...321
2lim

n

n

x

; 

л) 
n

n

x ...321

)12(...531
lim ; м) x

x x

x
1

2

2

3
1

2
lim . 

3. 

а) 
xx

xxx

x
2

235

0

5
lim ; б) 

32

1
2

2

1
lim

xx

x

x

; 

в) 
67

128
2

2

6
lim

xx

xx

x

; г) 
154

23
2

2

1
lim

xx

xx

x

; 

д) 
654

273
2

2

2
lim

xx

xx

x

; е) 
56

127
2

2

5
lim

xx

xx

x

; 



 20 

ж) 
34

23
4

3

1
lim

xx

xx

x

; з) 
4

862

4
lim

x

xx

x

; 

и) 
1

5523
3

234

1
lim

x

xxxx

x

; к) 
2

43
23

24

2
lim

xxx

xx

x

; 

л) 
152

335
2

23

3
lim

xx

xxx

x

.  

4. 

а) 
12

252

5
lim

x

x

x

; б) 
21

92

3
lim

x

x

x

; 

в) 
x

xx

x

11
lim

0

; г) 
37

132
lim

2 x

x

x

; 

д) 
xx

xx

x 342

1332

1
lim ; е) 

113
0

lim
x

x

x

; 

ж) 
2

8

3
8

lim
x

x

x

; з) 
3

8 2

31
lim

x

x

x

; 

и) 
11

113

0
lim

x

x

x

; к) 
1

1
3

4

1
lim

x

x

x

. 

5. 

а) )56( 2

lim xxx
x

; б) )45( 22

lim xxxx
x

; 

в) 
9

6

3

1
2

3
lim

xxx

; г) 
2

4 16

18

4

1
lim

xxx

. 

6. 

а) 
x

x

x 3

5sin
lim

0

; б) 
tgx

x

x

6sin
lim

0

; 

в) 
xtg

x

x 2

5
lim

0

; г) 
xarctg

x

x 3

arcsin
lim

0

; 

д) 
x

x

x 3cos1

5cos1
lim

0

; е) 
x

xtgx

x
3

0 sin

sin
lim ; 

ж) 
39

sin
lim

0 x

x

x

; з) 
x

x
x

1
sinlim ; 

и) 
1

)1sin(
3

1
lim

x

x

x

; к) 
xx

x

x sin

4cos1
lim

0

; 
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л) 
x

x

x 5sin

3sin
lim ; м) 

x

tgxtgx

x 2sin

11
lim ; 

н) 
14

)21arcsin(
2

2

1
lim

x

x

x

; о) 
x

x

x
2

cos
lim

2

; 

п) 
x

xx

x
4

cossin
lim

4

.  

7. 

а) 

x

x x

x

3

1
lim ; б) x

x

x

1

0

)31(lim ; 

в) 

n

n n

3
2

1lim ; г) x

x

x

1

0

)sin1(lim ; 

д) 

2

43

12
lim

x

x x

x
; е) 

2

0

3sin
lim

x

x x

x
; 

ж) 9

1

3

2

)4(lim x

x

x ; з) x

x

x

1

0

)(coslim ; 

и) 

x

x x

x

23

15
lim ; к) 

x

x xx

xx

2

13
2

2

lim . 

8. 

а) 
x

x

x

)41ln(
lim

0

; б) )ln)1(ln(lim xxx
x

; 

в) 
x

e x

x 3

1
lim

0

; г) 
)21(ln

3sin
2

2

0
lim

x

x

x

; 

д) 
)41ln(

12

0
lim

x

e x

x

; е) 
)1ln(

cosln
2

0
lim

x

x

x

; 

ж) 
x

ex

x ln

)1sin( 1

1
lim .  

Ответы. 1. а) 0; б) 
6

; в) ; г) 0; д) ; е) 0; ж) 
8

1
; з) ; и) 0. 2. а) 

3; б) ; в) 0; г) –5; д) 0; е) 1; ж) 6; з) 0; и) 
3

1
; к) 

2

1
; л) 2; м) –1.3. а) 0; б) 

2

1
; в) 

5

4
; г) 

3

5
; д) 

44

15
; е) ; ж) 

2

1
; з) 2; и) 

3

1
; к) –

7

20
; л) 

4

13
.4. а) –40; 
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б) 24; в) 1; г) 6; д) –
2

1
; е) 3; ж) 12; з) –2; и) 

3

2
; к) 

4

3
. 5. а) 3; б) 2; в) 

9

1
; 

г) –
8

1
.6. а) 

3

5
; б) 6; в) 

2

5
; г) 

3

1
; д) 

9

25
; е) 

2

1
; ж) 6; з) 1; и) 

3

1
; к) 8; л) 

5

3
; 

м) –
2

1
; н) –

2

1
; о) 

2

1
; п) –

4

2
. 7. а) е 4 ; б) е 3 ; в) е 6 ; г) е; д) 0; е) 9; ж) 

е 6

1

; з) 1; и) + ;0; к) е 4 .8. а) 4; б) 1; в) –
3

1
; г) 

4

9
 д) –

2

1
; е) –

2

1
; ж) 1. 

§4.2. Непрерывность функции 

Исследуйте непрерывность функции, найдите точки разрыва, ука-

жите характер разрыва, постройте график функции в окрестности точки 

разрыва. 

1. 
4

8

x
y . 2. 

x

x
y

sin
. 

3. 
1

3
2x

x
y . 4. 

34

3
2 xx

x
y . 

5. 
7

1sin
2 xx

x
y . 6. 

x

x
y

sin
. 

7. 
2

2

x

x
y . 8. 

1

322

x

xx
y . 

9. 
3

3

x

x
xy . 10. 

x
y

1

1
arctg . 

11. xy

1

21 . 12. 

12

12
1

1

x

x

y . 

13. 
.0,2

,0,13

x

xx
y  14. 

.0,2

,0,3

xx

xx
y  

15. 

.3,6

,3,
3

92

x

x
x

x

y  16. 

.1,23

,13,

,3,
3

1

2

xx

xx

x
x

y  
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17. 

.3,
3

,30,1

,02,1

,2,4

2

2

x
x

x

xx

xx

xx

y   

Ответы. 1. 4x  – точка разрыва II рода. 2. 0x  – точка устра-

нимого разрыва. 3. Функция непрерывна. 4. 3x  – точка устранимого 

разрыва. 5. Функция непрерывна. 6. 0x  – точка устранимого разрыва, 

)0,( nZnnx  – точки разрыва II рода. 7. 2x  – точка разрыва I 

рода. 8. 1x  – точка устранимого разрыва. 9. 3x  – точка разрыва 

I рода. 10. 1x  – точка разрыва I рода. 11. 0x  – точка разрыва II ро-

да. 12. 0x  – точка разрыва I рода. 13. 0x  – точка устранимого раз-

рыва. 14. 0x  – точка разрыва I рода. 15. Функция непрерывна. 16. 

3x  – точка разрыва II рода. 17. 2x  – точка разрыва I рода, 3x  

– точка разрыва II рода. 
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Глава 5. ПРОИЗВОДНАЯ И ДИФФЕРЕНЦИАЛ 

§5.1. Дифференцирование функций 

Найдите производные функций: 

1. 54
2

3

3

2
2

5

1 2345 xxxxxy . 2. 
532 5

1

3

1

2

1

xxx
y . 

3. xxxy 234 3 24 3 . 4. 2ln
x

y . 

5. xxy cos2
. 6. 

bax

bax
y . 

7. 
xx

xx
y

cossin

cossin
. 8. tttty cos)2(sin2 2

. 

9. 
3

ln
3

3 x
xxy . 10. 

xe

x
y

5

. 

11. 
2

arctg1 2 xxx
y . 12. 

2
sin

x
y . 

13. )43cos( xy . 14. xy 3cos . 

15. xxy 44 cossin . 16. 324 xxy . 

17. 
32 72xy . 18. xxxy 3ctg3ctg3

. 

19. 
x

x
y

cos

sin2

. 20. 22cos xy . 

21. 65ln 2 xxy . 22. xy lnln . 

23. xy 2ln . 24. 4
sin

x

ay . 

25. xey 2sin
. 26. xey

2cos . 

27. xy 2arcsin . 28. 
2

1
arcsin

x
y . 

29. xy arctg . 30. 
x

y
1

arctg . 

31. xy arccos . 32. 14arctg xy . 

33. xy lnarctg . 34. 
x

y
2ln

1
. 

35. xy 5tg2
. 36. 

2

5 xey . 
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37. xy sinlg . 38. 
4223 xy . 

39. 3 3bxay . 40. 
5

sin23 xy . 

41. 3 yyz . 42. 
xx

y
cos

1

cos3

1
3

. 

43. 
xx

xx

ee

ee
y ln . 

44. 
3

4
2

tg5

arctg
3

2

x

y . 

45. 
x

xx
y

2sin2

cos

2
lntg

2

1
. 46. x

x

x
y sinarctg2

sin1

sin1
ln . 

Найдите производные степенно-показательных функций: 

47. xxy cos
. 48. 

x
xy sin . 

49. x xy . 50. xxy . 

51. 
x

xy arctg . 52. 
x

xy
sin

cos . 

Найдите производные функций, заданных неявно: 

53. 333 ayx . 54. yxy tg . 

55. yxe y
. 56. xyy sin3,0 . 

57. 
y

x
xy arctg . 58. xy yx . 

Найдите производные 
dx

dy
 и 

2

2

dx

yd
 функций, заданных параметри-

чески: 

59. 
.

,ln
3ty

tx
 60. 

.1ln

,arctg
2ty

tx
 

61. 
.1

,arcsin
2ty

tx
 62. 

.sin

,cos
3

3

tay

tax
 

63. 
.sin

,2cos
2 ty

tx
 64. 

.
2

1

,arctg

2ty

tx

 

Найдите n-ю производную от функций: 

65. xey 3
. 66. xy 1ln . 

67. 
x

y
1

1
. 68. xy sin . 

69. Заменяя приращение функции дифференциалом, приближенно 

вычислите: а) 05,1arctg ;  б) 
2,0e ;  в) 01,1ln . 
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Ответы. 1. 4328 234 xxxx . 2. 
643

111

xxx
. 3. 

xxx

123
34

. 4. 
2x

. 5. )sincos2( xxxx . 6. 
2

2

bax

ab
. 7. 

2
cossin

2

xx
. 8. tt sin2 . 9. xx ln3 2 . 10. 

xe

xx 545
. 11. xxarctg . 12. 

2
cos

2

1 x
. 13. )43sin(4 x . 14. xxsincos3 2 . 15. x4sin . 16. 

32

12

4

3

xx

x
. 17. 

22 7212 xx . 18. x4ctg3 . 19. )1(secsin 2 xx . 20. 

22sin2 xx . 21. 
65

52
2 xx

x
. 22. 

xx ln

1
. 23. 

x

xln2
. 24. a

x
a

x

ln
4

cos
4

1
4

sin

. 

25. xxe 2sin2cos2 . 26. 
xxe

2cos2sin . 27. 
241

2

x
. 28. 

1

2

4xx
. 29. 

)1(2

1

xx
. 30. 

1

1
2x

. 31. 
2

1

xx
. 32. 

2342

1

xx
. 33. 

)ln1(

1
2 xx

. 34. 
xx 3ln

2
. 35. xx 5sec5tg10 2

. 36. 
2

10 xxe . 37. 

ex lgctg . 38. 
322316 xx . 39. 

3 23

2

bxa

bx
. 40. 

4
sin23cos10 xx . 

41. 
3

2
6

21

yyy

y
. 42. 

x

x
4

3

cos

sin
. 43. 

xx ee 22

4
. 44. 

xsin45

1
. 45. 

x3sin

1
. 46. 

xx sincos

2
. 47. 

x

x
xxx x cos

lnsincos . 48. 

xxxx
x

ctgsinlnsin . 49. 
2

ln1

x

x
xx . 50. xx

x
ln

2

1
12

1

. 

51.
xx

x
xx

x

arctg1
lnarctgarctg

2
. 

52. xxxxx
x

tgsincoslncoscos
sin

. 53. 
2

2

y

x
. 54. 

yx

yy
2

2

cos1

cos
. 55. 
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1

1

1

1

yxe y
. 56. 

ycos310

10
. 57. 

22

22

1

1

yx

yx

x

y
. 58. 

x

y

xxy

yyx

ln

ln
. 

59. 39t . 60. 22 2t . 61. 21 t . 62. 
tta sincos3

1
4

. 63. 0 . 64. 

22 311 tt . 65. xn
e 33 . 66. 

n

n

x

n

1

!1
1

1
. 67. 

1

1

1

!1
n

n

x

n
. 68. 

2
sin nx . 69. а) 0,81; б) 1,2; в) 0,01. 

§5.2. Правило Лопиталя-Бернулли 

Вычислите пределы, используя правило Лопиталя-Бернулли: 

1. 
2

2

2

133
lim

xx

xx

x
. 2. 

5
lim

x

e x

x
. 

3. 
xx

xx

x 2

203
lim

2

23

2
. 4. 

xx

xx

x sin

sintg
lim

0
. 

5. 
x

x

x 3tg

tg
lim

2

. 6. 
32

2

0 5

sin
lim

xx

xex x

x
. 

7. 
4

ln
lim

x

x

x
. 8. 

xxx sin

11
lim

0
. 

9. 1lnlnlim
1

xx
x

. 10. 
xx

x

x ln

1

1
lim

1
. 

11. 
6

5

3

1
lim

23 xxxx
. 

12. 

2
sin1

1
lim

1 x

x

x
. 

13. 
2

tg1lim
1

x
x

x
. 14. xx

x

1

lim . 

15. x

x
x

0
lim . 16. 

x

x x

tg

0

1
lim . 

17. 
x

x
x

sin

0
ctglim . 18. 

x

x

x

x

cos1
1

sin
lim

0
. 
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Ответы. 1. –3. 2. . 3. –12. 4. 3. 5. 3. 6. 
5

2
. 7. 0. 8. 0. 9. 0. 10. 

2

1
. 11. 

5

1
. 12. . 13. 

2
. 14. 1. 15. 1. 16. 1. 17. 1. 18. 

3

1

e
. 

§5.3. Исследование функций с помощью производных 

1. Определите промежутки возрастания и убывания функций: 

а) 
241 xxy ; б) 32 xxy ; 

в) 
2x

x
y ; г) xxy ln . 

2. Исследуйте на экстремум функции: 

а) 233 23 xxxy ; б) 

8

4

2x
y ; 

в) 
xexy 2

; г) xxy arctg . 

3. Найдите интервалы вогнутости и точки перегиба графиков 

функций: 

а) 4126 23 xxxy ; б) 
3 3 124 xxy ; 

в) xxy ln2
; г) 

xexy 21 . 

4. Найдите асимптоты кривых: 

а) 
342 xx

x
y ; б) 

1

1

2

2

x

x
y ; 

в) 
xe

y
1

1
; г) xy 1ln . 

5. Исследуйте функции и постройте их графики: 

а) 
23 3xxy ; б) 

1

222

x

xx
y ; 

в) 3 31 xy ; г) xxy tg2 . 

6. Найдите наибольшее и наименьшее значения функций на ука-

занных отрезках: 

а) 1;2,32 24 xxy ; б) 3;1,
4

4
2

2

x

x
y ; в) 1;2,123 2xy . 

7. Из прямоугольников, у которых сумма трех сторон равна 100, 

выберите тот, который имеет наибольшую площадь. 
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8. Определите размеры открытого бассейна с квадратным дном 

объемом V так, чтобы на облицовку его стен и дна пошло наименьшее 

количество материала. 

9. Окно имеет форму прямоугольника, завершенного полукругом. 

Определите размеры окна при заданном периметре, имеющего наи-

большую площадь. 

10. В шар радиуса R вписан цилиндр наибольшего объема. Найдите 

этот объем. 

Ответы. 1. а) 2;  – возрастает, ;2  – убывает; б) 0;  

и ;2  – возрастает, 2;0  – убывает; в) 2;  и ;2  – убывает; г) 

e

1
;0  – убывает, ;

1

e
– возрастает. 2. а) экстремумов нет; б) 

2maxy  при 0x ; в) 0miny  при 0x ,
2max

4

e
y  при 2x ; г) 

экстремумов нет. 3. а) 2;  – выпуклый, ;2  – вогнутый, 12;2M  

– точка перегиба; б) 3;  и 3;0  – вогнутый, 0;3  и ;3  

– выпуклый, точки перегиба 0;32,1M  и 0;0O ; в) 
3

1
;0

e

 – вы-

пуклый, ;
1

3e

 – вогнутый, 
33 2

3
;

1

ee
M  – точка перегиба; г) 

3;  и ;1  – вогнутый, 1;3  – выпуклый, точки перегиба 

31

10
;3
e

M  и 
e

M
2

;12 . 4. а) 1x , 3x , 0y ; б) 1x , xy  

(левая), xy  (правая); в) 0x , 1y  (левая), 0y  (правая); г) 

1x . 5. а) 0maxy  при 0x , 4miny  при 2x , точка перегиба 

2;1M ; б) 2maxy  при 0x , 2miny  при 2x , асимптоты 1x , 

1xy ; в) точки перегиба 1;01M  и 0;12M , асимптота xy ; г) 

функция нечетная, ky 21
2

max  при kx
4

, 

ky 21
2

3
min  при kx

4

3
, точки перегиба kkM k 2; , асим-

птоты 
2

12k
x , Zk . 6. а) 2)1(fm , 11)2(fM ; б) 
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13

5
)3(fm , 1)0(fM ; в) 1)0(fm , 3)2(fM .7. 

5025 . 8. 333

4
22

V
VV . 9. Высота прямоугольника равна радиусу 

полукруга. 10. 
33

4 3R
. 
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Глава 6. ИНТЕГРАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 

§6.1. Неопределенный интеграл 

Найдите неопределенные интегралы, применяя основные правила 

интегрирования: 

1. dxxx 386 2 . 2. dxbxa
2

3 . 

3. dx
x

xxxx
4

3456 3323
. 4. dxxxx 11 . 

5. dx
x

xx

3 2

22 21
. 6. 

72x

dx
. 

7. 
102x

dx
. 8. 

28 x

dx
. 

9. 
xx

dxx
22 sincos

2cos
. 10. dx

x

x
2

2

sin

4tg3
. 

11. dx
x

x
2

3

sin

sin1
. 12. dxx2ctg . 

13. dx
x

x
x

3

4
34 . 14. dx

xx

x
2

2

1

1
. 

Найдите неопределенные интегралы, используя свойство диффе-

ренциала bkxd
k

dx
1

: 

15. dxex 3
. 16. 

4x

dx
. 17. dxx3 11 . 

18. dxx
8

cos . 19. dxx5sin . 20. dxx43 . 

21. 

9
cos 2 x

dx
. 

22. 
169 2x

dx
. 23. 

2251 x

dx
. 

24. 

54 2x

dx
. 25. dxe x 34

. 26. 
15xe

dx
. 

27. 
x

dx

71
. 28. dxx

6
35 . 29. 

3
32 x

dx
. 
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30. dx
x

4

3

2
1 . 

31. 

34
sin2 x

dx
. 

32. 
52x

dx
. 

Найдите неопределенные интегралы, используя подведение под 

знак дифференциала: 

33. dx
x

x2ln
. 34. dxxe x sincos . 35. dxxxcossin6 . 

36. dxxctg . 37. dx
x

e x

2

arctg

1
. 38. dx

x

x

21

arccos
. 

39. 
x

dxx
5cos

sin
. 40. dx

x

e x

2

tg

cos
. 41. dx

x

x3
. 

42. dx
x

x
2cos

sin21
. 43. 

38

3

x

dxx
. 44. 

x

x

e

dxe

25

. 

45. 
514

6

x

dxx
. 46. 

27

6

x

dxx
. 

47. dx
x

x
3

2

1
sin

. 

48. dx
x

x

2

1

3
. 

49. dx
x

xx

21

arcsin
. 50. dx

x

x

4

32
2

. 

51. dx
xx

x

ln

3ln
. 52. dx

x

x3 ln2
. 53. dxxx 44 561 . 

54. 
5

ln51 xx

dx
. 55. 

x

x

e

dxe
4

4

25
. 56. 

x

dxx

2cos5

2sin
2

. 

Найдите неопределенные интегралы, используя метод интегриро-

вания по частям: 

57. dxxxcos . 58. dxxx 2sin . 59. dxxe x
. 

60. dxxln  61. dxxxx ln232
. 62. dxxarcsin . 

63. dxxxarctg . 64. 
x

xdx
2cos

. 65. dx
x

xx
3sin

cos
. 

66. dxex

x

22
. 67. dxxx 2ln . 68. dxxe x sin . 

Найдите неопределенные интегралы от рациональных дробей: 

69. 
x

dx

3
. 70. 

2
23x

dx
. 71. 

2

12

x

dxx
. 
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72. 
x

dxx

1

4

. 73. 
322 xx

dx
. 74. 

22

2
2 xx

dxx
. 

75. dx
xx

xx

106

3
2

23

. 76. dx
xx

xxx

137

147
2

23

. 77. 
322

5
2 xx

dxx
. 

78. dx
xxx

xx

431

91412 2

. 79. dx
xx

xx

4

8
3

45

. 80. dx
xx

x
23

3 1
. 

81. 
xxxx

dxxx

341

32
24

2

. 82. 
521

332
2

2

xxx

dxxx
. 83. 

1

1
23

4

xxx

dxx
. 

Найдите неопределенные интегралы от иррациональных функций: 

84. 
225 xx

dx
. 85. 

2912 2xx

dx
. 86. 

225

118

xx

dxx
. 

87. 
194

52

2 xx

dxx
. 88. 

1

3

x

dxx
. 89. 

2

1

xx

dxx
. 

90. 
3 11 x

dx
. 91. 

3 xx

dxx
. 92. 

)1(33 xx

dx
. 

93. 
4 xx

dx
. 94. 

43 2 xx

dxx
. 95. dx

x

x
2

21
. 

96. .
1

4

2

dx
x

x
 97. 

922 xx

dx
. 

98. dx
x

x
6

32 )9(
. 

Найдите неопределѐнные интегралы от тригонометрических функ-

ций: 

99. xdxx 7cos4cos . 100. xdxx 6sin4sin . 101. dx
xx

3

2
cos

3
sin . 

102. xdxx 23 cossin . 103. 
x

xdx
5

3

sin

cos
. 104. 

3cos

sin3

x

xdx
. 

105. xdx2cos . 106. xdx4sin . 107. xdx6cos . 

108. 
x

dx
4cos

. 109. dx
x

x
2

4

cos

sin
. 110. xdxctg 4 . 

111. 
x

dx

cos35
. 112. 

xx

dx

cos4sin3
. 113. 

xx

dx

cos3sin5
. 

Ответы. 1. Сxxx 342 23
. 2. C

xbabx
xa

72

724
2 . 

3. С
x

xxxx
3

23 1
ln3 . 4. Сx

xx

5

2 2

. 
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5. Сx
xxxx 3

3234

6
7

3

13

3
. 6. С

x
arctg

77

1
. 7. 

С
x

x

10

10
ln

102

1
. 8. С

x

22
arcsin . 9. ctgxtgxС . 

10. Сctgxtgx 43 . 11. Сctgxxcos . 12. ctgxxС . 

13. С
x

x 2

4ln

43
. 14. Сarctgxx 2ln . 15. Сex 3 . 16. Сx 4ln . 

17. С
x

4

)11(33 4

. 18. Сx )
8

sin( . 19. xС 5cos
5

1
. 20. С

x

3ln4

34

. 

21. С
x

tg
9

9 . 22. С
x

arctg
4

3

12

1
. 23. Сx5arcsin

5

1
. 

24. Сxx 542ln
2

1 2
. 25. Сe x 34

4

1
. 26. 

xeС 51

5

1
. 

27. xС 71ln
7

1
. 28. С

x

35

)35( 7

. 29. С
x 2)32(6

1
. 

30. 4
7)

2
1(

7

8 x
С . 31. С

x
ctg )

34
(3 . 32. Сx 52 . 33. С

x

3

ln3

. 

34. xeС cos . 35. С
x

7

sin7

. 36. Сxsinln . 37. Сearctgx . 

38.
2

arccos 2 x
С . 39. С

x4cos4

1
. 40. Сetgx . 41. С

x

3ln

32
. 

42. С
x

x

cos

2sin
. 43. Cxx 3ln

4

1 84
. 44. С

e x

5
arcsin . 

45. С
x

arctg
557

1 7

. 46. Сx 2ln
7

1 7
. 47. С

x2

1
cos

2

1
. 48. 

3ln

3

1

x

С . 

49. Сx
x 2

2

1
2

arcsin
. 50. Сxx 7)2)(2(ln

4

1
. 

51. Сxx ln6ln
3

2 3
. 52. Сx 3

4

)ln2(
4

3
. 53. 4

5

5 )61(
75

2
xС . 

54.
4)ln51(20

1

x
С . 55. Сe x )25ln(

8

1 4
. 56. С

x

x

52cos

52cos
ln

54

1
. 

57. Сxxx cossin . 58. Сxxx 2cos
2

1
2sin

4

1
. 59. )1(xeС x

. 
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60. Сxx )1(ln . 61. Сx
xx

xx
xx

2
4

3

9
ln)2

2

3

3
(

2323

. 

62. Сxxx 21arcsin . 63. С
x

arctgx
x

22

12

. 64. Сxxtgx cosln . 

65. )
sin

(
2

1
2

ctgx
x

x
С . 66. СxxeС

x

)84(2 22 . 

67. Сxxxxx 2222

4

1
ln

2

1
ln

2

1
. 68. Сxxe x )cos(sin

2

1
. 

69. xС 3ln . 70. 
)23(3

1

x
С . 71. Сxx 2ln32 . 

72. xx
xxx

С 1ln
234

234

. 73. С
x

arctg
2

1

2

1
 

74. Сxarctgxx )1()22ln(
2

1 2
. 

75. Сxarctgxxxx )3(46)106ln(3617
2

3 22
. 

76. С
x

arctgxx
x

3

72

3

7
)137ln(

2

1

2

2
2

 

77. С
x

arctgxx
5

12

52

9
)322ln(

4

1 2
. 78. С

x

xx
7

54

)3(

)4()1(
ln . 

79. С
x

xx
x

xx
3

5223

)2(

)2(
ln4

23
. 80. С

x

x

x
x

2)1(
ln

1
. 

81. С
x

xx

x

)3)(1(
ln

1

1
. 82. С

x
arctg

x

xx

2

1

2

1

1

)52(
ln

32

. 

83. Сarctgx
x

xx

1

1
ln

2

)1(

2

2

. 84. 
2251ln xxxС . 

85. С
x

2

23
arcsin

3

1
. 86. 

6

1
arcsin3258 2 x

xxС . 

87. Сxxxxx 194
4

5
194498ln

16

61 22
. 

88. Сxxx
x

)16865(
35

12 23
. 89. С

x
arctgx

2

2
222 . 

90. Сxxx 33

1

3

2

11ln3)1(3)1(
2

3
. 
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91. Сxxxx
xx

x 1ln6632
2

3

5

6 663

3 26 5

. 

92. Сxx 1ln33 33 . 93. Сxxx )1ln(442 44 . 

94. Сxxx )1ln22(
5

6 12 512 56 5
. 95. x

x

x
С arcsin

1 2

. 

96.
3

32

3

)1(

x

x
С . 97. С

x

x

9

92

. 98. 
5

52

45

)9(

x

x
С . 

99. Сxx 11sin
22

1
3sin

6

1
. 100. Сxx 10sin

20

1
2sin

4

1
. 

101. Сx
x

cos
2

1

3
cos

2

3
. 102. Сxx )5cos3(cos

15

1 23
. 103. 

4

4xctg
C . 

104. Сxx
x

3cosln8cos3
2

cos2

. 105. С
xx

4

2sin

2
. 

106. Сxxx 4sin
32

1
2sin

4

1

8

3
 

107. Сxxxx )
8

15
cos

4

5
(cos2sin

12

1

16

5 24 . 108. Сxtgtgx 3

3

1
. 

109. Сxxtgx
2

3
2sin

4

1
. 110. Сctgxxctgx 3

3

1
. 

111. С
x

tgarctg )
2

2(
2

1
. 112. С

x
tg

x
tg

2

1

2

2

1

2ln
5

1
. 113. С

x
tg

arctg
15

1
2

2

15

2
. 

§6.2. Определѐнный интеграл и его приложения. 
Несобственные интегралы 

Вычислите определѐнные интегралы: 

1. 
1

0

.1 dxx  2. .
)511(

1

2

3x

dx
 3. .

1

1
9

4

dx
x

x
 

4. .)1( 4
1

0

dxee xx
 5. 

1

0

22
.

)1(x

xdx
 6. 

e

xx

dx

1
2

.
ln1

 

7. 

3

1

.
ln1

e

xx

dx
 8. 

1

0

2
.

54xx

dx
 9. 

4

2

3

3

.
sin

cos

x

xdx  
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10. 
1

0
2

.
23 xx

dx  
11. 

2

0

.cos xdxx  12. 
3

4

2
.

sin x

xdx
 

13. 
1

0

.)1ln(
e

dxx  14. 
2

1

0

.arcsin xdx  15. 
3

0

.xarctgxdx  

16. 
9

4

.
1x

dxx
 17. 

8

3

.
1 x

xdx
 18. 

29

3
3 2

3 2

.
)2(3

)2(

x

dxx  

19. 
2

0 cossin1 xx

dx
 20. 

0

.
cos23 t

dt
 

21. .
11

2

2

2

2

dx
x

x  

Вычислите несобственные интегралы (или установите их расходи-

мость): 

22. 
1

2
.

x

dx
 23. 

2

ln
dx

x

x
 24. 

21 x

dx
 

25. 
0

sin xdx  26. 
942 xx

dx
 27. 

0

2 1
dx

x

arctgx
 

28. 
0

2

dxxe x
 29. 

1

0 x

dx
 30. 

2

1

0

2ln xx

dx
 

31. 
2

0

ctgxdx  32. 
2

1

.
x

dx
 33. 

3

0

2
.

)1(x

dx  

Вычислите площади фигур, ограниченных линиями: 

34. 
3

2x
y , 2

3

2
4 xy . 35. ,

1

1
2x

y
2

2x
y . 

36. ,23 xy .2xy  37. ,2xy ,
2

2x
y .2xy  

38. ,2xy .3xy  39. ,ln xy .ln 2 xy  

40. ,082622 yxyx  

1062 xxy  (две фигуры). 
41. )cos1(a . 

42. cos2 . 43. .sin4 2
 

44. .3cosa  45. ,cos tax tby sin (эллипс). 

46. )sin( ttax , 

)cos1( tay , 20 t (одна 

47. tax 3cos , tay 3sin  (аст-

роида). 
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арка циклоиды), .0y  

Найдите объѐмы тел, образованных вращением фигур, ограничен-

ных заданными линиями, вокруг указанных осей координат: 

48. ,4 2xy ,0y 0x )0(x ,а) вокруг Ox; б) вокруг Oy. 

49. ,xey ,0x ,1x ,0y  a) вокруг Ox; б) вокруг Oy. 

50. ,12xy ,0y ,1x ,2x  а) вокруг Ox; б) вокруг Oy 

51. ,sin xy ,0 x вокруг Ox. 

52. ,3xy ,8y ,8y вокруг Oy. 

Вычислите длины дуг кривых: 

53. 32 xy  от точки О (0;0) до точки А (4;8). 

54. ,cosln xy  отсечѐнной прямыми ,0x  
6

x . 

55. ,)2(
9

4 32 xy  отсечѐнной прямой .1x  

56. ,cos3 tax  tay 3sin  (астроида). 

57. ),sin( ttax  ),cos1( tay 20 t  (одна арка циклоиды). 

58. )cos1(4  (кардиоида). 

59. ae от 0  до .  

Ответы. 1. ).18(
3

2  2. .
72

7
3. .

3

2
7  4. .)1(2,0 5e  5. .

4

1
 6. .

2
 7. 2. 8. 

.
7

1
arctg  9. ).1247(

32

3 3  10. .
6

 11. .1
2

 12. .
2

3
ln

2

1

36

)349(  13. 1. 14. 

.1
2

3

12
 15. .

2

3
35arctg  16. .2ln27  17. .

3

32  18. .
2

33
8  19. .2ln  

20. 
5

. 21. .
4

1  22. 1. 23. Расходится. 24. .  25. Расходится. 26. .
5

 

27. .
8

2

 28. .
2

1
 29. 2. 30. 

2ln

1
. 31. Расходится. 32.Расходится. 33. Расхо-

дится. 34. .
3

32
 35. .

3

1

2
 36. .

3

2
10  37. 4. 38. .2ln2

2

3
 39. .3 e  40. 

3

1

2
; .

3

1

2

3
 41. .

2

3 2a  42. .
2

9
 43. 6 . 44. .

4

1 2a  45. .ab  46. .3 2a  

47. .
8

3 2a  48. а) ;
15

256
 б) 8  49. а) ;

2

)1( 2e
 б) 2 . 50. а)

15

178
; б)

2

21
. 51. 
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.
2

2

 52. 4,38 . 53. ).11010(
27

8
 54. .3ln

2

1
 55. .

3

28
 56. 6а. 57. 8а. 58. 32. 

59. ).1(2 ea  
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Глава 7. ФУНКЦИИ НЕСКОЛЬКИХ ПЕРЕМЕННЫХ 

§7.1. Частные производные и полный дифференциал 

1. Найдите и изобразите области определения функций: 

а) ;1 22 yxz  б) );ln( yxz  

в) ;
1

22 yx
y  г) ;11 22 yxz  

д) );ln( 2 yxz  е) .
1

1

1

yx
z  

2. Найдите частные производные и полные дифференциалы функ-

ций: 

а) ;333 axyyxz  б) ;
yx

yx
z  

в) ;
x

y
z  г) 22 yxz ; 

д) );ln( 22 yxxz  е) ;
x

y
arctgz  

ж) ;yxz  з) ;
sin

x

y

ez  

и) .sinln
y

ax
z   

3. Вычислите приближѐнно: 

а) ;)98,0( 01,2
 

б) ;)93,2()05,4( 22
 

в) ).09,09,0ln( 33
 

4. Покажите, что ,
22

xy

z

yx

z
 ,

3

2

3

2

3

xyx

z

xy

z

yx

z
 если 

а) ;223 46534 yyxyxxz  

б) .2334 544375 yyxyxyxz  

5. Покажите, что данные функции удовлетворяют заданным урав-

нениям: 

а) );32(3 yxtgz  ;023
y

z

x

z  
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б) );ln( 22 yxz  ;0
y

z
x

x

z
y  

в) ;
zy

yx
xu  ;1

z

u

y

u

x

u
 

г) ;
y

x
arctgz  ;0

2

2

2

2

y

z

x

z
 

д) ;x

y

ez  ;0)(
2

2
22

y

z
y

x

z
x

x
 

е) );ln( yexz  ;0
2

22

x

z

y

z

yx

z

x

z
 

ж) ;x

y

xez  .02
2

2
2

2

2

2
2

y

z
y

yx

z
xy

x

z
x  

6. Составьте уравнения касательной плоскости и нормали к по-

верхностям: 

а) 
22 42 yxz  в точке );4;1;2(  

б) yxyyz 93 2
 в точке );3;3;1(  

в) 
x

y
z sin  в точке ).0;;1(  

§7.2. Экстремумы функций двух переменных. 

Исследуйте на экстремум следующие функции: 

7. yxyxyxz 3222
. 

8. 22)(4 yxyxz . 

9. 568 33 xyyxz . 

10. xyxyxz 623
. 

11. )12ln(ln2
6

ln3 yxy
x

z . 

12. )( 22 yxez
x

. 

Найдите наибольшее и наименьшее значения функции в области D: 

13. ,22 yxxyyxz

.3

,0

,0

:

yx

y

x

D   
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14. ,2 xyxz  
.30

,11
:

y

x
D  

15. ,
2

2

xy
x

z  

.3

,
3:

2

y

x
y

D  

16. ,22 yxz  .4: 22 yxD  

17. ),4( yxxyz  

.6

,0

,1

:

yx

y

x

D  

§7.3. Производная по направлению. Градиент 

18. Как изменяется функция 
223 32 yxyxz в точке )2;1( в на-

правлении ji 86 ? 

19. ).2ln( 32 yxz  Найдите направление наибольшего возрастания 

функции z в точке ).1;3(  

20. .arcsin xyz  Найдите угол между градиентами этой функции в 

точках )0;1( и ).4;0(  

21. Найдите точку, в которой градиент функции )
1

ln(
y

xz  равен 

.
9

16
ji  

22. Найдите наибольшую скорость возрастания функции 

)( 2xyarctgz  в точке ).1;2(  

23. Сравните скорость изменения функции xyxz 22  в точке 

)2;1(  в направлении jia 43  и в направлении .43 jib  Како-

ва наибольшая скорость изменения функции в точке А? Каково направ-

ление наибольшего возрастания функции? 

Ответы. 1. а) единичный круг с центром в начале координат; б) 

полуплоскость, расположенная над прямой ;0yx  в) вся плоскость 

за исключением начала координат; г) квадрат ,11 x  ;11 y  д) 

часть плоскости, расположенная выше параболы ;2xy  е) вся плос-

кость за исключением точек прямых x=1 и y=0. 2. a) ),(3 2 ayx
x

z
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);(3 2 axy
y

z  б) ,
)(

2
2yx

y

x

z
 ;

)(

2
2yx

x

y

z
 в) ,

2x

y

x

z
 ;

1

xy

z
 г) 

;
22 yx

x

x

z
 ;

22 yx

y

y

z
 д) ;

1

22 yxx

z
 

;

)( 2222 yxxyx

y

y

z
 е) ,

22 yx

y

x

z
 ;

22 yx

x

y

z
 ж) 

;1yyx
x

z
 ;ln xx

y

z y
 з) ;cos

sin

2 x

y
e

x

y

x

z
x

y

 ;cos
1 sin

x

y
e

xy

z
x

y

 

и) ;
1

y

ax
ctg

yx

z
 .

2 y

ax
ctg

yy

ax

y

z
 3. a) 0,96; б) 4,998; в)-0,3. 6. 

a) ;0488 zyx  ;
1

4

8

1

8

2 zyx
 б) ;03927 zyx  

;
1

3

9

3

27

1 zyx
 в) ;0zyx  .

11

1 zyx  7. .
9

21
)

3

4
;

3

1
(minz  

8. 82;2maxz . 9. .4)
2

1
;1(minz  10. 36)3;3(minz , 

36)3;3(maxz . 11. .47,32ln5)4;6(maxz  12. .
2

)0;2(min
e

z  13. 

);3;0()0;3(6 zz  ).1;1(1 zm  14. )3;1(4 z , 

)3;1(2 zm . 15. );3;3(5,13 z  )3;3(5,4 zm . 16. 

)0;2()0;2(4 zz ; ).2;0()2;0(4 zzm  17. 

);
3

4
;

3

4
(

27

64
z  ).3;3(18 zm  18. Убывает, .2,15

e

z
 19. 

.
19

3

19

12
ji  20. .900

 21. );
4

3
;

3

7
(  ).

4

3
;

3

1
(  22. 0,82. 23. 21

a

z
 

(убывает), 
5

2
2

b

z
 (возрастает), 5.наиб в направлении 

.2 ji  
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Глава 8. ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

§8.1. Дифференциальные уравнения I порядка 

1. Проверьте, является ли указанная функция решением данного 

уравнения: 

a) 0, yxyCxy ; б) 0,sin yyxy ; 

в) 1sincos,cos2sin xyxyxxy ; г) yxyyxCxy 24,4 . 

Проинтегрируйте дифференциальные уравнения с разделяющимися 

переменными. Если даны начальные условия, найдите частные реше-

ния: 

2. 5)3(,0 yxdxydy . 3. 1)0(,0)52( yydxdyx . 

4. 10)6(,3 yyy . 5. 4)0(,021 yyxy . 

6. 02921 yxyx , 

0)0(y . 

7. dydxxdyxdx 23 . 

8. 
5

1
)(,055sec yyxy . 9. 1

2
,1 yytgxy . 

10. 1)(,
ln

ey
x

y
yx . 11. 0)2()2( dyyxydxxxy . 

Проинтегрируйте однородные дифференциальные уравнения: 

12. 2422 xyyxy . 13. 0)()( dyyxdxyx . 

14. 0)22()22( dyxxydxyxy . 15. ydyydxxdy . 

16. 0
x

y
xtgyyx . 17. 

2225 yxyyx . 

18. x
x

y
y

x

y
yx coscos . 19. )lnln1( xyyyx . 

Проинтегрируйте линейные дифференциальные уравнения и урав-

нения Бернулли: 

20. xyy 42 . 21. 
545 xeyxy . 

22. 0)0(,sec yxytgxy . 23. 
2

sinsinsin
x

xyxy . 

24. 1ln xyyx . 25. 02xyyyx . 

26. 0
23 xeyxyy . 27. xyyyx ln2

. 
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28. 0)1(42 xxyyy . 29. yxyyx 24 . 

30. Определите тип дифференциального уравнения: 

а) )( 223 xyyyx ; б) yeey xx2
; 

в) 
x

y
y

1
; г) )1()1( 22 xxxyyx ; 

д) xyyxy 22 33
; е) 0ydxxdy ; 

ж) 
2

22

x

yxyx
y ; з) 

x

y
tg

x

yyx
; 

и) xyxy sin1cos ; к) 02)1( 2 xydxdyx . 

Ответы. 1. а) да; б) нет; в) да; г) нет. 2. Cxy 22
; 1622 xy . 

3.
52x

c
y ; 

52

5

x
y . 4. Cxy 62

; 6462 xy . 5. 

21 xxCy ; 214 xxy . 6. )1sin(3 2xCy ; 

)11sin(3 2xy . 7. )12(ln
4

5

2

3
xCxy . 8. 

xCey 5sin
; 

xey 5sin

5

1
. 9. 1sin xCy ; 1sin2 xy . 10. xCy ln ; xy ln . 11. 

Cyx )1()1( 22
. 12. 084 22 Cxxy . 13. 

Cyx
x

y
arctg 22ln . 14. Cyxxy )(  15. C

y

x
yln . 16. 

C
x

y
x sin . 17. Cxxy lnsin5 . 18. Cx

x

y
lnsin . 19. 

Cxxey . 20. 

122 xCey x
. 21. 

5

)( xeCxy . 22. 
x

x
y

cos
. 23. 

22
sin2

x
tgC

x
y . 24. 

x

C
xy ln . 25. 

Cxx
y

ln

1
. 26. 

Cx

e
y

x

2

2

2 . 27. 1)1(ln Cxxy . 28. 
xCeyx 2224 . 29. 

24 )(ln Cxxy . 30. в), е), к) – с разделяющимися переменными; а), 

ж), з) – однородные; б), г), и) – линейные; д) – Бернулли. 
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§8.2. Дифференциальные уравнения, допускающие 
понижение порядка 

Найдите общие решения или общие интегралы дифференциальных 

уравнений: 

1. xxy sin . 2. xy IV . 

3. 0yyx . 4. 01)1( 22 yyx . 

5. 
x

y
yyx ln . 6. 12 yxyx . 

7. 
32

1

y
y . 8. 

2yyy . 

9. 
22 yyyyy . 10. 0)1( yyyy . 

Найдите решения, удовлетворяющие заданным начальным услови-

ям: 

11. ;13yy  y=1, y =1 при x=0,5. 

12. ;12yyy  y=1, y =1 при x=0. 

13. ;ln2
1

)ln1( xy
x

xy  y=0,5, y =1 при x=1. 

14. ;0)1(2 yyyy  y=2, y =2 при x=0. 

15. ;02 yyxyx  y=2, y =1 при x=2. 

Ответы. 1. 21

3

sin
6

cxcx
x

y . 

2. 43

2

2

3

1

5

120
CxCxCxC

x
y . 3. xCCy ln21 . 

4. 211

2

1 ln)1( CxCCxCy . 5. 2

1
2

11
1)( CeCxCy

C

x

. 

6. 21

2 ln)(ln
2

1
CxCxy . 7. 

2

1
2

2

1
2

1
xC

CyC . 8. 
xC

eCy 2

1 . 

9. 2

11

ln
1

C
Cy

y

C
x . 10. 

2

1

1
2

C
eCy

xC
. 11. 142 22 xy . 

12. 1xy . 13. 
2

2x
y . 14. 

xey 2 . 15. 
4

ln2
2x

y . 
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§8.3. Линейные дифференциальные уравнения 2-го и 
высших порядков с постоянными коэффициентами 

Найдите общие решения линейных однородных дифференциаль-

ных уравнений: 

1. 016'' yy . 2. 0'3'' yy . 

3. 03'2'' yyy . 4. 04'4'' yyy . 

5. 016'' yy . 6. 020'4'' yyy . 

7. 05'8'' yyy . 8. 0''4 yy IV
. 

9. 0'3''3''' yyyy . 10. 0''43 yyy IVVI
. 

Найдите частные решения уравнений, удовлетворяющие указан-

ным начальным условиям: 

11. 02'3'' yyy ; y(0)=1, 10'y . 

12. 04'' yy ; ,00y 20'y . 

Определите вид частных решений неоднородных дифференциаль-

ных уравнений: 

13. 1'2'' 2xyy . 14.
xxeyy 3''' . 

15.
xxeyy 3''' . 16. 34'' 3xyy . 

17. xyy 2cos4'' . 18. xxxyyy cos2sin'4'3'' . 

19
xeyyy 39'6'' . 20. xexxxeyyy xx 2sin2cos5'2'' 2

. 

Найдите общие решения линейных неоднородных дифференциаль-

ных уравнений: 

21.
24'4'' xyyy . 22. 

xeyyy 2'2'' . 

23.
xeyy '' . 24. xyy cos'' . 

25.
xxeyyy 26''' . 26. xyyy 2sin82''' . 

27.
xexyy 25''' .  28.

xx eeyyy '2'' . 

29.
xIV eyyy '''''2 . 30. xyy IV 4cos''' . 

Найдите частные решения, удовлетворяющие заданным начальным 

условиям: 

31. xyy 12''' ; 10'0 yy . 

32. 1'2'' xeyy x
; 20'0 yy . 

33. xyy sin4'' ; 10'0 yy . 

34. xyyyy '2''2''' ; 00''0'0 yyy . 
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Ответы. 1. 
xx eCeCy 4

2

4

1 . 2. 
xeCCy 3

21 . 

3.
xx eCeCy 3

21 . 4. xCCey x

21

2
. 5. xCxCy 4sin4cos 21 . 

6. xCxCey x 4sin4cos 21

2
. 7. 

2
sin

2
cos 21

x
C

x
Cey x . 

8. xCxCxCCy 2sin2cos 4321 . 9. 
2

321 xCxCCey x
. 

10. xCxCeCeCxCCy xx sincos 654

2

321 . 11. 
xey . 

12. xy 2sin . 13. xCBxAx 2
. 14. 

xeBAx . 15. 
xxeBAx . 

16. DCxBxAx 33 . 17. xxBxA 2sin2cos . 

18. xDCxxBAx cossin . 19. 23 xAe x . 

20. xFExDxxCBxAxxe x 2sin2cos 22
. 

21. 342
8

1 22

21 xxexCCy x
. 22. 

xx eexCCy 2

21
9

1
. 

23.
xxx xeeCeCy

2

1
21 . 24. xxxCxCy sin

2

1
sincos 21 . 

25. xxx e
x

xeCeCy 23

2

2

1
25

1

10
. 

26. xxeCeCy xx 2cos2sin3
5

22

21 . 

27. xxeeCCy xx 5
2

5 2

21 . 28. xx eexxCCy
4

1

2

1 2

21 . 

29. xe
x

xCCxCCy
2

2

4321 . 

30. xxeCxCxCCy x 4sin4cos4
1088

1
4

2

321 . 31. 
2xey x

. 

32. xeey xx 12
. 33. xxxy 2sinsin

3

1
2cos . 

34. 2
2

3
sin

3

1

2

3
cos2 xxxeey

x

x
. 
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Глава 9. РЯДЫ 

§9.1. Числовые ряды 

Напишите простейшую формулу n-го члена ряда: 

1. ...
7

1

5

1

3

1
1  2. ...

16

1

9

1

4

1
1  

3. ...
8

1

6

1

4

1

2

1
 4. ...

25

6

16

5

9

4

4

3
 

5. ...
8

4

4

3

2

2
1  6. ...111111  

По известному общему члену ряда an найдите 1-й, 4-й и 7-й члены 

ряда: 

7. 

1
2

23

n

n
na  8. n

n
n

na
2

)1(
 9. 

2

1
)1(2

n

n

na  

Исследуйте сходимость рядов с положительными членами: 

10. 
1 5

21

n

n

n
 11. 

1 13

1

n n

n
 12. 

1 12

1

n n
 

13. 
1

2

n n

n

 14. 
1 12

1

n

n

n

n
 15. 

1 )1(

1

n nn
 

16. 
1 2

1
sin

n n
 17. 

2 ln

1

n nn
 

18. 
1 3

2
)1(

n
n

n
 

19. 
1 13

3

n

n

n

n
 20. 

1

12

13n

n

n

n
 

21. 
1 )1(

2
ln)1(

1

n nn
 

22. 
1

1
1ln

n n
 23. 

1

!

n
n
n

n
 24. 

1 )13)(23(

1

n nn
 

25. 
1 !

1

n n
 26. 

1 1
3

3n n

n
 27. 

1

1
arcsin

n n
 

28. 
1 1

2
2

2

n n

n
 29. 

1 32

13

n

n

n

n
 30. 

1 !

3

n n

n
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Исследуйте сходимость знакочередующихся рядов. В случае схо-

димости исследуйте на абсолютную и условную сходимость. 

31. 
1 12

1
)1(

n n

n

 32. 
1 2

1
)1(

n n

n

 33. 
1 56

)1(

n n

n
n

 

34. 
1 34

)1(

n n

n

 35. 
1 3

)1(

n
n

nn
 36. 

1 12

11)1(
n

n

n

nn  

37. 
1 2

2

3)1(

n n

nn

 38. 
1

ln)1(

n n

n
n

 39. 
1

11
)1(

n nn
tg

n
 

40. 
1 2

2
3

2
)1(

n n

n
n

 41. 
1 )!1(

)1(

n n

n

 42. 
1 )1ln()1(

)1(

n nn

n

 

Ответы. 1. 
12

1

n
. 2. 

2

1

n
. 3. 

n2

1
. 4. 

2
1

2

n

n
. 5. 

12n

n
. 6. 

1
1

n
. 7. 

2

1
; 

17

10
; 

50

19
. 8. 

2

1
; 

4

1
; 

128

7
. 9. 3; 

16

1
; 

49

3
. 10. Сходится. 11. Расхо-

дится. 12. Расходится. 13. Расходится. 14. Сходится 15. Расходится. 16. 

Сходится . 17. Расходится. 18. Сходится. 19. Расходится. 20. Сходится . 

21. Сходится . 22. Расходится. 23. Сходится. 24. Сходится. 25. Сходится. 

26. Сходится. 27. Расходится. 28. Расходится. 29.  Расходится. 30. Схо-

дится. 31. Сходится  условно. 32. Сходится  абсолютно. 33. Расходится. 

34. Сходится  условно. 35. Сходится  абсолютно. 36. Сходится абсолют-

но. 37. Расходится. 38. Сходится  условно. 39. Сходится  абсолютно. 40. 

Расходится. 41. Сходится  абсолютно. 42. Сходится  условно. 

§9.2. Степенные ряды  

Найдите интервалы сходимости степенных рядов, исследуйте схо-

димость на концах интервалов: 

1.

0n

nx . 2. 

1 2n
n

n

n

x
. 3. 

1

1
1

n

nn

n

x
. 

4. 

1

2
121

n

nn
xn . 5. 

1
!

n

n

n

x
. 6. 

1

!

n

nxn . 

7. 

1
21

n

n
x

n

n
. 8. 

1 5

3

n
n

n

n

x
 . 9. 

1

2

9

1

n
n

n

n

x
. 
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10. 

1
2

3

n

n

n

x
. 11. 

1

3

n

nn xn . 12. 

1 212

2

n
n

n

n

x
. 

13. 

1
2 1ln1

1

n

n

nn

x
 14. 

1 3

2!

n
n

n
xn

. 15. 

1

2

4

5

n
n

n
xn

. 

Напишите разложения следующих функций в ряд Маклорена и 

найдите интервалы сходимости: 

16.
2

xx ee
. 17. xex 22 . 18. 2sin x . 

19.
21

1

x
. 20.

21ln x . 21.
x

x

31

31
ln . 

22. 21 x . 23. 3 27 x . 24.
2

x
arctg . 

Пользуясь соответствующими разложениями, вычислите с точно-

стью до 0,001: 

25. 3 10  26. 18sin  27. 
5,0

0

sin
dx

x

x
 28. 

1

0

2

dxe x
 

29. Сколько нужно взять членов ряда ...,
2

)1ln(
2x

xx чтобы 

вычислить ln2 с точностью до 0,01?  До 0,001? 

30. С какой точностью будет вычислено число ,
4

 если воспользо-

ваться рядом ...,
53

53 xx
xarctgx взяв сумму его первых пяти чле-

нов при x=1? 

Ответы. 1. (-1;1). 2. -2;2). 3. (-1;1 . 4. (-1;1). 5. (- ; ). 6. x = 0. 7. (-

2;2). 8. -2;8). 9. (-2;4). 10. -4;-2 . 11. x = -3. 12. 0;4). 13. [-2;0]. 14. x = -2. 

15. (1;9). 16. .,
)!12(0

12

x
n

x

n

n

 17. .,
!

2
)1(

0

1

x
n

x

n

nn
n

 

18. .,
)!12(

)1(
0

)12(2

x
n

x

n

n
n

 19. 1,
0

2 xx
n

n . 20. .1,
1

2

x
n

x

n

n

 

21. .
3

1
,

12

3
2

0

12
12

xx
nn

n
n

 

22.
2

21
2

.1,
!)!2(

)32...(531
)1(

2
1

n

nn xx
n

nx
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23.
2

14

1 .27,
!3

)43...(852
)1(

27
3

n

n

n

n xx
n

nx
 24. 

0
12

12

)12(2
)1(

n
n

n
n

n

x
, 

2x . 25. 2,154. 26. 0,309. 27. 0,493. 28. 0,747. 29. 99; 999. 30. .
11

1
R  
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