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1. МЕХАНИКА 

1.1. Кинематика материальной точки 

Справочные сведения 

Скорость и ускорение материальной точки 
dt

rd
v




, 
2

2

dt

rd

dt

vd
a




, 

r


 – радиус-вектор точки. 

Средняя скорость, среднее ускорение 
2

1
12

)(
1

t

t
dttv

tt
v


, 

2

1
12

)(
1

t

t
dtta

tt
a


. 

Средняя путевая скорость при кусочно-равномерном прямолиней-

ном движении 
N

N

ttt

sss
v

....

....

21

21 . 

Нормальное ускорение 
r

v
an

2

 направлено вдоль нормали к траек-

тории в сторону ее вогнутости; r  – радиус кривизны траектории. 

Тангенциальное (касательное) ускорение 
dt

dv
a  направлено по 

касательной к траектории. 

Модуль скорости 
222

zyx vvvv , модуль ускорения 

222

zyx aaaa ; для плоского движения 
22

tn aaa . 

Угловая скорость 
dt

d



, угловое ускорение 

dt

d



, 


 – вектор 

угла поворота. 

Уравнение равномерного прямолинейного движения vtxx 0 ; 

равномерного вращения t0 . Для равномерного вращения 

2
2

T
, T  – период,  – частота вращения. 
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Уравнения равнопеременного прямолинейного движения: 

atvv 0 , 
2

2

00

at
tvxx ; равнопеременного вращения: t0 , 

2

2

00

t
t . 

Связь линейных и угловых величин при вращательном движении: 

Rv , Ran

2
, Ra . 

Примеры решения задач 

Решение задач по кинематике необходимо начинать с определения 

типа движения тела (материальной точки). Подавляющее большинство 

задач можно отнести к одному из следующих типов простейших движе-

ний материальной точки: прямолинейное равномерное или равнопере-

менное движение, равномерное или равнопеременное вращение. В 

большинстве задач, в особенности в случае криволинейного движения 

на плоскости, следует изобразить на рисунке координатные оси, на-

правления скоростей и ускорений. После этого необходимо выписать 

соответствующие уравнения с учетом условий данной задачи и затем 

решить полученную систему. Рассмотрим методы решения задач по 

кинематике на конкретных примерах. 

Задача 1. На дорогу от пункта А до пункта Б водитель обычно тра-

тит время t = 40 мин. Однако в часы пик, чтобы ехать с привычной ско-

ростью, ему приходится выбирать другой маршрут. Этот путь на 

%20  длиннее и Δt = 12 мин занимают остановки. Все равно води-

тель экономит мин15 . Во сколько раз его скорость в часы пик 

меньше его обычной скорости? 

Решение 

Данная задача относится к случаю равномерного движения и реша-

ется исходя из определения средней скорости. Пусть расстояние от А до 

Б равно s , скорость автомобили в обычное время 1v , а в часы пик 2v . 

Тогда, согласно условию, для движения в обычное время 
1v

s
t . Если 

бы в часы пик автомобиль двигался по прежнему маршруту, то на это 

было бы затрачено время 
2

1
v

s
t , в действительности же с учетом уд-

линения маршрута и движения с обычной скоростью на дорогу было 
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затрачено 
1

2

)1(

v

s
t . С учетом времени, затраченного на остановки и 

сэкономленных минут, получаем уравнение  

ttt 21   t
v

s

v

s

12

)1(
. (1.1.1) 

Подставляя в (1.1.1) tvs 1 , находим 

ttt
v

v
)1(

2

1 . 

Отсюда получаем для отношения скоростей выражение 

t

t

v

v
1

2

1 . 

Подставляя числовые значения, находим 

875,1
40

1215
2,01

2

1

v

v
. 

Таким образом, скорость автомобиля в часы пик в 1,875 раза мень-

ше его скорости в обычное время. 

Задача 2. Пассажир поднимается по неподвижному эскалатору 

метро за время t1 = 3 мин, а по движущемуся вверх эскалатору за время  

t2 = 2 мин. Сможет ли он подняться по эскалатору, движущемуся с той 

же скоростью вниз? Если сможет, то за какое время? 

Решение 

Рассматриваемая задача также относится к типу задач на равномер-

ное движение. Отличие от предыдущей заключается в том, что здесь 

необходимо правильно записывать все скорости в неподвижной системе 

отсчета (относительность движения). Пусть длина эскалатора равна s, а 

скорости эскалатора относительно земли и человека относительно эска-

латора равны соответственно v1 и v2. Тогда для первых двух случаев 

можно написать уравнения равномерного движения 

2

1
v

s
t  , 

21

2
vv

s
t . (1.1.2) 

Аналогично для движения человека по движущемуся ему навстре-

чу эскалатору  

12

3
vv

s
t . (1.1.3)  

Разрешая (1.1.2) относительно скоростей, находим  
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А 

v


 

1
v


 
2

v


 

Б 

  

А  

 

 
Рис. 1.1.1 

1

2
t

s
v , 

12

1
t

s

t

s
v . (1.1.4) 

Подставляя (1.1.4) в (1.1.3) получаем  

21

3

2
t

s

t

s

s
t , откуда после 

несложных алгебраических преобразований следует  

12

21
3

2 tt

tt
t . 

После подстановки числовых значений находим  

минt 6
322

23
3 . 

Полученный ответ означает, что человек сможет подняться по 

движущемуся ему навстречу эскалатору (об этом свидетельствует по-

ложительный знак ответа) и сделает это за 6 минут. 

Задача 3. Самолет совершает прямой и обратный рейсы между 

двумя населенными пунктами. При каком направлении ветра относи-

тельно трассы время полета будет максимальным? минимальным? 

Решение 

Обозначим расстояние между пунктами через s, собственную ско-

рость самолета (относительно воздуха) и скорость ветра (относительно 

земли) соответственно через 1v  и 2v , а углы, которые образуют векторы 

1v


 и 2v


 с вектором v


 скорости самолета относительно земли, через α и 

β соответственно (рис. 1.1.1). Проектируя векторы скоростей на направ-

ления полета самолета и перпендикулярное к нему, получаем уравнения 

coscos 21 vvvАБ  (по ветру), coscos 21 vvvБА  (против ветра),  
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sinsin 21 vv . (1.1.5) 

Общее время движения, очевидно, равно 

coscoscoscos 2121 vv

s

vv

s

v

s

v

s
t

БААБ

. (1.1.6)  

Исключая из (1.1.6) угол α при помощи (1.1.5) и основного триго-

нометрического тождества, преобразуем (1.1.6) к виду 

2

2

2

1

2

2

1

2

2 sin12

vv

v

v
s

t .  

 

Учитывая элементарные свойства тригонометрических функций, 

приходим к выводу, что наименьшее время полета будет в случае, когда 

2
, т.е. когда ветер дует перпендикулярно направлению полета. Если 

же 0  время полета будет максимальным. 

Задача 4. Частица пролетает расстояние мl 2  равномерно, а за-

тем тормозит с ускорением 2
5105

с
мa . При какой начальной скоро-

сти частицы время ее движения от вылета до остановки будет наимень-

шим? 

Решение 

Пусть начальная скорость частицы равна v0. Тогда время ее равно-

мерного движения 
0

1
v

l
t . Из уравнения скорости равнозамедленного 

движения atvv 0  находим время движения 
a

v
t 0

2 . Следовательно, 

общее время движения  

a

v

v

l
ttt 0

0

21 . (1.1.7) 

Исследуем функцию )( 0vt на экстремум:  

alv
av

l
vt 02

0

0 ,0
1

)( . 

Так как производная в окрестности критической точки меняет знак 

с минуса на плюс, полученное значение v0 обеспечивает минимальное 
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время движения частицы от момента вылета до остановки. Подставляя 

числовые значения, получаем:  

с
мм

с
мv 3

2
5

0 102105 . 

Задача 5. Тело, свободно падающее с некоторой высоты, первый 

участок пути проходит за время t, а такой же последний – за время 
2

t
. 

Определить высоту, с которой падало тело. 

Решение 

Пусть все время падения тела равно 1t , тогда высота падения тела 

2

2

1
1

gt
h . (1.1.8) 

За время t тело пролетает расстояние  

2

2gt
h , (1.1.9) 

а за время 
2

1

t
t  – расстояние  

2

2

2

1

1

t
tg

hh . (1.1.10) 

После подстановки (1.1.8) и (1.1.9) в (1.1.10) получаем 
2

1

22

1
2

t
ttt . Решая это уравнение, находим 

4

5
1

t
t , следовательно, 

высота падения тела  

32

25 2

1

gt
h . 

Задача 6. Частица движется в положительном направлении оси X 

так, что ее скорость изменяется по закону xv , где α – положи-

тельная постоянная. Имея в виду, что в момент времени t = 0 она нахо-

дилась в точке x = 0, найти: зависимость скорости и ускорения частицы 

от времени; среднюю скорость частицы за время, в течение которого 

она пройдет l метров пути. 
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Решение 

Согласно определению скорости 
dt

dx
v . Таким образом, закон 

движения частицы можно найти, интегрируя уравнение xx  с на-

чальным условием 0)0(x . Разделяя переменные, получаем dt
x

dx
, 

а после интегрирования Ctx2 . Подстановка начального усло-

вия дает 0C , что позволяет записать закон движения частицы в виде 

4

22t
x . Используя полученный результат, находим зависимости ско-

рости и ускорения от времени: 

24
)(

222 tt
tv , const

t
ta

22
)(

22

. 

Для ответа на последний вопрос задачи определим время, необхо-

димое частице для преодоления  l метров пути: lt
t

l
2

4

22

. 

Тогда, используя определение средней скорости, получаем 

2822
)(

1

2

0

23

0

2

0

2 l

l

t
dt

t

l
dttv

t
v

lt
l

ср . 

Задача 7. Закон движения материальной точки имеет вид 

jtittr


)1(2)( 2
. Найти уравнение траектории, закон изменения 

скорости и ускорения от времени. 

Решение 

Из закона изменения радиус-вектора от времени находим зависи-

мости координат от времени:  

ttx 2)( , 
21)( tty . (1.1.11) 

Исключая из (1.1.11) время, получаем уравнение траектории:  

4
1

2

2x
y

x
t .  

Законы изменения скорости и ускорения от времени находятся по 

определению: 

jti
dt

rd
tv




22)( , j
dt

vd
ta




2)( .  



 10 

Зависимость от времени модулей этих величин устанавливается по 

формулам 

222 44)( tvvtv yx , constaata yx 2)( 22
. 

Задача 8. Угол поворота диска радиусом R изменяется со временем 

по закону 
2624 tt . Определить зависимости от времени угловой 

скорости, углового ускорения и линейной скорости точек, находящихся 

на краю диска. В какой момент времени угол между векторами скорости 

и ускорения будет составлять 45
0
? 

Решение 

Зависимости от времени угловой скорости и углового ускорения 

находим согласно определениям этих величин:  

t
dt

d
t 122)( , 12)(

dt

d
t .  

Для получения зависимости от времени линейной скорости исполь-

зуем связь между линейными и угловыми величинами: 

RtRv )61(2 .  

Вектор скорости в любой момент времени направлен по касательной к 

поверхности диска, а вектор ускорения все время изменяется по величине и 

направлению в соответствии с тем, как меняются нормальное и касательное 

ускорения. Угол между векторами скорости и ускорения будет составлять 

45
0
 в тот момент, когда нормальное ускорение станет равным касательному 

(тогда треугольник ускорений становится равнобедренным).  

Нормальное ускорение можно определить по формуле 

RtRan

22 )61(4 , (1.1.12) 

а касательное – по формуле 

RRa 12 . (1.1.13) 

Приравнивая правые части (1.1.12) и (1.1.13), получаем  

6

13
3)61( 2 tt . 

Задача 9. С самолета, летящего горизонтально со скоростью v0 на 

высоте H, сброшен груз. На какой высоте h скорость груза будет на-

правлена под углом φ к горизонту? Найти радиус кривизны R траекто-

рии на данной высоте. Чему равно расстояние l между грузом и самоле-

том в момент падения груза на землю? 
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Решение 

Направим оси X и Y горизонтально и вертикально вниз. Угол, кото-

рый образует вектор скорости с горизонтом, можно определить из тре-

угольника скоростей (рис. 1.1.2), из которого следует 

x

y

0v

xv

yv
H 

h

s

na

a

 
Рис. 1.1.2 

x

y

v

v
tg . (1.1.14) 

Если пренебречь сопротивлением воздуха, движение по горизонта-

ли будет равномерным со скоростью 0vvx , а по вертикали – равноус-

коренным со скоростью gtvy . Так как перемещение в вертикальном 

направлении за время t составит 
2

2gt
s , то 

gsv
g

s
t y 2

2
.  

Подставляя полученные выражения в (1.1.14), находим  

2

0

2 2

v

gs
tg ,  

а поскольку sHh , то искомая высота определяется по формуле  

g

tgv
Hh

2

22

0 .  
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Для определения радиуса кривизны траектории на данной высоте 

воспользуемся треугольниками скоростей и ускорений. Из рисунка 

(1.1.2) видно, что  

a

a

v

vy
sin , 

a

a

v

v nxcos .  

Поскольку полное ускорение груза равно ускорению свободного 

падения g, нормальное ускорение по определению 
R

v
an

2

, а модуль 

скорости 
2

0

2

0

22 12 tgvgsvvvv yx , получаем  

g

tgv

gv

v
R

gR

v

v

v

x

x
2

3
22

0

32 1
.  

Так как в пренебрежении сопротивлением воздуха горизонтальные 

скорости груза и самолета будут одинаковы, их перемещение друг отно-

сительно друга будет происходить строго по вертикали, и в момент при-

земления груза расстояние между ним и самолетом составит Hl . 

Задача 10. Тело брошено под углом к горизонту так, что его ради-

ус-вектор изменяется по закону  jttittr


)9,425()35()( 2
. Ось X 

направлена вдоль поверхности земли, ось Y – вертикально вверх. Под 

каким углом к горизонту α брошено тело? Какова дальность полета и 

максимальная высота полета тела? Определить радиус кривизны траек-

тории в ее верхней точке. 

Решение 

Из уравнения движения тела можно определить законы изменения 

со временем координат тела:  

ttx 35)( , 
29,425)( ttty . 

Используя определение скорости, находим уравнения проекций 

вектора скорости на оси X и Y:  

const
dt

dx
tvx 3)( , t

dt

dy
tvy 8,92)( . 

В начальный момент времени 3)0(xv , 2)0(yv , следовательно, 

для угла бросания получаем 

1433
3

2

3

2

)0(

)0(
0arctg

v

v
tg

x

y
. 
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В момент приземления y = 0; решая квадратное уравнение, находим 

время полета тела:  

9,4

5,251
0529,4 2,1

2 ttt  . 

Очевидно, моменту приземления соответствует знак плюс перед 

корнем, следовательно, ct 235,1 . Подставляя полученное значение в 

уравнение горизонтального движения, находим дальность полета 

мxxL 7,35235,135)0()235,1( . 

В верхней точке траектории вектор скорости направлен горизон-

тально, следовательно, 0yv , откуда находим время подъема тела до 

верхней точки траектории  

ctt 204,0
8,9

2
08,92 . 

Подставляя найденное значение в уравнение вертикального движе-

ния, находим максимальную высоту подъема тела 

мy 2,5204,09,4204,025)204,0( 2
. 

Так как в верхней точке траектории модуль скорости тела 

с
мvv x 3)0( , а нормальное ускорение равно полному (которое в лю-

бой точке траектории равно ускорению свободного падения g), из опре-

деления нормального ускорения находим радиус кривизны траектории в 

ее верхней точке  

м
g

v

a

v
R x

n

917,0
8,9

3)0( 222

. 

Индивидуальные задания 

Студент проехал половину пути на велосипеде со скоростью 

ч
кмv 151 . Далее треть оставшегося времени он ехал со скоростью 

ч
кмv 102 , а затем до конца пути шел пешком со скоростью 

ч
кмv 53 . Определить среднюю скорость движения студента на всем 

пути.  Ответ: 
ч

км
vvv

vvv
vср 23,9

23

)2(2

321

321 . 
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1.1.2. При падении камня в колодец его удар о поверхность воды 

доносится через 4 с. Принимая скорость звука 
с

мv 330 , определить 

время падения камня и глубину колодца. Ответ:  

c
g

vt

g

v

g

v
t 67,4

2
2

. 

1.1.3. Тело падает с высоты h = 1 км с нулевой начальной скоро-

стью. Пренебрегая сопротивлением воздуха, определить, какой путь 

пройдет тело за две последние секунды падения. Ответ: 

м

t
g

h
g

hs 261
2

2
2

. 

1.1.4. Тело падает с высоты h = 500 м с нулевой начальной скоро-
стью. Пренебрегая сопротивлением воздуха, определить, какое время 
понадобится телу для прохождения последних 200 м падения. Ответ: 

c
g

hh
t 28,2

)200(22
. 

1.1.5. Первое тело брошено вертикально вверх с начальной скоро-

стью 
с

мv 50 . В тот же момент времени вертикально вниз с той же 

начальной скоростью из точки, соответствующей максимальной верх-

ней точке полета hmax первого тела, брошено второе тело. Определить, в 

какой момент времени t и на какой высоте h от поверхности Земли про-

изойдет встреча тел. Ответ: c
g

v
t 20 1027,1

4
, м

g

v
h 56,0

32

7 2

0 . 

1.1.6. Спортсмены бегут колонной длиной l со скоростью v. На-

встречу бежит тренер со скоростью vu . Каждый спортсмен, порав-

нявшись с тренером, разворачивается и начинает бежать назад со скоро-

стью v
2

3
. Какова будет длина колонны, когда все спортсмены развер-

нутся? Ответ: 
vu

uv

ll 2

3

1 . 
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1.1.7. Мяч брошен со скоростью 
с

мv 100  под углом 045  к 

горизонту. Найти радиус кривизны R траектории мяча через 1 с после 

начала движения.  Ответ: м
gv

tggtvv
R 29,6

cos

)sin2(

0

2
3

22

0

2

0 . 

1.1.8. Мяч брошен со скоростью 0v  под углом  к горизонту. Най-

ти 0v  и , если максимальная высота подъема мяча мh 3 , а радиус 

кривизны траектории мяча в этой точке мR 3 . Ответ: 

4454
2 0

R

h
arctg , 

с
м

R

h
gRv 4,9)

2
1(0 . 

1.1.9. Тело брошено со скоростью 
с

мv 200  под углом 030  к 

горизонту. Пренебрегая сопротивлением воздуха, определить нормальное и 

тангенциальное ускорения тела для момента времени ct 2  после начала 

движения. Ответ: 2

0

47,9
cos

cos
с

мtg
v

gt
arctggan , 

2

0

58,2
cos

sin
с

мtg
v

gt
arctgga . 

1.1.10. На высоте h горизонтально с постоянной скоростью летит 

самолет. С земли производится выстрел из орудия, причем скорость 

снаряда v в момент выстрела направлена на самолет под углом α к гори-

зонту. С какой скоростью u  летел самолет, если снаряд поразил цель? 

Ответ: 
22 sin

2
11

2

cos

v

ghv
u . 

1.1.11. Из одной точки в один и тот же момент времени под углом α 

к горизонту бросают два камня со скоростями 1v  и 2v . Какое расстояние 

будет между камнями в тот момент, когда первый из них достигнет наи-

высшей точки подъема? Ответ: sin1
21

g

v
vvs . 

1.1.12. На перроне стоит человек. Мимо него движется поезд. Пер-

вый вагон проехал за время 1 с, второй – за время 1,5 с. Длина вагона 

мl 12 . Найти ускорение a  поезда и его скорость 0v  в начале наблю-

дения. Ответ:  

2

2121

12 2,3
)(

)(2

с
м

tttt

ttl
a , 

с
м

tttt

ttttl
v 6,13

)(

)2(

2121

2

121

2

2
0 . 
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1.1.13. Радиус-вектор материальной точки изменяется со временем 

по закону kjtitr


234 2
. Определить: 1) скорость v


; 2) ускорение 

a


; 3) модуль скорости в момент времени ct 3 . Ответ: jitv


38 , 

ia


8 , 
с

мtv 2,24964 2
. 

1.1.14. Движение материальной точки в плоскости xy  описывается 

законом ctx , )1( btcty , где c и b – положительные постоянные. 

Определить модули скорости и ускорения материальной точки в зави-

симости от времени. Ответ: 2)21(1 btcv , bca 2 . 

1.1.15. Тело начинает движение из точки А и движется сначала 

равноускоренно в течение времени t0, а затем с тем же по модулю уско-

рением – равнозамедленно. Через какое время от начала движения тело 

вернется в точку А? Ответ: 
0)22( tt . 

1.1.16. Точка движется по окружности радиусом смR 30  с посто-

янным угловым ускорением . Определить тангенциальное ускорение 

a  точки, если известно, что за время ct 4  она совершила три оборота 

и в конце третьего оборота ее нормальное ускорение 27,2
с

мan . От-

вет: 22
257,0

122

с
м

tR

a

t
Ra n . 

1.1.17. Колесо радиусом мR 1,0  вращается так, что зависимость 

угловой скорости от времени задается уравнением 

2
4 2(52

с
рад

ABtAt  и )1 5с
рад

B . Определить полное ускоре-

ние точек обода колеса через ct 1  после начала вращения и число 

оборотов, сделанных колесом за это время. Ответ 

2
4423 45,8)52()202(

с
мBtAtBtARa , 48,0

2

BA
N . 

1.1.18. Диск радиусом смR 10  вращается так, что зависимость 

линейной скорости точек, лежащих на ободе диска, от времени задается 

уравнением 2BtAtv  ( 23,0
с

мA , 31,0
с

мB ). Определить угол 

, который образует вектор полного ускорения с радиусом диска через 

2 с от начала движения. Ответ: 
0

22
4

)(

)2(

BtAt

RBtA
arctg . 

1.1.19. Частота вращения колеса при равнозамедленном движении 

за минt 1  уменьшилась от 300 до 180 мин
–1

. Определить угловое ус-
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корение колеса и число полных оборотов, сделанных колесом за это 

время. Ответ: 
20 21,0

)(2
c

t
, 240

2

)( 0t
N . 

1.1.20. Поезд въезжает на закругленный участок пути с начальной ско-

ростью 
ч

кмv 540  и проходит равноускоренно расстояние мs 600  за 

время ct 30 . Радиус закругления кмR 1 . Найти скорость v  и полное 

ускорение a  поезда в конце этого участка пути. Ответ: 

ч
км

с
мv

t

s
v 9025

2
0 , 242

2

0

4

0 71,0
)(42

с
м

tR

tvs

R

v

Rt

s
Ra . 

1.1.21. Точка движется по окружности радиуса смR 20  с посто-

янным тангенциальным ускорением 25
с

смa . Через какое время по-

сле начала движения нормальное ускорение na  точки будет втрое 

больше тангенциального? Ответ: с
a

R
t 46,3

3
. 

1.1.22. С колеса автомобиля, движущегося с постоянной скоростью 

v , слетают комки грязи. На какую высоту h  над дорогой будет отбра-

сываться грязь, оторвавшаяся от  колеса в тот момент, когда радиус, 

проведенный в точку отрыва, образует с вертикалью угол ? Ответ: 

g

v
Rh

2

sin
)cos1(

22

 . 

1.1.23. Зависимость пройденного телом пути по окружности радиу-

сом мR 3  задается уравнением BtAts 2  ( 24,0
с

мA , 

с
мB 1,0 ). Определите для момента времени ct 2  после начала 

движения нормальное, тангенциальное и полное ускорение. Ответ: 

 2

2

96,0
)2(

с
м

R

BAt
an , 28,02

с
мAa , 

22

4
2 25,1

)2(
4

с
м

R

BAt
Aa . 

1.1.24. Колесо вращается с постоянным угловым ускорением 

с
рад

4 . Определить радиус колеса, если через t = 1 c после начала 
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движения полное ускорение колеса 28
с

мa . Ответ: 

м
t

a
R 485,0

1 42
. 

1.1.25. Нормальное ускорение точки, движущейся по окружности 

радиусом мR 4 , задается уравнением 
2CtBtAan  ( 21

с
мA , 

36
с

мB , 43
с

мC ). Определить полное ускорение точки для момен-

та времени ct 1 . Ответ:  

22

2
22 7,10

)(4

)2(
)(

с
м

CtBtA

CtBR
CtBtAa . 

1.1.26. Точка движется по окружности радиусом смR 15  с посто-

янным тангенциальным ускорением. К концу четвертого оборота после 

начала движения линейная скорость точки
с

смv 15 . Определить нор-

мальное ускорение точки через ct 16  после начала движения. Ответ: 

2
2

32

24

1052,1
256 с

м
R

tv
an . 

1.1.27. Ось вращающегося диска движется поступательно в гори-

зонтальном направлении с постоянной скоростью v . Ось горизонталь-

на, направление ее движения перпендикулярно к ней самой. Найти 

мгновенную скорость верхней точки диска 1v , если мгновенная ско-

рость нижней точки диска равна 2v . Ответ: 21 2 vvv . 

1.1.28. Диск вращается вокруг неподвижной оси так, что зависи-

мость угла поворота радиуса диска от времени задается уравнением 

2At  ( 21,0
с

рад
A ). Определить полное ускорение точки на ободе 

диска к концу второй секунды после начала движения, если линейная 

скорость точки в этот момент равна 
с

м4,0 . Ответ: 

2

2

2 256,0)2(
с

м
t

v
Avta . 

1.1.29. Скорость центра колеса, катящегося без проскальзывания по 

горизонтальной поверхности, изменяется со временем по закону 

tv 21 . Радиус колеса мR 1 . Найти скорости и ускорения точек, 

лежащих на концах горизонтального диаметра колеса в момент времени 
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ct 5,0 . Ответ: 
с

мtvv 83,2)21(221 , 

2

2
2

1 32,6
)21(

24
с

м
R

t
a , .83,2

)21(
24 2

2
2

2 с
м

R

t
a  

1.1.30. Диск радиусом смR 10  вращается так, что зависимость 

угла поворота радиуса диска от времени задается уравнением 

3BtA  ( радA 2 , 34
с

рад
B ). Определить для точек на ободе 

колеса угол поворота , при котором полное ускорение составляет с 

радиусом колеса угол 045 . Ответ 7415267,2
3

2 0радA . 

1.2. Динамика материальной точки и поступательного  
движения твердого тела 

Справочные сведения 

Основной закон динамики (второй закон Ньютона) материальной 

точки имеет вид 
dt

pd
F


, где F


 – результирующая сила, действующая на 

материальную точку массы m , vmp


 – импульс материальной точки. 

В случае constm  основной закон динамики принимает вид 

amF


. 

Центр масс системы материальных точек определяется по формуле 
N

i

iiC rm
M

r
1

1 
, где 

N

i

imM
1

 – масса всей системы, ir


 – радиус-вектор 

точки с массой im . В случае непрерывного распределения массы фор-

мула центра масс принимает вид dmr
M

rC

 1
.  

Скорость центра масс системы 
N

i

iiC vm
M

v
1

1 
. Закон движения 

центра масс ВНC FvM
dt

d 
)( , где ВНF


 – результирующая внешних сил. 

Уравнение движения тела переменной массы (уравнение Мещер-

ского) 
dt

dm
uF

dt

vd
m ВН



, где РF
dt

dm
u


 – реактивная сила. 

Закон Гука xkF


. 

Сила трения скольжения NFТР . 
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Примеры решения задач 

При решении задач по динамике материальной точки необходимо 
прежде всего выяснить, какие силы действуют на тела рассматриваемой 
механической системы и изобразить их на рисунке. Затем нужно выбрать 
систему отсчета, относительно которой рассматривается движение. Коор-
динатные оси системы целесообразно располагать так, чтобы проекции сил 
на эти оси определялись наиболее просто. Для каждого тела системы необ-
ходимо записать второй закон Ньютона в векторной форме и спроектиро-
вать его на оси выбранной системы координат. Иногда оказывается, что 
полученных динамических уравнений недостаточно для решения задачи (в 
случае движения системы тел). Тогда необходимо дополнить систему 
уравнений кинематическими условиями, обусловленными связями, суще-
ствующими между телами. Рассмотрим конкретные примеры.  

Задача 1. Частица массы m  со скоростью 0v  влетает в область дей-

ствия тормозящей силы F  под углом  к направлению этой силы и 

вылетает под углом β. Определить ширину l области действия тормозя-

щей силы. Какой должна быть ширина области l0, чтобы частица могла 

из нее вылететь?  

Решение 

Будем рассматривать движение частицы в проекциях на направле-

ние действия тормозящей силы и перпендикулярное к нему (рис. 1.2.1). 

l

v

F

x

0v

 

 
Рис. 1.2.1 

В первом случае движение будет равнозамедленным, и его кинема-

тические уравнения можно записать в виде 

.cos

;
2

cos
2

00

2

0

2

0

atvatvv

at
tv

at
tvx

xx

x , (1.2.1)  
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Движение в перпендикулярном к вектору силы направлении будет 

равномерным с постоянной скоростью sin0vv y , и его уравнение 

примет вид  

tvy sin0 .  

По условию через некоторое время вектор скорости образует с век-

тором силы угол β, откуда следует  

atv

v

v

v
tg

x

y

cos

sin

0

0 . (1.2.2) 

Из (1.2.2) находим время движения частицы в области действия 

тормозящей силы   

)
sin

cos(
1 0

0
tg

v
v

a
t .  

Согласно второму закону Ньютона maF , следовательно,  

)
sin

cos( 0
0

tg

v
v

F

m
t . (1.2.3) 

Подставляя (1.2.3) в (1.2.1), после несложных преобразований на-

ходим ширину области действия тормозящей силы  

)
sin

(cos
2 2

2
2

2

0

tgF

mv
l . (1.2.4) 

Предельно возможная ширина области действия силы может быть 

получена из (1.2.4), если положить 
2

 (в этот момент скорость час-

тицы в направлении действия силы обращается в ноль). В результате 

получаем  

F

mv
l

2

cos22

0
0 . 

Задача 2. Каковы должны быть модуль и направление минималь-

ной силы F , приложенной к бруску, лежащему на горизонтальном сто-

ле, чтобы сдвинуть его с места? Масса бруска кгm 1 , коэффициент 

трения между столом и бруском 
3

1
. 
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Решение 

Силы, действующие на брусок, изображены на рис. 1.2.2. Запишем 

второй закон Ньютона в проекциях на горизонтальное и вертикальное 

направления  

0sin mgFN , 0cos трFF .  (1.2.5) 

x
gm

ТРF

N

a
a

F

 

 
Рис. 1.2.2 

Максимальная сила трения покоя, как известно, пропорциональна 

силе нормальной реакции  

NFтр . (1.2.6) 

Решая  систему уравнений (1.2.5), (1.2.6), находим  

cos
sin

mg
F .  

Полученное выражение можно рассматривать как функцию )(F . 

Очевидно, F  принимает наименьшее значение, когда знаменатель дро-

би становится максимальным. Так как производная знаменателя 

sin
cos

cos
sin  обращается в ноль при 

3

1
tg , 

сила F достигает наименьшего значения при 
6

, когда  

Нс
мкгmg

FF 9,4
2

8,91

2

2

min . 
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Задача 3 . Определить силу, действующую на вертикальную стенку 

со стороны клина, если на него положили груз массой m. Угол при ос-

новании клина . Коэффициент трения между грузом и поверхностью 

клина . Трения между клином и полом нет. 

Решение 

gm

ТРF N

a x

y 

 
Рис. 1.2.3 

Силы, действующие на груз, показаны на рис. 1.2.3. Уравнения 

движения груза (второй закон Ньютона) в проекциях на оси х и у имеют 

вид  

трFmgma sin , 0cosmgN . (1.2.7) 

Сила трения скольжения  

NFтр . (1.2.8) 

Из системы (1.2.7), (1.2.8) следует  

cosmgN , cosmgFтр . (1.2.9) 

Согласно третьему закону Ньютона на клин со стороны груза 

должны действовать сила трения и сила нормального давления, направ-

ленные противоположно трF  и N  соответственно. Проектируя эти си-

лы на горизонтальное направление, определим результирующую силу 

давления со стороны клина на стенку  

)cos(sincoscossin mgFNF тр .  

Полученный ответ будет являться правильным, если 

tg0cossin . В противном случае результирующая сил 
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давления и трения будет направлена не к стенке, а от нее, следователь-

но, 0F  при tg . 

Задача 4. Через блок перекинута нить, на концах которой висят два 

груза с одинаковыми массами М. Одновременно на каждый из грузов 

кладут по перегрузку: справа – массой 3m, слева – массой m. Опреде-

лить ускорение системы, силу натяжения нити и силу давления пере-

грузков на основные грузы. 

 

gM gM

a

a

1P2P

T T

 

Рис. 1.2.4 

Решение 

На рис. 1.2.4 изображены силы, действующие на основные грузы. 

Проектируя уравнения движения грузов (второй закон Ньютона) на вер-

тикальное направление, получаем  

TPMgMa 1 , MgPTMa 2 , (1.2.10) 

где P1 и P2 – силы давления перегрузков на основные грузы,  

T – сила натяжения нити.  

Рассматривая аналогично силы, действующие на перегрузки, полу-

чаем уравнения их движения:  

133 Nmgma , mgNma 2 , (1.2.11) 

где N1 и N2 – силы реакции, действующие на перегрузки со стороны 

основных грузов.  

В силу третьего закона Ньютона  

11 NP , 22 NP . (1.2.12) 
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Решая систему уравнений (1.2.10) – (1.2.12) относительно ускоре-

ния, получаем  

mM

mg
a

2
.  

Используя полученный результат, находим силу натяжения нити 

g
mM

mMmM
T

2

)3)((
, 

и силы давления перегрузков на основные грузы  

g
mM

mMm
P

2

)(3
1 , g

mM

mMm
P

2

)3(
2 . 

Задача 5. Два соприкасающихся бруска скользят по наклонной 

плоскости. Масса первого бруска кгm 21 , второго кгm 32 . Коэффи-

циент трения между плоскостью и первым бруском 1,01 , между 

плоскостью и вторым бруском 3,02 . Угол при основании наклонной 

плоскости 045 . Определить ускорение, с которым движутся бруски, 

и силу, с которой бруски давят друг на друга. 

Решение 

Очевидно, что в силу соотношения 21  верхний брусок со-

скальзывал бы с большим ускорением, чем нижний, если бы они двига-

лись отдельно друг от друга. Вследствие этого, верхний брусок будет 

давить на нижний, и они будут двигаться как одно целое. 

Изобразим на рис. 1.2.5 силы, действующие на каждый брусок, и 

запишем уравнения их движения в проекциях на оси X и Y:  

 

1N

gm1

P

1

2

тр

тр

F

F

P

2N

x

y

a

 
Рис. 1.2.5 
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PFgmam тр111 sin , 0cos11 gmN , (1.2.13) 

PFgmam тр222 sin , 0cos22 gmN . (1.2.14) 

Дополним эту систему условиями пропорциональности сил трения 

и сил нормальной реакции  

111 NFтр , 222 NFтр . (1.2.15) 

Решая систему (1.2.13) – (1.2.15), находим ускорение системы  

cossin
21

2211

mm

mm
ga .  

Используя полученный результат, находим силу взаимодействия 

грузов при их движении вдоль плоскости 

21

1221 )(cos

mm

gmm
P . 

Задача 6. Какую горизонтальную силу F нужно приложить к те-

лежке массой M, чтобы бруски массой 2m и 3m относительно нее не 

двигались? Трением пренебречь.  

Решение 

 

T

gm3

FN

1P

2P

gM

1P

T

gm2

2P

 
Рис.1.2.6 

Силы, действующие на тележку и грузы, изображены на рис. 1.2.6. 

Запишем второй закон Ньютона для этих тел, проектируя его на гори-

зонтальное и вертикальное направления:  

TPFMa 2 , 01 TNMgP , (1.2.16) 
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22 Pma , Tmg2 ,  (1.2.17) 

Tma3 , 13 Pmg . (1.2.18) 

Здесь P1 и P2 – силы давления брусков на тележку, T – сила натя-

жения нити, N – сила реакции, действующая на тележку со стороны по-

верхности.  

Появление в (1.2.16) силы натяжения нити объясняется тем, что по-

средством нити бруски оказывают давление на ось блока, следователь-

но, в уравнении движения тележки необходимо учесть результирую-

щую горизонтальной и вертикальной сил натяжения, направив ее про-

тивоположно тому, как это показано на рисунке.  

Исключая из системы (1.2.16) – (1.2.18) ускорение, силы натяжения 

нити и давления брусков, находим  

3

)5(2 mMg
F .  

Задача 7. В вагоне поезда, идущего равномерно со скоростью 

с
мv 20  по закруглению радиусом мR 200 , производится взвеши-

вание груза с помощью динамометра. Масса груза кгm 5 . Определить 

результат взвешивания. 

Решение 

 

T

a

gm

x

 
Рис. 1.2.7 

Силы, действующие на груз, показаны на рис. 1.2.7. Применяя второй 

закон Ньютона в проекциях на оси x и y, получаем систему уравнений 

sinTma , cosTmg . (1.2.19) 

Здесь a – центростремительное ускорение, равное по определению  
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R

v
a

2

.  

Возводя оба уравнения (1.2.19) в квадрат, складывая их и применяя 

основное тригонометрическое тождество, получаем  

2

4
2

2

42
222

R

v
gmT

R

vm
gmT .  

Согласно третьему закону Ньютона сила натяжения, действующая 

на груз, равна весу груза, а значит совпадает с показаниями динамомет-

ра. Подставляя числовые значения, находим ответ  

Н
м

с
м

с
мкгT 50

)200(

)20(
)8,9(5

2

4

2
2 . 

Задача 8. Шарик на нити, вращающийся равномерно в вертикаль-
ной плоскости, находится в лифте, движущемся с ускорением 2g. Когда 
шарик находится в нижней точке своей траектории, натяжение нити 
равно нулю. Определить натяжение нити T в момент, когда шарик нахо-
дится в верхней точке своей траектории. Масса шарика m. 

Решение 

Перейдем в неинерциальную систему отсчета, движущуюся вмести 
с лифтом. Помимо обычных сил в такой системе отсчета на любое тело 
действует сила инерции, равная произведению массы тела на ускорение 
системы отсчета и направленная противоположно этому ускорению.  

Определим предварительно направление ускорения лифта. Так как 
в нижней точке траектории натяжение нити исчезает, а ускорение ша-
рика направлено к центру окружности, следовательно, на шарик должна 
действовать дополнительная сила инерции, направленная вертикально 
вверх. В результате приходим к выводу, что лифт движется вниз.  

С учетом сказанного выше уравнение второго закона Ньютона для 
нижней точки траектории шарика в проекции на вертикальное направ-
ление примет вид  

mgmgTma 2 .  

Согласно условию  

gaT 0 . (1.2.20) 

Тогда записывая уравнение второго закона Ньютона для верхней 

точки траектории, получаем  

mgmgTma 2 ,  

что с учетом (1.2.20) приводит к ответу  

mgT 2 . 



 29 

Индивидуальные задания 

1.2.1. Два груза ( гm 4001  и гm 6002 ) связаны невесомой нитью 

и лежат на гладкой горизонтальной поверхности. К грузу 1m  приложена 

горизонтально направленная сила НF 5 . Пренебрегая трением, опре-

делить: 1) ускорение грузов; 2) силу натяжения нити. Ответ: 

2

21

5
с

м
mm

F
a , 

21

2

mm

Fm
T . 

1.2.2. Два груза с неравными массами 1m  и 2m ( 21 mm ) подвеше-

ны на невесомой нити, перекинутой через неподвижный блок. Пренеб-

регая трением, определить: 1) ускорение грузов; 2) силу натяжения ни-

ти; 3) силу, действующую на ось блока. Ответ: 
21

21 )(

mm

mmg
a , 

21

212

mm

gmm
T , 

21

214
2

mm

gmm
TF . 

 

1m

2m
 

Рис. 1.2.8 

1.2.3. На рис. 1.2.8 изображена система блоков, к которым подвешены 

грузы массами гm 3001  и гm 7002 . Считая, что груз 1m  поднимается, 

а подвижный блок с грузом 2m  опускается, нить и блоки невесомы, силы 

трения отсутствуют, определить: 1) силу натяжения нити; 2) ускорения, с 

которыми движутся грузы. Ответ: Н
mm

gmm
T 25,3

4

3

12

21 , 

2

12

12
1 03,1

4

)2(2

с
м

mm

gmm
a , 2

12

12
2 52,0

4

)2(

с
м

mm

gmm
a  
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1.2.4. На вершине наклонной плоскости с углом при основании 
030  укреплен неподвижный блок. Через блок перекинута невесомая 

нить, к концам которой привязаны грузы гm 2501  и гm 2002  (груз 1m  

лежит на плоскости). Пренебрегая трением, определить: 1) ускорение гру-

зов; 2) силу натяжения нити. Ответ: 2

21

12 63,1
)sin(

с
м

mm

gmm
a , 

Н
mm

gmm
T 63,1

)sin1(

21

21 . 

 

M

1m 2m
 

Рис. 1.2.9 

1.2.5. Груз массой кгM 1 , находящийся на горизонтальном столе, 

соединен нитями посредством блоков с грузами гm 6001  и гm 3002  

(рис. 1.2.9). Считая блоки и нити невесомыми и пренебрегая трением, 

определить: 1) ускорение тел; 2) разность сил натяжения нитей. Ответ: 

2

21

21 55,1
)(

с
м

mmM

gmm
a , Н

mmM

gmmM
TT 55,1

)(

21

21
21 . 

1.2.6. Блок укреплен на вершине двух наклонных плоскостей, со-

ставляющих с горизонтом углы 030  и 
045 . Грузы равной массы 

( кгmm 221 ) соединены нитью, перекинутой через блок. Считая нить 

и блок невесомыми и принимая коэффициент трения грузов о плоскости 

одинаковым и равным 1,0 , определить: 1) ускорение грузов; 2) силу 

натяжения нити. Ответ: 

2244,0)cossincos(sin
2 с

мg
a , 

Н
mg

T 12))cos(cossin(sin
2

. 
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1.2.7. Тело массой m  движется в плоскости xy  по закону 

tAx cos , tBy sin , где А, В, – некоторые постоянные. Опреде-

лить модуль силы, действующей на это тело. Ответ: 222 yxmF . 

1.2.8. Частица массой m  движется вдоль оси х под действием силы 

tFF sin0 , где 0F  и  – некоторые постоянные. Найти закон дви-

жения частицы )(txx , если известно, что в начальный момент време-

ни 0)0(x , 0)0(v .  Ответ: 
t

t
m

F
x

sin0 . 

1.2.9. На тело массой кгm 6 , лежащее на наклонной плоскости с 

углом при основании 030 , действует горизонтально направленная 

сила НF 5 . Пренебрегая трением, определить: 1) ускорение тела; 

2) силу давления тела на плоскость. Ответ: 

262,5sincos
с

мg
m

F
a , HFmgP 4,48sincos . 

1.2.10. С вершины клина, длина которого мl 2  и высота мh 1 , 

начинает скользить небольшое тело. Коэффициент трения между телом 

и клином 1,0 . Определить: 1) ускорение тела; 2) время движения 

тела; 3) скорость тела у основания клина. Ответ:  

2
22 05,4)(

с
мhlh

l

g
a , c

hlhg

l
t 1

)(

2

22

, 

2
222 03,4)(2

с
мhlhgv . 

1.2.11. По наклонной плоскости с углом при основании 030 , 

скользит тело. Определить скорость тела в конце третьей секунды после 

начала движения, если коэффициент трения между телом и плоскостью 

2,0 . Ответ: 
с

мgta 61,9)cos(sin . 

1.2.12. Вагон массой 1m т спускается по канатной железной дороге с 

уклоном 015  к горизонту. Принимая коэффициент трения 05,0 , 

определить силу натяжения каната при торможении вагона в конце  спуска, 

если скорость вагона перед торможением 
с

мv 30 , а время торможения 

.5сt  Ответ: кНg
t

v
mT 66,2))cos(sin( 0 . 

1.2.13. На краю горизонтального стола укреплен невесомый блок, 

через который переброшена нить, к концам которой привязаны одина-
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ковые грузы ( кгmm 5,021 ). Полагая коэффициент трения лежащего 

груза о стол равным 15,0 , определить: 1) ускорение грузов; 2) силу 

натяжения нити. Ответ: 2

21

21 17,4
)(

с
м

mm

gmm
a , 

H
mm

gmm
T 82,2

)1(

21

21 . 

1.2.14. На краю горизонтального стола укреплен невесомый блок. 

Лежащий на столе груз гm 5001  при помощи перекинутой через блок 

невесомой нити соединен с грузом гm 6002 . Стол вместе с грузами 

находится в лифте, движущемся вверх с ускорением 29,4
с

мa . Опре-

делить силу натяжения нити, если коэффициент трения между грузом 

1m  и столом 1,0 . Ответ: H
mm

gamm
T 41,4

))(1(

21

21 . 

1.2.15. Тело массой кгm 1  движется так, что его координаты x и y 

изменяются со временем согласно уравнениям: 2ctbtax , 
3dty , 

где 21
с

мc , 32
с

мd . Определить ускорение тела и действующую 

на него силу к концу 5-й секунды после начала движения. Ответ: 

2
222 60364

с
мtdca , HtdcmF 60364 222 . 

1.3. Законы сохранения в механике 

Справочные сведения 

Закон сохранения импульса (для замкнутой системы) 

constvmp
N

i

ii

N

i

i

11


. 

Работа переменной силы на участке траектории 1-2 

2

1

SdFA


. 

Кинетическая энергия 
2

2mv
T . 

Потенциальная энергия тела в поле силы тяжести mghП ; потен-

циальная энергия упруго деформированной пружины 
2

2kx
П . 
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Теорема о кинетической энергии 
22

2

1

2

2
1212

mvmv
TTA . 

Теорема о потенциальной энергии )( 1212 ППA . 

Полная механическая энергия ПTE . 

Закон сохранения механической энергии (для консервативной сис-

темы) constПTЕ . 

Мгновенная мощность vF
dt

dA
N


. 

Примеры решения задач 

При решении задач при помощи закона сохранения импульса необ-

ходимо убедиться в том, что рассматриваемая в условии механическая 

система является замкнутой или что сумма проекций сил на выбранное 

направление равна нулю. После этого следует изобразить импульсы тел 

рассматриваемой системы до и после события, о котором идет речь в 

условии задачи, и выбрать систему координат. Затем записывают закон 

сохранения импульса в проекциях на оси системы координат. В случае 

необходимости следует дополнить полученную систему уравнений ки-

нематическими условиями, вытекающими из связей между телами. Если 

система тел не замкнута, изменение ее импульса нужно приравнивать к 

импульсу внешних сил. 

При применении закона сохранения энергии в случае замкнутой 

механической системы, между телами которой действуют только кон-

сервативные силы, необходимо определить начальное и конечное со-

стояния системы и приравнять механические энергии системы в этих 

состояниях. Если система не замкнута, изменение ее механической 

энергии приравнивается к работе внешних сил. Аналогично рассматри-

вается задача в случае замкнутой системы при наличии неконсерватив-

ных сил. 

Задача 1. Снаряд, вылетевший из орудия со скоростью v0, разрыва-

ется на два одинаковых осколка в верхней точке траектории на расстоя-

нии l от орудия (по горизонтали). Один из осколков полетел в обратном 

направлении со скоростью движения снаряда до разрыва. Пренебрегая 

сопротивлением воздуха, определите, на каком расстоянии (по горизон-

тали) от орудия упадет второй осколок, и какую скорость он будет 

иметь при падении. 

Решение 

Определим горизонтальную скорость снаряда в момент разрыва, 

для чего воспользуемся кинематическими уравнениями движения сна-

ряда. Направив оси x и y по горизонтали и вертикально вниз и совмес-

тив начало координат с орудием, получаем  
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tvx cos0 , 
2

sin
2

0

gt
tvy , gtvvy sin0 ,  

где  – угол бросания. В верхней точке траектории касательная к ней 

направлена горизонтально, следовательно, вертикальная проекция ско-

рости обращается в ноль. Отсюда получаем время подъема снаряда до 

верхней точки траектории  

g

v
t

sin0   

и расстояние, пройденное снарядом по горизонтали до этой точки 

g

v
x

cossin2

0 .  

По условию это расстояние равно l, что позволяет определить угол 

бросания:  

2

0

2

0

2
arcsin

2

12
2sin

v

gl

v

gl
.  

Так как горизонтальная скорость снаряда в процессе движения не 

меняется, получаем  

2

0

000

2
arcsin

2

1
coscos

v

gl
vvv x ,  

что приводит после несложных тригонометрических преобразова-

ний к формуле  

2

4
11

4

0

22

00

v

lg

vv x . (1.3.1) 

Теперь применим закон сохранения импульса в проекции на гори-

зонтальное направление, согласно которому 

22

20
0

xx
x

mvmv
mv ,  (1.3.2) 

где v1x и v2x – проекции скоростей осколков на горизонтальное направ-

ление. Решая (1.3.2) с учетом (1.3.1), находим  

2

4
11

33

4

0

22

002

v

lg

vvv xx .  
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Таким образом, скорость второго осколка в горизонтальном на-

правлении в 3 раза превышает горизонтальную скорость снаряда, сле-

довательно, учитывая, что время падения осколка на землю совпадает 

со временем подъема снаряда до верхней точки траектории, получаем, 

что второй осколок упадет на землю на расстоянии lllL 43  от 

орудия.  

Для определения скорости падения осколка на землю найдем вер-

тикальную скорость снаряда в момент выстрела: 

 
2

4
11

4

0

22

0

2

0

2

00

v

lg

vvvv xy ,  

следовательно, по теореме Пифагора  

4

0

22

0

2

0

2

22

4
145

v

lg
vvvv yx . 

Задача 2. Тело массой m поднимается без начальной скорости с по-

верхности Земли под действием силы F


, изменяющейся с высотой 

подъема y по закону )1(2 AygmF


, где A – некоторая положитель-

ная постоянная, и силы тяжести gm


. Определить: 1) весь путь подъема; 

2) работу силы F


 на первой трети пути подъема. Поле силы тяжести 

считать однородным. 

Решение 

Проектируя все силы на ось y, по второму закону Ньютона получаем  

mgAymgmgAymg
dt

yd
m 2)1(2

2

2

.  

По условию задачи  

0)0(y , 0)0(y . (1.3.3) 

Таким образом, необходимо проинтегрировать дифференциальное 

уравнение  

gAgyy 2  (1.3.4) 

с определенными выше начальными условиями (1.3.3).  

Уравнение (1.3.4) является линейным неоднородным дифференци-

альным уравнением второго порядка. Применяя стандартные методы 
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интегрирования таких уравнений, находим общее решение однородного 

уравнения 

tAgCtAgСyОО 2sin2cos 21   

и очевидное частное решение неоднородного уравнения  

A
yЧН

2

1

.  

Тогда общее решение неоднородного уравнения, равное сумме об-

щего решения однородного уравнения и частного решения неоднород-

ного уравнения, записывается в виде 

A
tAgCtAgСy

2

1
2sin2cos 21 .  

Для определения постоянных интегрирования воспользуемся на-

чальными условиями. Из условия 0)0(y  находим 
A

C
2

1
1 , а из ус-

ловия 0)0(y  получаем 02C , откуда следует уравнение движения 

тела  

)2cos1(
2

1
tAg

A
y .  

Анализ полученного решения позволяет сделать вывод, что тело 

совершает колебания от поверхности Земли до некоторой максимальной 

высоты, найти которую можно из условия, что на этой высоте скорость 

тела обращается в ноль. Поскольку )()( tytv , получаем 

02sin
2

2
tAg

A

Ag
,  

откуда следует  

Zn
Ag

n
tZnntAg ,

2
,2 . 

Четным значениям n соответствуют моменты приземления тела 

12cos n , а нечетным – моменты поднятия тела на максимальную 

высоту 1)12(cos n . Тогда максимальная высота подъема тела 

AA
h

1
))1(1(

2

1
.  



 37 

Чтобы найти работу силы воспользуемся определением  

FdydAF   

и проинтегрируем от 0 до 
A

h

3

1

3
. В результате получаем  

A

mgAy
ymgdyAymgA

A A

F
9

5

2
2)1(2

3

1

0

3

1

0

2

. 

Задача 3. Кузнечик массой m сидит на конце соломинки массой M 

и длиной l, лежащей на гладкой поверхности. С какой минимальной 

скоростью v должен прыгнуть кузнечик, чтобы оказаться на другом 

конце соломинки? 

Решение 

Воспользуемся законом сохранения импульса. До прыжка соло-

минка и кузнечик находились в покое относительно земли, следова-

тельно, результирующий импульс этой системы равнялся нулю. В соот-

ветствии с законом сохранения импульса он не может измениться после 

прыжка.  

Если скорость соломинки после прыжка равна u, скорость кузнечи-

ка задана относительно земли, а угол, который она образует с поверхно-

стью земли, равен , то закон сохранения импульса в проекции на го-

ризонтальное направление дает 

M

mv
uMumv

cos
0cos . (1.3.5) 

Очевидно, что за время полета кузнечика общее перемещение его и 

соломинки должно равняться длине соломинки l, следовательно, 

uttvl cos . (1.3.6) 

Чтобы исключить из (1.3.7) время, воспользуемся тем, что время 

подъема кузнечика до верхней точки траектории равно половине време-

ни полета. Так как в верхней точке вертикальная скорость обращается в 

ноль, находим 

g

v
t

g

v
tgtv подпод

sin2sin
sin . (1.3.7) 

Подставляя (1.3.7) в (1.3.6), получаем  

g

v
uvl

sin2
)cos( ,  
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что с учетом (1.3.5) дает 

)1(
2sinsin2

)coscos(
2

M

m

g

v

g

v
v

M

m
vl .  

Таким образом, для скорости кузнечика получаем выражение 

2sin)(

2

mM

Mgl
v .  

Очевидно, скорость будет минимальной, если 
04512sin . Тогда окончательно  

mM

Mgl
v . 

Задача 4. Тело движется в положительном направлении оси x под 

действием силы xF , где  – положительная постоянная. В момент 

времени t = 0 тело находится в начале координат и его скорость равна 

v0. Найти зависимость кинетической энергии тела от координаты. 

Решение 

Согласно второму закону Ньютона уравнение движения тела имеет вид  

x
dt

xd
m

2

2

, (1.3.8) 

где m – масса тела. Проинтегрируем это уравнение с учетом заданных 

начальных условий  

x(0) = 0, v(0) = v0,. (1.3.9) 

Данное уравнение является линейным однородным уравнением 

второго порядка и его общее решение записывается в виде 

)exp()exp()( 21 t
m

Ct
m

Ctx .  

Из начальных условий (1.3.9) следует система уравнений для опре-

деления произвольных постоянных:  

021 CC , 012 )( v
m

CC .  

Решая эту систему, получаем  

m
vС 01

2

1
, 

m
vC 02

2

1
,  
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откуда следует 

t
m

sh
m

vt
m

m
vx 00 ) t)

m
exp(-  )(exp(

2

1
.  

Тогда зависимость скорости тела от времени принимает вид 

t
m

shvtxtv 0)()( ,  

а зависимость кинетической энергии от времени 

22

22

02 t
m

shmv
mv

T .  

С учетом того, что 
m

xt
m

shv0 , окончательно получаем 

2

2x
T . 

Задача 5. Под действием некоторой силы тело массой m  движется 

со скоростью jtiv


2 . Найти зависимость мощности этой силы от 

времени. 

Решение 

По определению мощность силы вычисляется по формуле 

vFN


. Для определения силы, действующей на тело, воспользуемся 

вторым законом Ньютона amF


 и определением ускорения va


. 

Вычисляя производную, находим ja


2 , следовательно,  

mtNjmF 42


. 

Задача 6. Однородный брусок, скользящий по горизонтальной по-

верхности, попадает на шероховатую полосу шириной l с коэффициен-

том трения . При какой скорости брусок преодолеет эту полосу? Дли-

на бруска b > l. 

Решение 

Воспользуемся теоремой о кинетической энергии, согласно кото-

рой изменение кинетической энергии равно работе силы, действующей 

на тело. В данном случае работу по торможению тела совершает сила 



 40 

трения, а минимальную начальную скорость тела определим из условия, 

что после прохождения полосы брусок останавливается.  

В процессе прохождения полосы на ней могут находиться различ-

ные по величине части бруска, поэтому сила трения будет меняться с 

течением времени. Для вычисления работы этой переменной силы вос-

пользуемся следующим приемом. Разделим мысленно брусок на беско-

нечно малые пластины, большая грань которых перпендикулярна на-

правлению движения бруска.  

Очевидно, каждая такая пластина совершит одинаковое перемеще-

ние по полосе, равное длине полосы, и работа силы трения над такой 

элементарной пластиной равна  

gSldxdA ,  

где ρ – плотность вещества бруска, S – площадь его поперечного сече-

ния. Интегрируя по всей длине бруска, находим результирующую рабо-

ту силы трения  

mglgSblA ,  

где m – масса бруска.  

Изменение кинетической энергии равно  

2

2mv
T .  

Применяя теорему о кинетической энергии, получаем 

mgl
mv

2

2

,  

откуда следует  

glv 2 . 

Задача 7. Нить маятника налетает на гвоздь, вбитый на расстоянии 

b под точкой подвеса. Найти максимальное натяжение нити. Длина нити 

l, начальный угол отклонения 0 , масса маятника m. 

Решение 

Воспользуемся законом сохранения энергии. В начальном положе-

нии маятник поднят над нижней точкой на высоту 

)cos1(cos 00 lllh .  

При прохождении нижнего положения кинетическая энергия маят-

ника 
2

2

0mv
EK , следовательно, по закону сохранения энергии  
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)cos1(
2

0

2

0 mglmgh
mv

,  

откуда находим скорость маятника в нижней точке 

)cos1(2 00 glv . (1.3.10) 

После того, как нить маятника налетает на гвоздь, он начинает дви-

гаться по окружности радиуса l – b. Применим второй закон Ньютона 

для того момента, когда отрезок нити, расположенный ниже гвоздя, со-

ставляет угол  с вертикалью.  

Проектируя все силы на направление нити, получаем 

cosmgTma , (1.3.11) 

где a  – нормальное ускорение груза.  

Для этого момента по закону сохранения энергии 

)cos1)((
22

22

0 blmg
mvmv

. (1.3.12) 

Подставляя (1.3.10) в (1.3.12), получаем 

)cos)(cos(2 0

2 bllbgv . (1.3.13) 

Так как нормальное ускорение  

bl

v
a

2

, (1.3.14) 

то из (1.3.11), (1.3.13) и (1.3.14) следует 

)
)cos(2

cos3( 0

bl

lb
mgT .  

Очевидно, полученное выражение принимает максимальное значе-

ние при 0 , что приводит к такому ответу: 

))cos1(2( 0max bll
bl

mg
T . 

Задача 8. На наклонной плоскости лежит брусок, соединенный 

пружиной с неподвижной опорой. Из положения, когда пружина не де-

формирована, брусок без начальной скорости отпускают, и он начинает 

скользить вниз. Определить максимальное растяжение пружины. Масса 

бруска m = 0,5 кг, жесткость пружины 
м

Нk 120 , угол наклона плос-

кости к горизонту 
045 , коэффициент трения бруска о плоскость 

5,0 . 
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Решение 

Воспользуемся законом сохранения энергии. В начальный момент вся 

энергия системы состоит из потенциальной энергии бруска. В момент, ко-

гда брусок останавливается, максимально растянув пружину, энергия сис-

темы будет состоять из потенциальной энергии деформированной пружи-

ны. С учетом работы, совершенной силой трения, получаем  

xF
kx

mgh тр
2

2

. (1.3.15) 

Поскольку сила трения cosmgFтр , а высота опускания груза 

sinxh , подставляя эти выражения в (1.3.15), получаем 

cos
2

sin
2

mgx
kx

mgx ,  

откуда окончательно  

)cos(sin
2

k

mg
x .  

Подставляя значения, получаем 

см

м
Н

с
мкг

x 7,8)45cos5,045(sin
120

8,95,02
00

2

. 

Задача 9. Тележка массой M = 5 кг стоит на гладкой горизонталь-

ной поверхности. На тележке укреплен математический маятник массой 

m = 1 кг и длиной l = 1 м. В начальный момент времени система непод-

вижна, а нить маятника составляет с вертикалью угол 045 . Найти 

скорость тележки в момент, когда маятник будет проходить через по-

ложение равновесия. Какова в этот момент угловая скорость маятника? 

Решение 

Когда маятник начнет свое движение, тележка по закону сохране-

ния импульса должна поехать навстречу ему. Применим закон сохране-

ния импульса в проекции на горизонтальное направление для момента 

прохождения маятником нижней точки траектории. Если скорость ма-

ятника относительно Земли v1, а скорость тележки v2, то по закону со-

хранения импульса  

21 Mvmv . (1.3.16) 

Запишем теперь закон сохранения энергии. В начальный момент 

вся энергия системы состоит из потенциальной энергии маятника, а в 
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момент прохождения им нижней точки траектории она складывается из 

кинетических энергий маятника и тележки, следовательно 

22
)cos1(

2

2

2

1 Mvmv
mgl . (1.3.17) 

Исключая из полученных уравнений скорость маятника, получаем  

)1(
2

)cos1(
2

22
1

m

MMv
mgl

m

Mv
v ,  

откуда находим  

)(

)cos1(2 2

2
MmM

glm
v . (1.3.18) 

Для определения угловой скорости обратим внимание на то, что 

вращение происходит относительно подвижной оси, следовательно, 

необходимо определить скорость маятника относительно тележки. Так 

как 
m

Mv
v 2

1 , то  

Mm

Mgl
v

)cos1(2
1 ,  

откуда для относительной скорости получаем  

M

Mmgl
vvvотн

)cos1)((2
21 .  

Следовательно, угловая скорость маятника 

Ml

Mmg

l

vотн )cos1)((2
. (1.3.19) 

Подставляя в (1.3.18), (1.3.19) числовые значения, находим 

с
м

кгкг

м
с

мкг
v 44,0

)15(5

)45cos1(18,9)1(2 0
2

2

2 ; 

с
рад

мкг

кг
с

м

6,2
15

)45cos1()51(8,92 0
2

. 
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Индивидуальные задания 

1.3.1. Лодка массой М = 150 кг и длиной l = 2,8 м стоит неподвижно 

в стоячей воде. Рыбак массой m = 70 кг переходит с носа на корму лод-

ки. Пренебрегая сопротивлением воды, определить, на какое расстояние 

при этом сдвинется лодка. Ответ: м
Mm

ml
s 05,1 . 

1.3.2. Снаряд, вылетевший из орудия со скоростью v0, разрывается 
в верхней точке траектории на расстоянии l от места выстрела  на два 
осколка, массы которых относятся, как 2 : 1. Меньший из осколков по-
летел в обратном направлении со скоростью снаряда до разрыва. Пре-
небрегая сопротивлением воздуха, определить, на каком расстоянии от 
орудия упадет больший осколок. Ответ: 3l. 

1.3.3. На железнодорожной платформе установлена безоткатная 

пушка, из которой производится выстрел вдоль полотна под углом 
045  к горизонту. Масса платформы с пушкой М = 20 т, масса сна-

ряда m = 10 кг, коэффициент трения между колесами платформы и 

рельсами 002,0 . Определить начальную скорость снаряда, если по-

сле выстрела платформа откатилась на расстояние s = 3 м. Ответ: 

с
мgs

m

M
v 9702

cos
. 

1.3.4. Две одинаковые тележки массой М движутся без трения друг 

за другом с одинаковой скоростью v0. В какой-то момент времени нахо-

дящийся на задней тележке человек массой m перепрыгивает на перед-

нюю тележку со скоростью u относительно задней тележки. Определить 

скорость v1 передней тележки. Ответ:
mM

mu
vv 01 . 

1.3.5. Лягушка массы m сидит на конце доски массы M и длины L. 
Доска плавает по поверхности пруда. Лягушка прыгает под углом  к го-
ризонту вдоль доски. Какой должна быть начальная скорость лягушки, 
чтобы она оказалась после прыжка на противоположном конце доски? Со-
противлением воды движению доски пренебречь. Ответ:  

2sin)( mM

Mgl
v . 

1.3.6. Автомашина массой m = 1,8 т движется в гору, уклон которой 

составляет 3 м на каждые 100 м пути. Определить: 1) работу двигателя 

автомашины на пути 5 км, если коэффициент трения равен 0,1; 

2) развиваемую двигателем мощность, если известно, что этот путь был 

преодолен за 5 мин. Ответ: МДжhlh
l

mgs
A 5,11)( 22

, 

кВтhlh
lt

mgs
N 2,38)( 22

. 
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1.3.7. Определить работу, совершаемую при подъеме груза массой 

m = 50 кг по наклонной плоскости с углом наклона 030  к горизонту 

на расстояние s = 4 м, если время подъема t = 2 c, а коэффициент трения 

06,0 . Ответ: кДжg
t

s
msA 48,1))cos(sin

2
(

2
. 

1.3.8. Тело скользит с наклонной плоскости высотой h и углом на-

клона  к горизонту и движется далее по горизонтальному участку. 

Принимая коэффициент трения на всем пути постоянным и равным , 

определить расстояние s, пройденное телом на горизонтальном участке 

до полной остановки. Ответ: )
1

( ctghs . 

1.3.9. Автомобиль массой m = 1,8 т спускается при выключенном 

двигателе с постоянной скоростью 
ч

кмv 54  по уклону дороги (угол к 

горизонту 03 ) Определить, какой должна быть мощность двигателя 

автомобиля, чтобы он смог подниматься на такой же подъем с такой же 

скоростью. Ответ: кВтmgvN 7,27sin2 . 

1.3.10. Космонавт массой m приближается к космическому кораблю 

массой M с помощью троса, длина которого l. Какой путь s пройдет 

космонавт до сближения с кораблем? Ответ:
mM

Ml
s . 

1.3.11. Тело массой m начинает двигаться под действием силы 

jtitF


232 , где i


 и j


 – единичные векторы координатных осей x и 

y. Определить мощность N(t), развиваемую силой в момент времени t. 

Ответ: )32(
1

)( 53 tt
m

tN . 

1.3.12. Тело, падая с некоторой высоты, в момент соприкосновения 

с Землей обладает импульсом 
с

мкгp 100  и кинетической энергией 

ДжT 500 . Определить: 1) с какой начальной высоты упало тело; 

2) массу тела. Ответ: м
gp

T
h 1,5

2
2

2

, кг
T

p
m 10

2

2

. 

1.3.13. С башни высотой H = 20 м горизонтально со скоростью 

с
мv 100  брошен камень массой m = 400 г. Пренебрегая сопротивле-

нием воздуха, определить для момента времени t = 1 c после начала 

движения: 1) кинетическую энергию; 2) потенциальную энергию. От-

вет: Джtgv
m

T 2,39)(
2

222

0 , Дж
gt

HmgП 2,59)
2

(
2

. 
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1.3.14. Материальная точка массой m = 20 г движется по окружно-

сти радиусом R = 10 см с постоянным тангенциальным ускорением. К 

концу пятого оборота после начала движения кинетическая энергия ма-

териальной точки оказалась равной 6,3 мДж. Определить тангенциаль-

ное ускорение. Ответ: 21,0
2 с

м
mNR

T
a . 

1.3.15. Ядро массой m = 5 кг бросают под углом 060  к горизон-

ту, совершая при этом работу 500 Дж. Пренебрегая сопротивлением 

воздуха, определите: 1) через какое время ядро упадет на землю; 2) ка-

кое расстояние по горизонтали оно пролетит. Ответ: 

c
gm

A
t 5,2

sin2
2 , м

mg

A
s 7,172sin

2
. 

1.3.16. Тележка проходит расстояние s = 300 м под гору с уклоном 
05  и продолжает двигаться в гору с тем же уклоном. Принимая ко-

эффициент трения постоянным и равным 05,0 , определить расстоя-

ние, на которое поднимется тележка. Ответ: 

м
s

x 8,81
cossin

)cos(sin
. 

1.3.17. Тело массой m = 0,4 кг скользит с наклонной плоскости вы-

сотой h = 10 см и длиной l = 1 м. Коэффициент трения на всем пути 

04,0 . Определить: 1) кинетическую энергию тела у основания на-

клонной плоскости; 2) путь, пройденный телом на горизонтальном уча-

стке до остановки. Ответ: Джhlhmgv 236,0)( 22 , 

мhl
h

s 51,122 . 

 

h
a

 
Рис. 1.3.1 

1.3.18. Шайба массой m скользит без трения с высоты h по желобу, 

переходящему в петлю радиусом R (рис. 1.3.1). Определить: 1) силу 
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давления шайбы на опору в точке, определяемой углом ; 2) угол , 

при котором произойдет отрыв шайбы.  

Ответ:  

sin
))sin1((2

R

Rh
mgF , 1

3

2
arcsin

R

h
. 

1.3.19. Пренебрегая трением, определить наименьшую высоту h , с 

которой должна скатываться тележка с человеком по желобу, перехо-

дящему в петлю радиусом R = 6 м (рис. 1.3.1), и не оторваться от него в 

верхней точке петли. Ответ: мRh 15
2

5
. 

1.3.20. Спортсмен с высоты h = 12 м падает на упругую сетку. Пре-

небрегая массой сетки, определите, во сколько раз наибольшая сила 

давления спортсмена на сетку больше его силы тяжести, если прогиб 

сетки под действием только силы тяжести спортсмена x0 = 15 см. Ответ: 

7,13
2

11
00

max

x

h

x

x
. 

1.3.21. С вершины идеально гладкой сферы радиусом R = 1,2 м со-

скальзывает небольшое тело. Определить высоту h (от вершины сфе-

ры), с которой тело оторвется от сферы. Ответ: м
R

h 4,0
3

. 

1.3.22. Два тела массами m1 = 150 г и m2 = 300 г, соединенные сжа-

той пружиной, разошлись при внезапном освобождении пружины в раз-

ные стороны. Пренебрегая трением и учитывая, что потенциальная 

энергия упругой деформации пружины составляет 1,8 Дж, определить 

скорости тел после распрямления пружины. Ответ: 

с
м

mmm

Пm
v 4

)(

2

211

2
1 , 

с
м

mmm

Пm
v 2

)(

2

212

1
2 . 

1.3.23. Пуля массой m1 = 15 г, летящая с горизонтальной скоростью 

с
кмv 5,0 , попадает в баллистический маятник массой М = 6 кг и за-

стревает в нем. Определить высоту h, на которую поднимется маятник, 

откачнувшись после удара. Ответ: см
Mmg

mv
h 9,7

)(2

)(
2

2

. 

1.3.24. Пуля массой m1 = 10 г, летящая горизонтально попадает в 

баллистический маятник с длиной подвеса l = 1 м и массой М = 1,5 кг и 

застревает в нем. Определить скорость пули, если известно, что в ре-
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зультате удара маятник отклонился на угол 
030 . Ответ: 

с
мgl

m

Mm
v 164)cos1(2 . 

1.3.25. При центральном упругом ударе движущееся тело массой m1 

ударяется в покоящееся тело массой m2, в результате чего скорость пер-

вого тела уменьшается в 2 раза. Определить: 1) отношение масс тел; 

2) кинетическую энергию второго тела непосредственно после удара, 

если первоначальная кинетическая энергия первого тела равна 800 Дж. 

Ответ: 3
2

1

m

m
, ДжTT 600

4

3
12 . 

1.3.26. Определить во сколько раз уменьшится скорость шара, дви-

жущегося со скоростью v1, при его соударении с покоящимся шаром, 

масса которого в n раз больше массы налетающего шара. Удар считать 

центральным, абсолютно упругим. Ответ: 
n

n

v

v

1

1

1

1 . 

1.3.27. Тело массой m1 = 3 кг движется со скоростью 
с

мv 21  и 

ударяется о неподвижное тело такой же массы. Считая удар централь-

ным и неупругим, определить количество теплоты, выделившееся при 

ударе. Ответ: Дж
vm

Q 3
4

2

11 . 

1.3.28. Два шара массами m1 = 9 кг и m2 = 15 кг подвешены на нитях 

длиной l = 1,5 м. Первоначально шары соприкасаются между собой, 

затем меньший шар отклоняют на угол 030  и отпускают. Считая 

удар неупругим, определить высоту, на которую поднимутся оба шара 

после удара. Ответ: смl
mm

m
h 7,3)cos1(

2

21

1 . 

1.3.29. Два шара массами m1 = 3 кг и m2 = 2 кг подвешены на нитях 

длиной l = 1 м. Первоначально шары соприкасаются между собой, затем 

больший шар отклонили от положения равновесия на угол 060  и 

отпустили. Считая удар упругим, определить скорость второго шара 

после удара. Ответ: 
с

мgl
mm

m
v 76,3)cos1(2

2

21

1
2 . 

1.3.30. Два шара массами m1 = 200 г и m2 = 400 г подвешены на ни-

тях длиной l = 67,5 см. Первоначально шары соприкасаются между со-

бой, затем первый шар отклоняют от положения равновесия на угол 
060  и отпускают. Считая удар упругим, определить, на какую высо-
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ту h поднимется второй шар после удара. Ответ: 

м
mm

lm
h 15,0

)(

)cos1(4
2

21

2

1 . 

1.4. Механика твердого тела 

Справочные сведения 

Момент силы относительно неподвижной точки О: FrM


, r


 – 

радиус-вектор, проведенный из точки О в точку приложения силы. 

Момент импульса материальной точки относительно неподвижной 

точки О: prL


, r


 – радиус-вектор, проведенный из точки О к мате-

риальной точке. 

Закон изменения момента импульса M
dt

Ld 


, M


 – момент внеш-

них сил относительно неподвижной точки О. 

Момент инерции системы материальных точек относительно неко-

торой оси 2

iirmJ , где ir  – расстояние от данной точки до оси вра-

щения. 

Момент инерции твердого тела относительно оси вращения 

dVrdmrJ
V )(

22
,  – плотность тела. 

Теорема Штейнера 
2maJJ O , где OJ  – момент инерции тела 

относительно оси, проходящей через центр масс, J  – момент инерции 

тела относительно произвольной оси, параллельной первой, a  – рас-

стояние между осями. 

Основное уравнение динамики вращательного движения тела отно-

сительно некоторой оси OZ  имеет вид ZZ MJ
dt

d
)( , где ZJ  – момент 

инерции тела относительно оси OZ , ZM  – проекция момента внешних 

сил на эту ось. При constJZ  уравнение преобразуется к виду 

ZZ MJ .  

Момент инерции полого тонкостенного однородного цилиндра (об-

руча) относительно оси симметрии 2mRJ ; для сплошного однород-

ного цилиндра или диска 
2

2

1
mRJ . 
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Момент инерции однородного шара относительно произвольной 

оси, проходящей через его центр 
2

5

2
mRJ . 

Момент инерции тонкого однородного стержня относительно оси, 

перпендикулярной стержню и проходящей через его середину 

2

12

1
mlJ . 

Кинетическая энергия вращающегося тела 
2

2J
T . 

Кинетическая энергия плоского движения твердого тела 

22

22 mvJ
T . 

Примеры решения задач 

При решении задач на динамику твердого тела, как правило, необ-

ходимо применять основное уравнение динамики вращательного дви-

жения. Часто в подобных задачах твердое тело приводится в движение 

силами натяжения нитей, к которым подвешены грузы, поэтому необ-

ходимо также записывать уравнения движения (второй закон Ньютона) 

для грузов. Условие, связывающее два типа движения, как правило, за-

ключается в отсутствии проскальзывания нити, что позволяет получить 

кинематическую связь между линейным ускорением груза и угловым 

ускорением твердого тела. Рассмотрим конкретные примеры. 

Задача 1. Два тела, массы которых кгm 25,01  и кгm 15,02 , свя-

заны нитью, переброшенной через блок. Блок массой кгm 1,0  укреп-

лен на краю горизонтального стола, по поверхности которого скользит 

тело массой 1m . Коэффициент трения тела 1m  о поверхность стола 

2,0 . С каким ускорением движутся тела и каковы силы натяжения 

нити по обе стороны от блока? Массу блока можно считать равномерно 

распределенной по ободу, трением в подшипниках оси блока пренеб-

речь. 

Решение 

Применим для грузов второй закон Ньютона, а для блока – основ-

ное уравнение динамики вращательного движения. Силы, действующие 

на грузы, показаны на рис. 1.4.1. 
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T

gm2

a

N

T

a
трF

gm1

 

Рис. 1.4.1 

Для груза m1 второй закон Ньютона в проекциях на горизонтальное 

и вертикальное направления принимает вид  

трFTam 11 , 01gmN , (1.4.1) 

а по определению сила трения скольжения  

NFтр .  

Для груза m2 уравнение вертикального движения  

222 Tgmam . (1.4.2) 

Наконец, уравнение вращательного движения блока  

MJ , (1.4.3) 

где 2mRJ  – момент инерции блока (обруча),  – угловое ускорение 

блока, RTTM )( 12  – результирующий момент сил натяжения, дейст-

вующий на блок.  

При отсутствии скольжения нити по блоку его угловое ускорение 

связано с линейным ускорением грузов по формуле 
R

a
. С учетом 

приведенных соотношений уравнение (1.4.3) принимает вид 

12 TTma . (1.4.4) 

Исключая из (1.4.1) силы трения и реакции опоры, получаем  

gmTam 111 . (1.4.5) 
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Наконец, складывая уравнения (1.4.2), (1.4.4), (1.4.5), получаем  

)()( 1221 mmgmmma ,  

откуда находим  

21

12 )(

mmm

mmg
a . (1.4.6) 

Подставляя числовые значения, получаем 

2

2

96,1
)1,025,015,0(

)25,02,015,0(8,9

с
м

кг

кг
с

м

a . 

Подставляя (1.4.6) в (1.4.2) и (1.4.5), находим силы натяжения:  

21

21
1

))1((

mmm

mmgm
T  , 

21

12
2

))1((

mmm

mmgm
T . 

Вычисления приводят к результатам:  

Н
кг

кг
с

мкг
T 98,0

)1,015,025,0(

)1,02,02,115,0(8,925,0 2

1 , 

Н
кг

кг
с

мкг
T 18,1

)1,015,025,0(

)25,02,11,0(8,915,0 2

2 . 

Задача 2. В однородном диске массой m = 1 кг и радиусом r = 30 см 

вырезано круглое отверстие диаметром d = 20 см, центр которого нахо-

дится на расстоянии l = 15 cм от оси диска. Найти момент инерции по-

лученного тела относительно оси, проходящей перпендикулярно плос-

кости диска через его центр. 

Решение 

Данное тело можно представить как совокупность сплошного дис-

ка, изготовленного из материала с некоторой плотностью, и другого 

диска из материала с такой же по величине, но противоположной по 

знаку плотностью, расположенного в отверстии первого диска. Тогда 

результирующий момент инерции этой системы можно найти, вычитая 

из момента инерции первого диска момент инерции второго диска. 

Для первого диска  

2

1
2

1
mrJ ,  
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а для второго по теореме Штейнера  

2

2

2

222
2

1
lmrmJ ,  

где 
2

2

d
r , а массу второго диска можно определить из условия про-

порциональности массы и площади: 
2

2

2
2

4r

md

S

S
mm .  

Тогда )8(
32

22

2

2

2 ld
r

md
J , следовательно,  

)8(
322

1 22

2

2
2

21 ld
r

md
mrJJJ .  

Выполняя вычисления, находим  

))15,0(8)2,0((
)3,0(32

)2,0(1
)3,0(15,0 22

2

2
2 мм

м

мкг
мкгJ . 

221019,4 мкг . 

Задача 3. Однородный тонкий стержень массой кгm 2,01  и дли-

ной мl 2,0  может свободно вращаться вокруг горизонтальной оси, 

проходящей через точку О (рис. 1.4.2). В верхний конец стержня попа-

дает пластилиновый шарик массой гm 102 , движущийся со скоростью 

с
мv 10 , и прилипает к стержню. Определить угловую скорость 

стержня и линейную скорость нижнего конца стержня сразу после уда-

ра, если расстояние от верхнего конца стержня до точки О равно 
3

l
a . 

 

l

3

l

v

O

 
Рис. 1.4.2 
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Решение 

Для определения угловой скорости вращения стержня воспользу-

емся законом сохранения момента импульса. Рассматривая шарик как 

материальную точку, получаем:  

)( 2

22 amJvam , (1.4.7) 

где момент инерции стержня относительно точки О по теореме 

Штейнера равен  

93612
)

2
(

12

2

1

2

1

2

12

1

2

1 lmlmlm
a

l
m

lm
J . (1.4.8) 

Из (1.4.7) и (1.4.8) находим угловую скорость стержня сразу после 

удара  

)(

3

9

21

2

2

12

2

2

mml

vm

lm
am

vam
.  

Вычисления дают  

с
рад

кгм

с
мкг

14,7
)01,02,0(2,0

1001,03
.  

Для определения линейной скорости нижнего конца стержня вос-

пользуемся связью линейной и угловой скорости: Rv , где радиус 

окружности равен alR . Получаем 

с
м

кг

с
мкг

mm

vml
alv 95,0

)01,02,0(

1001,022

3

2
)(

21

2 . 

 

Задача 4. На ступенчатый цилиндрический блок намотаны в проти-

воположных направлениях две нити с подвешенными к ним грузами 

массами m1 и m2 (рис. 1.4.3). Найти ускорения грузов и силы натяжения 

нитей. Момент инерции блока J, радиусы соответствующих участков 

блока R1 и R2. 

Решение 

Запишем второй закон Ньютона для грузов в проекции на верти-

кальное направление  

1111 Tgmam , gmTam 2222 , (1.4.9) 

где Т1 и Т2 – силы натяжения нитей. 
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1m 2m

2R 1R

 
Рис. 1.4.3 

Уравнение вращательного движения блока  

2211 RTRTJ . (1.4.10) 

В силу отсутствия проскальзывания нитей по блоку можно запи-

сать  

2

2

1

1

R

a

R

a
. (1.4.11) 

Из (1.4.9) – (1.4.11) следует  

J

RTRTR
a

)( 22111
1 , 

J

RTRTR
a

)( 22112
2 . (1.4.12) 

Подставляя в уравнения движения грузов, получаем систему урав-

нений для определения сил натяжения нитей  

gmT
J

RRm
T

J

Rm
12

211
1

2

11 )1( ,  

gm
J

Rm
T

J

RRm
2

2

22
1

212 )1( . (1.4.13) 

Решая систему (1.4.13), находим  

2

22

2

11

2122
11

)(

RmRmJ

RRRmJ
gmT , 

2

22

2

11

2111
22

)(

RmRmJ

RRRmJ
gmT .  

Подстановка полученных результатов в (1.4.12) дает  

2

22

2

11

12211
1

)(

RmRmJ

RRmRm
ga , 

2

22

2

11

21122
2

)(

RmRmJ

RRmRm
ga . 
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Задача 5. Два диска с моментами инерции J1 и J2 вращаются с уг-

ловыми скоростями 1  и 2  вокруг одной и той же оси без трения. 

Диски пришли в соприкосновение друг с другом. Из-за возникшего ме-

жду дисками трения через некоторое время проскальзывание одного 

диска по другому прекращается. Какова станет тогда угловая скорость 

вращения дисков? Какое количество теплоты выделится? 

Решение 

Применим закон сохранения момента импульса. Получаем 

JJJ 2211 ,  

где 21 JJJ  – момент инерции системы,  – угловая скорость сис-

темы после прекращения проскальзывания. В результате находим 

21

2211

JJ

JJ
.  

Для определения количества теплоты, выделившегося в результате 

взаимодействия дисков, воспользуемся законом сохранения энергии, 

согласно которому  

KKK WWWQ 21 ,  

где 1KW  и 2KW  – кинетические энергии дисков до взаимодействия, 

KW  – кинетическая энергия системы после взаимодействия. Поскольку 

2

2

11
1

J
WK , 

2

2

22
2

J
WK , 

2

2J
WK ,  

получаем  

)(2

)(

21

2

2121

JJ

JJ
Q . 

Задача 6. Тонкий обруч радиуса R раскрутили вокруг его оси до уг-

ловой скорости 0  и положили плашмя на горизонтальный стол. Через 

какое время обруч остановится, если коэффициент трения между сто-

лом и обручем равен ? Сколько оборотов сделает обруч до полной 

остановки? 

Решение 

Так как действующая на обруч сила трения постоянна, то вращение 

обруча будет равнозамедленным, и мы можем применить уравнения 

равнозамедленного вращения  
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t0 , 
2

2

0

t
t .  

Если обруч сделает до остановки N оборотов, то угол поворота со-

ставит N2 . В момент остановки обруча угловая скорость 0 , 

следовательно,  

2
2 00 t

N
t

. (1.4.14) 

Воспользуемся законом сохранения энергии, согласно которому 

работа силы трения равна изменению кинетической энергии обруча 

SF
J

ТР
2

2

0 . (1.4.15) 

Здесь 2mRJ  – момент инерции обруча, mgFТР  – сила трения и 

NRS 2  – путь, пройденный каждой точкой обруча до его остановки.  

Решая систему уравнений (1.4.14), (1.4.15) с учетом выписанных 

соотношений для пути, силы трения и момента инерции, получаем  

g

R
t 0 , 

g

R
N

4

2

0 . 

Индивидуальные задания 

1.4.1. Полый тонкостенный цилиндр массой m = 0,5 кг, катящийся 

без скольжения, ударяется о стену и откатывается от нее. Скорость ци-

линдра до удара о стену 
с

мv 4,11 , после удара 
с

мv 12 . Определить 

выделившееся при ударе количество теплоты. Ответ: 

ДжvvmQ 48,0)( 2

2

2

1 . 

1.4.2. К ободу сплошного диска массой m = 10 кг, насаженного на 

ось, приложена постоянная касательная сила F = 30 H. Определить ки-

нетическую энергию диска через время t = 4 c после начала действия 

силы. Ответ: кДж
m

tF
T 44,1

22

. 

1.4.3. Шар радиусом R = 30 см и массой m1 = 3 кг вращается вокруг 

оси симметрии согласно уравнению 
32 CtBtA  ( 22

с
рад

B , 

35,0
с

рад
C ). Определить момент сил, действующий на шар для мо-

мента времени t = 3 c. Ответ: мНCtBmRM 1,0)62(
5

2 2
. 
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1.4.4. Вентилятор вращается с частотой 
мин

обn 600 . После вы-

ключения он начал вращаться равнозамедленно и, сделав N = 50 оборо-

тов, остановился. Работа сил торможения равна 31,4 Дж. Определить: 

1) момент сил торможения; 2) момент инерции вентилятора. Ответ: 

мН
N

A
M 1,0

2
, 

22

2
1059,1 мкг

n

MN
J . 

1.4.5. Сплошной однородный диск скатывается без скольжения с 

наклонной плоскости с углом при основании . Определить линейное 

ускорение центра диска. Ответ: sin
3

2
ga . 

1.4.6. К ободу однородного сплошного диска радиусом R = 0,5 м 

приложена постоянная касательная сила F = 100 H. При вращении диска 

на него действует момент сил трения мНM 2 . Определить массу m 

диска, если известно, что его угловое ускорение  постоянно и равно 

216
с

рад
. Ответ: кг

R

MFR
m

тр
24

)(2
2

. 

1.4.7. Маховик в виде сплошного диска, момент инерции которого 
25,1 мкгJ , вращаясь при торможении равнозамедленно, за время 

t = 1 мин уменьшил частоту своего вращения с 
мин

бn 02400  до  

мин
бn 01201 . Определить: 1) угловое ускорение  маховика; 2) мо-

мент силы торможения; 3) работу торможения. Ответ: 

210 21,0)(
2

с
рад

nn
t

, мНnn
t

J
M 314,0)(

2
10 , 

ДжnnJA 355)(2 2

1

2

0

2
. 

1.4.8. Колесо радиусом R = 30 см и массой m = 3 кг скатывается без 

трения по наклонной плоскости длиной l = 5 м и углом при основании 
025 . Определить момент инерции колеса, если его скорость после 

скатывания составила 
с

мv 6,4 . Ответ: 

2

2

2 258,0)1
sin2

мкг
v

gl
mRJ . 

1.4.9. С наклонной плоскости с углом при основании 030  ска-

тывается без скольжения шарик. Пренебрегая трением, определить вре-

мя движения шарика по наклонной плоскости, если известно, что его 
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центр масс при скатывании понизился на h = 30 см. Ответ: 

c
g

h
t 586,0

10

7

sin

2
. 

1.4.10. Полый тонкостенный цилиндр катится вдоль горизонталь-

ного участка дороги со скоростью 
с

мv 5,1 . Определить путь, который 

он пройдет в гору за счет кинетической энергии, если уклон горы равен 

5 м на каждые 100 м пути. Ответ: м
g

v
s 59,4

sin

2

. 

1.4.11. На однородный сплошной цилиндрический вал радиусом 

R = 50 см намотана легкая нить, к концу которой прикреплен груз мас-

сой m = 6,4 кг. Груз, разматывая нить, опускается с ускорением 

22
с

мa . Определить момент инерции J вала и массу m1 вала. Ответ: 

Н
a

g
mRJ 24,612 , кг

a

g
mm 50121 . 

1.4.12. На однородный сплошной цилиндрический вал радиусом 

R = 5 см и массой М = 10 кг намотана легкая нить, к концу которой при-

креплен груз массой m = 1 кг. Определить: 1) силу натяжения нити; 

2) угловую скорость вала через t = 1 c после начала движения; 

3) тангенциальное и нормальное ускорения точек, находящихся на по-

верхности вала. Ответ: Н
mM

Mmg
T 17,8

2
, 

с
рад

RMm

mgt
7,32

)
2

1
(

, 2
2

222

4,53

)
2

1
(

с
м

RMm

tgm
an , 

263,1

2

1 с
м

Mm

mg
a . 

1.4.13. На однородный сплошной цилиндрический вал радиусом 

R = 20 см, момент инерции которого 
215,0 мкгJ , намотана легкая 

нить, к концу которой прикреплен груз массой m = 0,5 кг. До начала 

вращения барабана высота h  груза над полом составляла 2,3 м. Опре-

делить: 1) время опускания груза до пола; 2) силу натяжения нити; 

3) кинетическую энергию груза в момент удара о пол. Ответ: 

c
mg

R

J
mh

t 2

)(2
2

, H
JmR

mgJ
T 32,4

2
, Дж

R

J
m

ghm
Wк 33,1

2

2

. 
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1.4.14. Через блок в виде однородного сплошного цилиндра массой 

m = 0,2 кг перекинута невесомая нить, к концам которой прикреплены 

тела массами m1 = 0,35 кг и m2 = 0,55 кг. Пренебрегая трением в оси 

блока, определить: 1) ускорение грузов; 2) отношение сил натяжения 

нити по разные стороны от блока. Ответ: 2

21

12 96,1

2

)(

с
м

m
mm

gmm
a , 

05,1

)
2

2(

)
2

2(

21

12

1

2

m
mm

m
mm

T

T
. 

1.4.15. Тонкая однородная палочка длины l и массы m лежит сим-

метрично на двух опорах, расстояние между которыми a . Одну из опор 

быстро убирают. Какова сразу после этого сила реакции оставшейся 

опоры? Ответ: 
22

2

3al

mgl
N . 

1.4.16. Для демонстрации законов сохранения применяется маятник 

Максвелла, представляющий собой массивный диск радиусом R и мас-

сой m, туго насаженный на ось радиусом r, которая подвешивается в 

горизонтальном положении на двух предварительно намотанных на нее 

нитях. Когда маятник отпускают, он совершает возвратно-поступа-

тельное движение в вертикальной плоскости при одновременном вра-

щении диска вокруг оси. Не учитывая трения и пренебрегая моментом 

инерции оси определить: 1) ускорение поступательного движения; 

2) силу натяжения нити. Ответ: 

2

2

2
1

r

R

g
a , 

)2(2 22

2

Rr

mgR
T . 

1.4.17. Однородный шар радиусом r = 20 см скатывается без сколь-

жения с вершины сферы радиусом R =50 см. Определить угловую ско-

рость шара после отрыва от сферы. Ответ: 

с
рад

rRg
r

10)(
17

101
. 

1.4.18. Маховик начинает вращаться из состояния покоя с постоян-

ным угловым ускорением 24,0
с

рад
. Определить кинетическую 

энергию маховика через время ct 252  после начала движения, если 

через ct 101  после начала движения момент импульса маховика со-

ставлял 
с

мкгL
2

60 . Ответ: Дж
t

tL
T 750

2 1

2

2 . 
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1.4.19. Горизонтальная платформа массой m = 25 кг и радиусом 

R = 0,8 м вращается с угловой скоростью 
1

1 18 минn . В центре стоит 

человек и держит в расставленных руках гири. Считая платформу дис-

ком, определить частоту вращения платформы, если человек, опустив 

руки, уменьшит свой момент инерции от 
2

1 5,3 мкгJ  до 
2

2 1 мкгJ . 

Ответ: 
1

12

2

2

1
2 23

2

2
минn

mRJ

mRJ
n . 

1.4.20. Человек, стоящий на скамье Жуковского, держит в руках 

стержень длиной мl 5,2  и массой кгm 8 , расположенный верти-

кально вдоль оси вращения скамьи. Эта система (скамья и человек) об-

ладает моментом инерции 210 мкгJ  и вращается с частотой 

1

1 12 минn . Определить частоту n2 вращения системы, если стержень 

повернуть в горизонтальное положение. Ответ: 

1

122 47,8

12

минn
ml

J

J
n . 

1.4.21. Платформа, имеющая форму сплошного однородного диска, 

может вращаться по инерции вокруг неподвижной вертикальной оси. На 

краю платформы стоит человек, масса которого в 3 раза меньше массы 

платформы. Определить, как и во сколько раз изменится угловая ско-

рость вращения платформы, если человек перейдет ближе к центру на 

расстояние, равное половине радиуса платформы. Ответ: 

43,1
7

10

1

2 . 

1.4.22. Человек массой m = 20 кг, стоящий на краю горизонтальной 

платформы радиусом R = 1 м и массой М = 120 кг, вращающейся по 

инерции вокруг неподвижной вертикальной оси с частотой n1 = 10 мин
-1

, 

переходит к ее центру. Считая платформу круглым однородным диском, 

а человека – точечной массой, определить работу, совершаемую чело-

веком при переходе от края платформы к ее центру. Ответ: 

1

12 20
)2(

минn
M

mM
n . 

1.4.23. Однородный стержень длиной l = 0,85 м может свободно 

поворачиваться вокруг горизонтальной оси, проходящей через один из 

его концов. Стержень находится в положении устойчивого равновесия. 

Какую наименьшую скорость v надо сообщить свободному концу, что-

бы стержень сделал полный оборот вокруг своей оси? Ответ: 

с
мglv 07,76 . 
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1.4.24. Бревно высоты h = 3 м и массы m = 50 кг начинает падать из 

вертикального положения на землю. Определить скорость верхнего 

конца и момент импульса бревна в момент падения на землю. Ответ: 

с
мghv 5,93 , 

с

мкгgh
mgL

2
2107,4

3
. 

1.4.25. Карандаш длиной l = 15 см, поставленный вертикально, на-

чинает падать на стол. Какую угловую скорость  и линейную ско-

рость v будут иметь в конце падения середина и верхний конец каран-

даша? Ответ: 
с

рад

l

g
14

3
, 

с
мglv 05,13

2

1
1 , 

с
мglv 1,232 . 

1.4.26. Однородный стержень длиной l = 1 м подвешен на горизон-

тальной оси, проходящей через верхний конец стержня. На какой угол 

 надо отклонить стержень, чтобы нижний конец стержня при прохож-

дении положения равновесия имел скорость 
с

мv 5 ? 

2281
3

1arccos 0
2

gl

v
. 

1.4.27. На горизонтальную ось насажены маховик и легкий шкив 

радиусом R = 5 см. На шкив намотан шнур, к которому привязан груз 

массой m = 0,4 кг. Опускаясь равноускоренно, груз прошел путь s = 1,8 

м за время t = 3 с. Определить момент инерции маховика. Массу шкива 

считать пренебрежимо малой. Ответ: 2

2

2

47,0)
2

(
2

мкг
t

s
g

s

mRt
J . 

1.4.28. Шарик массой m = 100 г, привязанный к концу нити длиной 

l1 = 1 м, вращается, опираясь на горизонтальную плоскость с частотой 

с
обn 11 . Нить укорачивается, приближая шарик к оси вращения до 

расстояния l2 = 0,5 м. С какой частотой n2 будет при этом вращаться 

шарик? Какую работу совершит внешняя сила, укорачивая нить? Трени-

ем шарика о плоскость пренебречь. Ответ: 
с

об
l

l
nn 4

2

2

2

1
12 , 

Дж
l

l
lmnA 88,112

2

2

12

1

2

1

2 . 

1.4.29. К краю стола прикреплен блок. Через блок перекинута неве-

сомая и нерастяжимая нить, к концам которой прикреплены грузы. 

Один груз движется по поверхности стола, а другой – вдоль вертикали 

вниз. Определить коэффициент трения между поверхностями груза и 
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стола, если массы каждого груза и блока одинаковы и грузы движутся с 

ускорением 26,3
с

мa . Проскальзыванием нити по блоку и трением в 

блоке пренебречь. Блок считать однородным диском. Ответ: 

082,0
2

5
1

g

a
. 

1.4.30. Однородный стержень длиной l = 1 м может свободно вра-

щаться вокруг горизонтальной оси, проходящей через один из его кон-

цов. В другой конец абсолютно неупруго ударяет пуля массой m = 7 г, 

летящая перпендикулярно стержню и его оси. Определить массу стерж-

ня, если в результате попадания пули он отклонился от вертикали на 

угол 060 . Скорость пули равна 
с

мv 360 . Ответ: 

кг
gl

vm
M 97,1

6 22

. 

1.5. Всемирное тяготение 

Справочные сведения 

Закон всемирного тяготения 
2

21

r

mm
GF , 

2

2
111067,6

кг

мН
G  - 

гравитационная постоянная. 

Первый закон Кеплера: все планеты движутся по эллипсам, в одном 

из фокусов которых находится Солнце. 

Второй закон Кеплера: радиус-вектор планеты за одинаковые про-

межутки времени описывает равные площади. 

Третий закон Кеплера: квадраты периодов обращения планет во-

круг Солнца относятся как кубы больших полуосей их орбит 

3

2

3

1

2

2

2

1

b

b

T

T
. 

Сила тяжести gmF


, g


 – напряженность поля тяготения (уско-

рение свободного падения). 

Потенциал поля тяготения 
r

M
G , потенциальная энергия гра-

витационного взаимодействия 
r

mm
П 21 . 

Связь между потенциалом и напряженностью гравитационного по-

ля gradg


. 
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Примеры решения задач 

Как правило, при решении задач на закон всемирного тяготения 

требуется применение как самого закона, так и второго закона Ньютона. 

Если в задаче требуется вычислить работу силы всемирного тяготения 

необходимо помнить, что эта сила зависит от расстояния между телами 

и замена ее на постоянную величину оправдана лишь при движениях, 

масштаб которых мал по сравнению с этим расстоянием. Рассмотрим 

конкретные примеры. 

Задача 1. Космонавт массой М = 100 кг находится на поверхности 

шаровидного астероида радиусом R = 1 км и держит в руках камень 

массой m = 10 кг. С какой максимальной скоростью v относительно по-

верхности астероида космонавт может бросить камень, не рискуя пре-

вратиться в спутник астероида? Средняя плотность астероида 

кг3105 . 

Решение 

Чтобы определить скорость космонавта сразу после броска вос-

пользуемся законом сохранения импульса  

M

mv
uMumv , (1.5.1) 

где u – скорость космонавта относительно астероида сразу после броска.  

Очевидно, космонавт должен бросать камень по касательной к по-

верхности астероида и тогда его скорость после броска не должна пре-

вышать первую космическую скорость для данного астероида. Опреде-

лим первую космическую скорость при помощи второго закона Ньюто-

на и закона всемирного тяготения 

R

M
Gu

R

MM
G

R

Mu AA

2

2

, (1.5.2) 

где МА – масса астероида.  

Используя формулу связи массы и плотности, а также формулу 

объема шара, получаем  

3
2

3

4 3 G
R

R

R
G

R

V
Gu . (1.5.3)

  

Подставляя (1.5.3) в (1.5.1), находим  

3
2

G

m

M
R

m

M
uv .  



 65 

Проведем вычисления: 

с
мм

кг
кг

мН

кг

кг

с
мv 8,11

3

1051067,614,3

10

100
102

3
3

2

211

3 . 

Задача 2. Спутник движется по круговой орбите в плоскости эква-

тора в направлении вращения Земли на высоте, равной радиусу Земли. 

С какой скоростью  и в каком направлении должен перемещаться на-

блюдатель на Земле, чтобы спутник появлялся над ним каждые пять 

часов? 

Решение 

Определим предварительно линейную и угловую скорость движе-

ния спутника относительно центра Земли при помощи законов Ньютона 

и всемирного тяготения  

hR

M
Gv

hR

mM
G

hR

mv
2

2

)(
,  

где m – масса спутника, M – масса Земли, h = R – высота спутника над 

поверхностью Земли, R – радиус Земли.  

Угловая скорость связана с линейной соотношением 

3)( hR

M
G

hR

v
. (1.5.4) 

С учетом Rh  и 
2R

M
Gg  из (1.5.4) получаем  

R

g

8
.  

Угловая скорость вращения Земли 
З

З
T

2
, где 

счTЗ

41064,824  – период обращения Земли вокруг своей оси. Так 

как спутник и Земля вращаются в одну сторону, то угловая скорость 

спутника (относительно поверхности Земли) 

З

Зотн
TR

g 2

8
. (1.5.5) 

Заметим, что за время Т = 5 ч спутник успеет сделать немногим бо-

лее одного оборота над фиксированной точкой земной поверхности, так 

как его угловое перемещение за это время 
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T
TR

g
T

З

отн

2

8
 

258,6108,1
1064,8

2

1037,68

8,9
4

46

2

с
см

с
м

. 

Рассмотрим теперь движение наблюдателя в системе отсчета, жест-

ко связанной с Землей. Если наблюдатель движется со скоростью vH, то 

за время T он совершает перемещение l = vHT. Траектория наблюдателя 

представляет собой дугу окружности радиуса R, следовательно, цен-

тральный угол, стягивающий эту дугу, равен 
R

Tv

R

l Н . Для того, 

чтобы спутник через время T вновь оказался над наблюдателем необхо-

димо, чтобы наблюдатель двигался в направлении движения спутника, 

так как в противном случае их встреча произойдет раньше.  

Очевидно, что в момент встречи разность угловых перемещений 

спутника и наблюдателя должна составить 2 , что позволяет с учетом 

(1.5.5) написать уравнение  

2)
2

8
(

R

Tv
T

TR

g Н

З

. (1.5.6) 

Выражая из (1.5.6) скорость наблюдателя, находим  

З

Н
TT

R
gR

v
11

2
8

.  

Подставляя числовые значения, получаем ответ  

8

1037,68,9 6
2 м

с
м

vН
 

с
м

сс
м 100

1064,8

1

108,1

1
1037,614,32

44

6
. 

Задача 3. Метеорит на очень большом расстоянии от планеты имеет 

скорость v0. Падая на планету, он приобретает возле ее поверхности ско-

рость v. Определить для данной планеты вторую космическую скорость. 

Решение 

Как известно, второй космической скоростью называется такая 

скорость, которую нужно сообщить телу на поверхности планеты, что-
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бы оно удалилось от планеты на бесконечно большое расстояние. Если 

положить скорость тела на бесконечности равной нулю, то работа силы 

всемирного тяготения будет равна начальной кинетической энергии 

тела, т.е.  

2

2

2mv
A , (1.5.7) 

где v2 – вторая космическая скорость. 

С другой стороны работу силы всемирного тяготения можно найти, 

приравняв ее по теореме о кинетической энергии к изменению кинети-

ческой энергии метеорита  

22

2

0

2 mvmv
A . (1.5.8) 

Из (1.5.7), (1.5.8) следует  

222

2

0

22

2 mvmvmv
,  

откуда находим  

2

0

2

2 vvv . 

Индивидуальные задания 

1.5.1. Период обращения искусственного спутника Земли составля-

ет 3 ч. Считая его орбиту круговой, определить, на какой высоте от по-

верхности Земли находится спутник. Радиус Земли мR 61037,6 . От-

вет: мR
gTR

H 6
3

2

1018,4
2

. 

1.5.2. Определите среднюю плотность Земли, считая известными 

гравитационную постоянную, радиус Земли и ускорение свободного 

падения на поверхности Земли. Ответ: 3
31051,5

4

3

м
кг

GR

g
. 

1.5.3. Две материальные точки массами m1 и m2 расположены друг 

от друга на расстоянии R. Определить угловую скорость вращения, с 

которой они должны вращаться вокруг общего центра масс, чтобы рас-

стояние между ними осталось постоянным. Ответ: 
3

21 )(

R

mmG
. 

1.5.4. Свинцовый шар радиусом R = 50 см имеет внутри сфериче-

скую полость радиусом r = 5 см, центр которой находится на расстоянии 

d = 40 см  от центра шара. С какой силой притягивается к шару матери-
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альная точка массой m = 10 г, находящаяся на расстоянии l = 80 см от 

центра шара, если линия, соединяющая центры шара и полости, состав-

ляет угол 060  с линией, соединяющей центр шара с материальной 

точкой? Плотность свинца 33,11
см

г . Ответ:  

Н
dlld

dllddllRlr

l

R
mGF 6

22

2

223326

4

6

107,5
)cos2(

cos2)cos(2

3

4
. 

1.5.5. Стационарным искусственным спутником Земли называется 

спутник, находящийся постоянно над одной и той же точкой экватора.  

Определите расстояние такого спутника до центра Земли. Ответ: 

м
TgR

r 73
2

22

1022,4
4

. 

1.5.6. На экваторе некоторой планеты (плотность вещества планеты 

33
см

г ) тела весят вдвое меньше, чем на полюсе. Определить пери-

од обращения планеты вокруг собственной оси. Ответ: 

c
G

T 3107,9
6

. 

1.5.7. Определить отношение гравитационной потенциальной энер-

гии искусственного спутника Земли, движущегося по круговой орбите, 

к его кинетической энергии. Ответ: 2
Т

П
. 

1.5.8. Два одинаковых однородных шара из одинакового материала 

соприкасаются друг с другом. Определить, как изменится потенциаль-

ная энергия взаимодействия, если из того же материала изготовить ша-

ры с вдвое большими массами и тоже привести их в соприкосновение. 

Ответ: 17,33231

П

П
. 

1.5.9. Луна притягивает к себе тело, находящееся на большом рас-

стоянии от нее в состоянии покоя. Полагая, что атмосфера на Луне от-

сутствует, определить скорость падения тела на поверхность Луны. От-

вет: 
с

м
R

GM
v 31037,2

2
. 

1.5.10. Спутник поднимают на высоту, равную радиусу Земли, над 

ее поверхностью, а затем запускают по круговой орбите на той же высо-

те. Определить отношение работ на подъем спутника и на его запуск. 

Ответ: 
3

2

2

1

A

A
. 
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1.5.11. Искусственный спутник Земли запущен с экватора и дви-

жется по круговой орбите в плоскости экватора в направлении враще-

ния Земли. Найти отношение радиуса орбиты спутника к радиусу Земли 

при условии, что спутник периодически раз в двое суток, проходит над 

точкой запуска. Радиус и период обращения Земли вокруг своей оси, а 

также ускорение свободного падения на ее поверхности считать извест-

ными. Ответ: 5
9

3
2

з

з

з R

gT

R

R
 (

з
), 5,103

2

з

з

з R

gT

R

R
 

( з ). 

1.5.12. Радиус Луны R1 равен 0,27 радиуса Земли R2. Средняя плот-

ность вещества Луны 1  равна 0,61 средней плотности вещества Земли 

2 . Зная ускорение свободного падения на поверхности Земли, опреде-

лить по этим данным ускорение свободного падения на поверхности 

Луны. Ответ: 2

2

1

2

1
21 61,1

с
м

R

R
gg . 

1.5.13. На какую высоту над поверхностью Земли поднимется раке-

та, пущенная вертикально вверх, если начальная скорость ракеты будет 

равна первой космической скорости. Ответ: мRg 61037,6 . 

1.5.14. Радиус малой планеты r = 100 км, средняя плотность веще-

ства 33000
м

кг . Определить вторую космическую скорость у по-

верхности этой планеты. Ответ: 
с

мGrv 129
3

8
. 

1.5.15. Какова будет скорость ракеты на высоте, равной радиусу 

Земли, если ракета пущена с Земли вертикально с начальной скоростью 

с
кмv 100 ? Сопротивление воздуха не учитывать. Ответ: 

с
мgRvv 32

0 1013,6 . 

1.6. Механические колебания  

Справочные сведения 

Уравнение гармонических колебаний 02

0 xx , где 0  – собст-

венная частота колебаний системы. Решение уравнения имеет вид 

)cos( 0tAx , где А – амплитуда, t0  – фаза,  – начальная 

фаза колебаний. 
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Периоды колебаний маятников: математического –  

g
lT 2

2

0

; пружинного – 
k

mT 2 ; физического – 

mgl

J
T 2 . 

Уравнение затухающих колебаний 02 2

0 xxx , где  – ко-

эффициент затухания. Решение уравнения имеет вид 

)cos()exp(0 ttAx , где 22

0  – частота затухающих ко-

лебаний. 

Логарифмический декремент затухания T
TtA

tA

)(

)(
ln  обра-

тен числу колебаний системы, в течение которых амплитуда колебаний 

уменьшается в е раз. Добротность 
2

0Q  пропорциональна числу 

колебаний, совершаемых системой за время релаксации 
1

. 

Уравнение вынужденных колебаний t
m

F
xxx cos2 02

0 , где 

F0 и  – амплитуда и частота внешней вынуждающей силы. Решение 

этого уравнения равно сумме решений однородного уравнения (зату-

хающих колебаний) и частного решения неоднородного уравнения, ко-

торое имеет вид )
2

cos(
4)(

22

0
22222

0

0 arctgt
x

x . 

Резонансная частота и амплитуда вычисляются по формулам 

22

0 2РЕЗ , 
22

0

0

2

x
AРЕЗ . 

При сложении двух гармонических колебаний одинакового направ-

ления и частоты )cos( 1011 tAx  и )cos( 2022 tAx  получается 

результирующее колебание )cos( 0tAx , амплитуда и начальная 

фаза которого вычисляется по формулам 

)cos(2 1221

2

2

2

1

2 AAAAA , 
2211

2211

coscos

sinsin

AA

AA
tg . 

Примеры решения задач 

При решении задач на свободные или вынужденные колебания, как 

правило, не требуется решать уравнения соответствующих колебаний. 
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Достаточно определить значение силы, вынуждающей движение тела к 

положению равновесия и тогда, из сопоставления полученного уравне-

ния и соответствующего уравнения колебаний можно определить пери-

од и частоту колебаний, а значит и найти закон движения тела. Рассмот-

рим конкретные примеры. 

Задача 1. Математический маятник подвешен вблизи вертикальной 

стены и колеблется в плоскости, параллельной стене. В стену вбит 

гвоздь так, что середина нити маятника наталкивается на него каждый 

раз, когда маятник проходит положение равновесия справа налево. Най-

ти длину нити, если период колебаний такого маятника (с помехой в 

виде гвоздя) T = 2,41 c. 

Решение 

Очевидно, что период колебаний такого маятника равен полусумме 

периодов колебаний маятника с длиной нити l и маятника с длиной ни-

ти 
2

l
.  

Используя известное выражение для периода колебаний математи-

ческого маятника, получаем 

2

1
1

2
22

2

1

g

l

g

l

g

l
T . (1.6.1) 

Выражая из (1.6.1) длину нити, находим  

2
2

32

2gT
l . 

Подстановка числовых значений дает  

м
с

с
м

l 98,1
)25,1(14,3

)41,2(8,9

2

2
2

. 

Задача 2. Груз массой m сбрасывается с высоты h на чашку пру-

жинных весов. Жесткость пружины k, масса чашки M. Определить ам-

плитуду колебаний. При какой высоте произойдет отрыв груза от чашки 

в верхней точке? Считать, что удар груза о чашку неупругий, но груз не 

прилипает к чашке. 

Решение 

Воспользуемся законом сохранения энергии и определим скорость 

v0 груза в момент удара о чашку  



 72 

ghv
mv

mgh 2
2

0

2

0 . (1.6.2) 

Для определения скорости v чашки вместе с грузом сразу после 

удара применяем закон сохранения импульса 

Mm

mv
vvMmmv 0

0 )( . (1.6.3) 

Пусть удлинение пружины перед падением груза равно x1, а в мо-

мент максимального растяжения пружины после падения груза – x2. То-

гда применяя для движения чашки с грузом закон сохранения энергии, 

получаем  

22

)(
)()(

2

2

2

2

12

2

1 kxvMm
xxgMm

kx
. (1.6.4) 

Так как из условия равновесия пружины под весом чашки Mg = kx1 

следует 
k

Mg
x1 , то используя (1.6.2), (1.6.3), получаем квадратное 

уравнение относительно 2x : 

0
)(

22)(2 2

2

2

2

22

2

2

2
Mmk

ghm

k

mMg

k

gM
x

k

gMm
x . (1.6.5) 

Решая (1.6.5), находим  

)(

2)( 2

2

22

2
Mmk

ghm

k

gm

k

gMm
x .  

Определим равновесное удлинение x3 пружины под действием 

чашки вместе с грузом  

k

gMm
xgMmkx

)(
)( 33 .  

Поскольку амплитуда колебаний есть максимальное смещение тела 

от положения равновесия, получаем 

)(

2
132

Mmg

kh

k

mg
xxA . (1.6.6) 

Условие отрыва груза от чашки в верхней точке состоит в исчезно-

вении силы реакции со стороны чашки. По второму закону Ньютона это 

дает a ≥ g, где a – ускорение груза. Поскольку a = x
n
, а уравнение коле-

баний имеет вид )cos( tAx , максимальное значение ускорения 

2Aa . Частота колебаний пружинного маятника определяется по 
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формуле 
Mm

k2
, следовательно, условие отрыва груза принимает 

вид  

g
Mm

Ak
. (1.6.7) 

Подставляя (1.6.6) в (1.6.7) и решая относительно высоты падения, 

получаем  

22

))(2(

km

gMmMmM
h . 

Задача 3. К колесу радиуса R с горизонтально расположенной осью 

прикрепили на ободе грузик массой m. Найти массу колеса M, предпо-

лагая ее однородно распределенной по ободу, если частота малых коле-

баний колеса вокруг оси равна .  

Решение 

Будем характеризовать положение колебательной системы при по-

мощи угла отклонения радиуса колеса, проведенного через грузик, от 

вертикального направления. Полная механическая энергия системы 

складывается из кинетической энергии колеса и груза и потенциальной 

энергии груза.  

Кинетическая энергия может быть выражена через угол отклонения 

по формуле  

2

2

1

dt

d
JEK ,  

где 22 mRMRJ  – момент инерции системы.  

Потенциальная энергия груза выражается через угол отклонения по 

формуле  

)cos1(mgREP .  

Из закона сохранения энергии следует 

constmgR
dt

dRmM
EE PK )cos1(

2

)(
22

. 

Дифференцируя это уравнение по времени, получаем 

0sin)(
2

2
2 mgR

dt

d
RmM .   
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Рассматривая случай малых колебаний )(sin , получаем  

0
)(2

2

RmM

mg

dt

d
. (1.6.8) 

Таким образом, для частоты малых колебаний из (1.6.8) следует 

RmM

mg

)(

2 . (1.6.9) 

Выражая из полученной формулы массу колеса, находим  

1
2R

g
mM . 

Задача 4. Точка участвует одновременно в двух гармонических ко-

лебаниях, происходящих во взаимно перпендикулярных направлениях и 

описываемых уравнениями tAx sin , tAy 2sin . Определить 

уравнение траектории точки. 

Решение 

Воспользуемся тригонометрической формулой синуса двойного угла 

ttt cossin22sin . (1.6.10) 

Выразим из уравнения горизонтального движения tsin  и вос-

пользуемся основным тригонометрическим тождеством:  

A

x
tsin , 

2

2
2 1sin1cos

A

x
tt . (1.6.11) 

Подставляя (1.6.11) в (1.6.10) и затем – в уравнение вертикального 

движения, получаем  

2

2

12
A

x
xy ,  

или, после возведения в квадрат,  

)1(4
2

2
22

A

x
xy .  

Индивидуальные задания 

1.6.1. Материальная точка совершает колебания согласно уравне-

нию tAx sin . В какой-то момент времени смещение точки 

x1 = 15 см. При возрастании фазы колебаний в два раза смещение х2 ока-
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залось равным 24 см. Определить амплитуду колебаний А. Ответ: 

см
xx

x
A 25

4

2

2

2

2

1

2

1 . 

1.6.2. Материальная точка, совершающая гармонические колебания 

с частотой v = 1 Гц, в момент времени t = 0 проходит положение, опре-

деляемое координатой x0 = 5 см, со скоростью 
с

смv 150 . Определить 

амплитуду колебаний. Ответ: см
v

xA 54,5
4 22

2

02

0 . 

1.6.3. Полная энергия Е гармонически колеблющейся точки равна 

10 мкДж, а максимальная сила, действующая на точку Fmax = 0,5 мН. 

Напишите уравнение движения этой точки )(tx , если период T  колеба-

ний равен 4 с, а начальная фаза 
6

. Ответ: мtx ,
62

cos04,0 . 

1.6.4. Если увеличить массу груза, подвешенного к пружине, на 600 

г, то период колебаний груза возрастает в 2 раза. Определить массу пер-

воначально подвешенного груза. Ответ: г
m

m 200
3

. 

1.6.5. На горизонтальной пружине жесткостью 
м

Нk 900  укреп-

лен шар массой М = 4 кг, лежащий на гладком столе, по которому он 

может скользить без трения. Пуля массой m = 10 г, летящая с горизон-

тальной скоростью 
с

мv 6000  и имеющая в момент удара скорость, 

направленную вдоль оси пружины, попала в шар и застряла в нем. Пре-

небрегая массой пружины и сопротивлением воздуха, определить: 

1) амплитуду колебаний шара; 2) период колебаний шара. Ответ: 

м
kmM

mv
A 1,0

)(

0 , с
k

mM
T 42,02 . 

1.6.6. На чашку весов массой M, подвешенную на пружине жестко-

стью k, с высоты h падает небольшой груз массой m. Удар груза о дно 

чашки является абсолютно неупругим. Чашка в результате падения гру-

за начинает совершать колебания. Определить амплитуду этих колеба-

ний. Ответ: 
kMm

ghm

k

gm
A

)(

2 2

2

22

. 

1.6.7. Физический маятник представляет собой тонкий однородный 

стержень длиной 35 см. Определить, на каком расстоянии от центра 
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масс должна находиться точка подвеса, чтобы частота колебаний была 

максимальной. Ответ: см
l

x 1,10
32

. 

1.6.8. Однородный диск радиусом R = 20 см колеблется около гори-

зонтальной оси, проходящей на расстоянии l = 15 см от центра диска. 

Определить период колебаний диска относительно этой оси. Ответ: 

c
gl

lR
T 07,1

2

2
2

22

. 

1.6.9. Тонкий обруч радиусом R = 60 см подвешен на вбитый в сте-

ну гвоздь и колеблется в плоскости, параллельной стене. Определить 

период колебаний обруча. Ответ: c
g

R
T 2

2
2 . 

1.6.10. Тонкий однородный стержень длиной l = 60 см может сво-

бодно вращаться вокруг горизонтальной оси, отстоящей на расстоянии 

х = 15 см от его середины. Определить период колебаний стержня, если 

он совершает малые колебания. Ответ: c
gx

xl
T 19,1

12

12
2

22

. 

1.6.11. Из тонкого однородного диска радиусом R = 20 см вырезана 
часть, имеющая форму круга радиусом r = 10 см, центр которого нахо-
дится на середине радиуса диска (рис. 1.6.1). Определить периоды коле-
баний получившегося маятника относительно горизонтальных осей, 
проходящих через образующие диска в точках А и В.  

 А

B
 

Рис. 1.6.1 

Ответ: c
gr

rR
T 74,1

8

)4(15
2

22

,  c
gr

rR
T 09,3

4

2530
2

22

. 



 77 

1.6.12. Математический маятник отклонили на 90
0
 от вертикали и 

отпустили. В тот момент, когда маятник проходил положение равнове-

сия, точка его подвеса стала двигаться вверх с ускорением a . На какой 

максимальный угол от вертикали отклонится маятник? От-

вет:
ga

a
arccosmax . 

1.6.13. Математический маятник, состоящий из нити длиной l = 1 м 

и свинцового шарика радиусом r = 2 см, совершает гармонические ко-

лебания с амплитудой А = 6 см. Определить: 1) скорость шарика в мо-

мент прохождения им положения равновесия; 2) максимальное значение 

возвращающей силы. Плотность свинца 33,11
см

г . Ответ: 

с
м

l

g
Av 188,0max , Н

l

Agr
F 223,0

3

4 3

max . 

1.6.14. Математический маятник длиной l = 1 м подвешен к потол-

ку кабины, которая начинает опускаться вертикально вниз с ускорением 

41

g
a . Спустя время t1 =3 c после начала движения кабина начинает 

двигаться равномерно, а затем в течение 3 с тормозится до остановки. 

Определить периоды гармонических колебаний маятника на каждом 

участке пути. Ответ: c
g

l
T 32,2

3

4
21 , c

g

l
T 01,22 , 

c
g

l
T 8,1

5

4
23

. 

1.6.15. К наклонной стене подвешен маятник длины l. Маятник от-

клонили от вертикали на малый угол, в два раза превышающий угол 

наклона стены к вертикали, и отпустили. Найти период колебаний ма-

ятника, если удары о стену абсолютно упругие. Ответ: 
g

l
T

3

4
.  

1.6.16. Тело массы m, подвешенное на пружине жесткости k, лежит 

на подставке. Подставку мгновенно убирают. Написать уравнение коле-

баний тела y(t), если первоначально пружина не деформирована. Ответ: 

)1(cos)( t
m

k

k

mg
ty . 

1.6.17. Складываются два гармонических колебания одного направле-

ния, уравнения которых tx 2cos31  и )42cos(32 tx , см. Опре-
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делить амплитуду и начальную фазу результирующего колебания. От-

вет: смA 54,5)
4

cos1(23 , радarctg 414,0

4
cos1

4
sin

. 

1.6.18. Точка участвует одновременно в двух гармонических коле-

баниях, происходящих во взаимно перпендикулярных направлениях 

согласно уравнениям tAx sin  и tBy cos . Определить уравне-

ние траектории точки y(x) и указать направление движения точки по 

ней. Ответ: 1
2

2

2

2

B

y

A

x
, по часовой стрелке. 

1.6.19. Точка участвует в двух гармонических колебаниях, проис-

ходящих во взаимно перпендикулярных направлениях согласно уравне-

ниям tx 2cos  и ty cos . Определить уравнение траектории 

точки y(x). Ответ: 2y
2
 – x = 1. 

1.6.20. Точка участвует одновременно в двух гармонических коле-

баниях, происходящих во взаимно перпендикулярных направлениях 

согласно уравнениям tAx cos  и tAy 2cos . Определить уравне-

ние траектории точки y(x). Ответ: )1(2
2

2
2

A

x
Ay . 

1.6.21. Материальная точка участвует одновременно в двух взаим-

но перпендикулярных колебаниях, выражаемых уравнениями 

2
cos2

t
x  и ty cos . Определить уравнение траектории точки y(x). 

Ответ: 
2

1
2x

y . 

1.6.22. Точка участвует одновременно в двух взаимно перпендику-

лярных колебаниях, выражаемых уравнениями tx cos2  и 

ty 5,0sin3 . Определить уравнение траектории точки y(x). Ответ: 

9

4
2

2y
x . 

1.6.23. Амплитуда затухающих колебаний маятника за t = 2 мин 

уменьшилась в 2 раза. Определить коэффициент затухания . 

13

2

1 1078,5ln
1

c
A

A

t
. 
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1.6.24. Амплитуда затухающих колебаний математического маят-

ника за 1 мин уменьшилась в 3 раза. Определить, во сколько раз она 

уменьшится за 4 мин. Ответ: 81
3

1

A

A
. 

1.6.25. Начальная амплитуда затухающих колебаний маятника 

А0 = 3 см. По истечении t1 = 10 c амплитуда становится А1 = 1 см. Опре-

делить, через какое время от начала колебаний амплитуда станет 

А2 = 0,3 см. Ответ: c

A

A

A

A

tt 21

ln

ln

1

0

2

0

12 . 

1.6.26. Тело массой m = 0,6 кг, подвешенное к пружине жесткостью 

м
Нk 30 , совершает в некоторой среде упругие колебания. Логариф-

мический декремент колебаний 01,0 . Определить: 1) время, за кото-

рое амплитуда колебаний уменьшится в 3 раза; 2) число полных колеба-

ний, которые должно совершить тело за это время. Ответ: 

c
A

A

k

m
t 6,97ln

2

2

1 , 110ln
1

2

1

A

A
N . 

1.6.27. При наблюдении затухающих колебаний выяснилось, что 

для двух последовательных колебаний амплитуда второго меньше ам-

плитуды первого на 60%. Период затухающих колебаний Т = 0,5 с. Оп-

ределить, какова была бы при этих условиях частота незатухающих ко-

лебаний. Ответ: Гц
A

A

T
02,2ln)2(

2

1
2

2

12

0 . 

1.6.28. Тело массой m = 100 г, совершая затухающие колебания, за 

t = 1 мин потеряло 40% своей энергии. Определить коэффициент сопро-

тивления r. Ответ: 
с

кг
t

m
r 41051,8

6,0

1
ln . 

1.6.29. Гиря массой m = 0,5 кг, подвешенная на пружине жестко-

стью 
м

Нk 50  совершает колебания в вязкой среде с коэффициентом 

сопротивления 
с

кгr 5,0 . На верхний конец пружины начинает дейст-

вовать вынуждающая сила, изменяющаяся по закону tF cos1,0 . Оп-

ределить для данной колебательной системы резонансную амплитуду. 

Ответ: см

m

r

m

k
r

F
Aрез 2

4 2

2

0 . 
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1.6.30. Гиря массой m = 400 г, подвешенная на пружине жестко-

стью 
м

Нk 40 , опущена в масло. Коэффициент сопротивления для 

этой системы 
с

кгr 5,0 . На верхний конец пружины действует выну-

ждающая сила, изменяющаяся по закону tF cos . Определить ам-

плитуду вынужденных колебаний, если частота вынуждающей силы 

вдвое меньше собственной частоты колебаний. Ответ: 

см

m

krk
A 3,3

416

9

1

22
. 
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2. МОЛЕКУЛЯРНАЯ ФИЗИКА И ТЕРМОДИНАМИКА 

2.1. Молекулярно-кинетическая теория идеального газа 

Справочные сведения 

Уравнение Клапейрона-Менделеева для произвольной массы газа 

RTRT
M

m
pV , где 

Кмоль

Дж
R 31,8  – универсальная газовая по-

стоянная. Для газа постоянной массы const
T

pV
. 

Связь давления и температуры идеального газа p = nkT, где 

V

N
n  – концентрация молекул газа, 

К

Дж
k 231038,1  – постоянная 

Больцмана, связанная с универсальной газовой постоянной и числом 

Авогадро соотношением NAk = R. 

Закон Бойля-Мариотта constpV  при constmT, . 

Закон Гей-Люссака const
T

V
 при constmp, . 

Закон Шарля const
T

p
 при constmV, . 

Уравнения адиабатного процесса (уравнения Пуассона) 

constpV , constTV 1 , constpT 1
. 

Закон Дальтона для смеси газов ....321 pppp . 

Основное уравнение молекулярно-кинетической теории идеального 

газа nvnmp КВ
3

2

3

1 2

0 . 

Средняя квадратичная скорость молекулы 
M

RT
vКВ

3
, средняя 

арифметическая скорость 
M

RT
v

8
, наиболее вероятная скорость 

M

RT
v

2
. 

Барометрическая формула )exp(0
RT

Mgh
pp . 

При нормальных условиях Паp 510013,1 , Ct 00 . 
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Примеры решения задач 

Решение задач этого раздела требует применения той или иной 

формы уравнения состояния идеального газа. В некоторых случаях, в 

зависимости от условия задачи, следует применять газовые законы и 

закон Дальтона. При решении большинства задач необходимо четко 

представлять, каково начальное состояние системы и какой процесс 

переводит ее в конечное состояние. Рассмотрим конкретные примеры. 

Задача 1. Газ в цилиндрическом сосуде разделен на две равные части 

подвижным поршнем, имеющим массу m и площадь сечения S. При гори-

зонтальном положении цилиндра давление газа в каждой половине сосуда 

равно p. Определить давление p1 газа над поршнем при вертикальном по-

ложении цилиндра. Температуру газа считать постоянной. 

Решение 

При горизонтальном положении цилиндра объем каждой его части 

обозначим через V (эти объемы одинаковы). При вертикальном положе-

нии цилиндра объем верхней части станет равным VV , а нижней 

VV . Давление в нижней части цилиндра станет равным 
S

mg
p1 .  

Согласно закону Бойля-Мариотта 

pVVV
S

mg
pVVp )()( 11 . (2.1.1) 

Исключая из (2.1.1) отношение 
V

V
, получаем квадратное уравне-

ние относительно p1:  

0
2

1

2

1
S

mgp
p

S

mg
pp . (2.1.2) 

Решая (2.1.2), находим  

2

22
2

1
2

1

S

gm
p

S

mg
pp .  

Физический смысл имеет только знак плюс перед корнем, так как в 

противном случае значение p1 становится отрицательным. Поэтому, 

окончательно  

2

22
2

1
2

1

S

gm
p

S

mg
pp . 
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Задача 2. Поршневой насос при каждом качании захватывает воз-
дух объемом V0. При откачке этим насосом воздуха из сосуда объемом 
V насос совершил n качаний. Затем другой насос с тем же рабочим объ-
емом V0 начал нагнетать воздух из атмосферы в тот же сосуд, совершив 
также n  качаний. Какое давление установится в сосуде? Температуру 
воздуха во время работы насоса считать постоянной. Начальное давле-
ние в сосуде равно атмосферному давлению p0. 

Решение 

Согласно закону Бойля-Мариотта при откачке воздуха из сосуда 

после первого качания давление в сосуде станет равным  

0

01
VV

V
pp .  

Аналогично, после второго качания находим  

2

0

02102 )(
VV

V
ppVpVVp ,  

а после n качаний  

n

n
VV

V
pp

0

0 .  

При нагнетании воздуха в сосуд после n качаний давление в сосуде 

станет равным 

V

nV

VV

V
p

V

nVp
pp

n

n
0

0

0
00 .  

Из полученного ответа следует, что при любом числе качаний 

окончательное давление в сосуде будет больше первоначального. 
Задача 3. В цилиндре под поршнем находится воздух при давлении 

Паp 5

1 102  и температуре Ct 0

1 27 . Определить массу m груза, ко-
торый нужно положить на поршень после нагревания воздуха до темпе-
ратуры t2 = 50

0
C, чтобы объем воздуха стал равен первоначальному. 

Площадь поршня S = 30 см
2
. 

Решение 

Так как в процессе нагревания объем воздуха в цилиндре не изме-

няется, то согласно закону Шарля имеем  

2

2

1

1

T

p

T

p
, (2.1.3) 
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где  

S

mg
pp 12 . (2.1.4) 

Подставляя (2.1.4) в(2.1.3), получаем  

2

1

1

1

T

T

S

mg
p

p
. (2.1.5) 

Выражая из (2.1.5) массу груза, находим  

1
1

21

T

T

g

Sp
m ,  

откуда после подстановки числовых значений, получаем 

кг
К

К

с
м

мПа
m 7,41

300

323

8,9

103102

2

235

. 

Задача 4. Найти период малых колебаний поршня массой m, разде-

ляющего гладкий цилиндрический сосуд сечения S на две части, дли-

ной l каждая. По обе стороны от поршня находится газ при давлении p0 

и температуре T0. Считать, что при колебаниях температура газа не ме-

няется. 

Решение 

Запишем уравнение второго закона Ньютона для поршня в проек-

ции на горизонтальное направление  

212

2

FF
dt

xd
m . (2.1.6) 

Здесь x – смещение поршня от положения равновесия, F1 и F2 – си-

лы давления газа по разные стороны от поршня (учтено, что цилиндр 

гладкий и трение отсутствует).  

Силы давления определяются по формулам  

SpF 11 , SpF 22 . (2.1.7) 

Для нахождения давлений в частях сосуда при смещенном поршне 

воспользуемся законом Бойля-Мариотта. Если длина меньшей части 

сосуда станет равной l – x, то  

SxlplSp )(20 ,  
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откуда следует  

xl

lp
p 0

2 . (2.1.8) 

Аналогично для большей части сосуда  

xl

lp
p 0

1 . (2.1.9) 

С учетом (2.1.7) – (2.1.9) уравнение (2.1.6) принимает вид  

0
110

2

2

xlxlm

lSp

dt

xd
. (2.1.10) 

Для приведения (2.1.10) к стандартному уравнению малых колеба-

ний воспользуемся формулами  

2

1
)1(

1

)1(

11

l

x

ll

x

l

l

x
l

xl
  

и  

2

1
)1(

1

)1(

11

l

x

ll

x

l

l

x
l

xl
,  

справедливыми при условии x << l. После подстановки этих фор-

мул (2.1.10) принимает вид  

0
2 0

2

2

x
ml

Sp

dt

xd
.  

Отсюда находим частоту колебаний  

ml

Sp02
  

и период колебаний  

Sp

ml
T

02
2 . 

Задача 5. В вертикально расположенном цилиндре находится газ 

массой m = 0,01 кг. Он отделен от атмосферы поршнем, соединенным с 

дном пружиной жесткостью 
м

Нk 20 . При температуре T1 = 290 K 

поршень расположен на расстоянии h = 0,2 м от дна цилиндра. До какой 
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температуры надо нагреть газ, чтобы поршень поднялся до высоты 

Н = 0,5 м? Молярная масса 
моль

кг31029 . 

Решение 

Обозначим длину недеформированной пружины l0, площадь сече-

ния поршня S, атмосферное давление p0. Тогда условия равновесия 

поршня до и после нагревания запишутся в виде: 

)()( 0101 lhkgmSpp  (2.1.11) 

и  

)()( 0102 lHkgmSpp , (2.1.12) 

где m1 – масса поршня, p1 и p2 – давление газа под поршнем до и после 

нагревания.  

Вычитая (2.1.11) из (2.1.12), получаем  

)()( 12 hHkSpp . (2.1.13) 

Запишем уравнения Менделеева – Клапейрона для газа под порш-

нем до и после нагревания:  

11 RT
M

m
hSp  (2.1.14) 

и  

22 RT
M

m
HSp . (2.1.15) 

Выражая из (2.1.14), (2.1.15) давления и подставляя их в (2.1.13), 

получаем  

)(12 hHk
h

T

H

T

M

mR
.                           (2.1.16) 

Решая (2.1.16) относительно 2T , находим  

)(12 hH
mR

kMH

h

H
TT .  

Подставим числовые значения: 

К

Кмоль
Джкг

м
моль

кг
м

Н

м

м
КT 728

31,810

5,0102920

2,0

5,0
290

2

3

2 . 

Задача 6. На гладком столе лежит цилиндрический невесомый со-

суд длиной l, разделенный герметичной перегородкой на две равные 
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части, в одной из которых находится под некоторым давлением азот, а в 

другой – углекислый газ под давлением, вдвое большим. Температура 

газов одинакова. В некоторый момент перегородка теряет герметич-

ность. На сколько и в каком направлении окажется смещенным сосуд 

после того, как газы перемешаются? 

Решение 

Определим положение центра масс сосуда с газом до нарушения 

герметичности перегородки исходя из определения 
i

ii

c
m

mx
x . Полу-

чаем  

21

21

1
4

3

4

mm

lmlm

xc , (2.1.17) 

где m1 и m2 – массы газов.  

Определим массы при помощи уравнения состояния идеального газа  

RT
M

mpV

1

1

2
, RT

M

m
pV

2

2 , (2.1.18) 

где учтено, что давление углекислого газа в два раза больше.  

Выражая из (2.1.18) массы и подставляя их в (2.1.17), после не-

сложных преобразований получаем  

)2(4

)6(

21

21
1

MM

lMM
xc . (2.1.19) 

После нарушения герметичности центр масс очевидно будет нахо-

диться посередине сосуда 
2

2

l
xc , следовательно, координата центра 

масс должна измениться на  

)2(4

)2(

21

12
21

MM

lMM
xxx cc .  

Так как стол гладкий, в горизонтальном направлении никакие силы 

на сосуд не действуют, следовательно, по закону сохранения импульса 

цилиндр должен переместиться на расстояние x  в направлении от азо-

та к углекислому газу.  

Подставляя значения, находим 

ll

моль
г
моль

г

x 129,0
)44228(4

)28442(
. 
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Индивидуальные задания 

2.1.1. Посередине откачанного и запаянного с обеих сторон капил-

ляра, расположенного горизонтально, находится столбик ртути длиной 

l = 20 см. Если капилляр поставить вертикально, то столбик переместит-

ся на смl 20 . До какого давления был откачан капилляр? Длина ка-

пилляра L = 1 м. Плотность ртути 3
3106,13

м
кг . Ответ: 

...15
2

))((
0 стртсм

lh

lhlhgl
p (

2

lL
h ). 

2.1.2. Один конец цилиндрической трубки длины l = 25 см и радиу-

са r = 1 см закрыт пробкой, а в другой вставлен поршень, который мед-

ленно вдвигают в трубку. Когда поршень подвинется на расстояние 

смl 8 , пробка вылетает. Считая температуру неизменной, найти 

силу трения F пробки о стенки трубки в момент вылета пробки. Атмо-

сферное давление МПаp 1,00 . Ответ: Н
ll

lrp
F 46

)(

2

0 . 

2.1.3. Узкая цилиндрическая трубка длины L, закрытая с одного 

конца, содержит воздух, отделенный от наружного столбиком ртути 

длины h. Трубка расположена открытым концом вверх. Какова была 

длина l  столбика воздуха в трубке, если при перевертывании трубки 

открытым концом вниз из трубки вылилась половина ртути? Плотность 

ртути равна , атмосферное давление p0. Ответ: 
ghp

h
L

gh
p

l
0

0 )
2

)(
2

(

. 

2.1.4. Запаянную с одного конца трубку длины L = 76 см погружа-

ют в вертикальном положении открытым концом в сосуд с ртутью. На 

каком расстоянии l от поверхности должен находиться запаянный конец 

трубки, чтобы уровень ртути в ней был ниже уровня ртути в сосуде на 

величину h = 76 см? Плотность ртути 3
3106,13

м
кг , атмосферное 

давление МПаp 1,00 . Ответ: см
ghp

Lp
hl 38

0

0 . 

2.1.5. Открытую с обоих концов трубку длины L = 2 м погружают в 

вертикальном положении на половину ее длины в сосуд с ртутью. В 

трубку вдвигают поршень. На каком расстоянии l от поверхности ртути 

в сосуде должен находиться поршень, чтобы уровень ртути в трубке 
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опустился на величину h = 1 м? Плотность ртути 3
3106,13

м
кг , ат-

мосферное давление МПаp 1,00 . Ответ: см
ghp

Lp
hl 57

)(2 0

0 . 

2.1.6. Внутри закрытого с обоих концов горизонтального цилиндра 

имеется тонкий поршень, который может скользить в цилиндре без тре-

ния. С одной стороны поршня находится водород массой m1 = 4 г, с дру-

гой – азот массой m2 = 14 г. Какую часть объема цилиндра занимает во-

дород? Ответ: 8,0
1221

21

MmMm

Mm
. 

2.1.7. Сосуд разделен перегородками на три части, объемы которых 

равны V1, V2 и V3, в которых находятся газы при давлениях p1, p2 и p3 

соответственно. Какое давление в сосуде установится после удаления 

перегородок, если температура при этом осталась неизменной? Ответ: 

321

332211

VVV

VpVpVp
p . 

2.1.8. В баллоне объемом 0,2 м
3
 находится газ под давлением 

100 кПа при температуре 290 К. После подкачивания газа давление по-

высилось до 300 кПа, а температура увеличилась до 320 К. На сколько 

увеличилось число молекул газа в сосуде? Ответ: 

23

1

1

2

2 106,8
T

p

T

p

R

V
NN A . 

2.1.9. Цилиндрический сосуд длиной l = 85 см разделен на две час-

ти легкоподвижным поршнем. В одной части сосуда находится водород, 

в другой – кислород той же массы. При каком отношении температур 

поршень будет делить сосуд на две равные части? Ответ: 16
2

1

2

1

M

M

T

T
. 

2.1.10. На дне сосуда, заполненного воздухом, лежит полый сталь-

ной шарик радиусом r = 2 см и массой m = 5 г. До какого давления нуж-

но сжать воздух в сосуде, чтобы шарик поднялся вверх? Температура 

постоянна и равна t = 20
0
C. Ответ: Па

r

mRT
p 7

3
1023,1

4

3
. 

2.1.11. Воздушный шар объемом 10
3
м

3
  заполнен гелием. При нор-

мальных условиях он может поднять груз массой 10
3
 кг. Какой груз мо-

жет поднять тот же шар при замене гелия водородом при той же темпе-

ратуре? Ответ: кгMM
RT

pV
mm 3

2112 1009,1)( . 

2.1.12. Два одинаковых сосуда заполнены кислородом при темпера-

туре Т1 и соединены между собой трубкой с ничтожно малым объемом. 

Во сколько раз изменится давление кислорода в сосудах, если один из 
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них нагреть до температуры Т2, а второй поддерживать при той же тем-

пературе Т1? Ответ: 
21

22

TT

T
. 

2.1.13. В закрытом сосуде вместимостью 20 л находятся водород 

массой 6 г и гелий массой 12 г. Определить: 1) давление; 2) молярную 

массу газовой смеси в сосуде, если температура смеси Т = 300 К. Ответ: 

МПа
M

m

M

m

V

RT
p 75,0

2

2

1

1 , 
моль

кг
pV

mmRT
M 321 103

)(
. 

2.1.14. Определить плотность смеси газов водорода массой m1 = 8 г  

и кислорода массой m2 = 64 г при температуре Т = 290 К и при давлении 

р = 0,1 МПа. Ответ: 3

2

2

1

1

21 498,0
)(

м
кг

RT
M

m

M

m

pmm
. 

2.1.15. В баллоне вместимостью 15 л находится азот под давлением 

100 кПа при температуре t1 = 27
0
C. После того, как из баллона выпусти-

ли азот массой 14 г, температура газа стала равной t2 = 17
0
C. Опреде-

лить давление азота, оставшегося в баллоне. Ответ: 

кПа
VM

mRT

T

T
pp 3,162

1

2
12 . 

2.1.16. Баллон вместимостью V = 20 л  содержит смесь водорода и 

азота при температуре 290 К и давлении 1МПа. Определить массу водо-

рода в баллоне, если масса смеси равна 150 г. Ответ: 

г
MMRT

mRTpVM
Mm 3,6

)( 12

2
11 . 

2.1.17. Средняя квадратичная скорость молекул некоторого газа 

при нормальных условиях равна 
с

мvкв 480 . Сколько молекул со-

держит 1 г этого газа? Ответ: 
22

2

1004,2
3RT

vmN
N

квA
. 

2.1.18. При какой температуре средняя квадратичная скорость мо-

лекул кислорода больше их наиболее вероятной скорости на 
с

м100 ? 

Ответ: К
vv

R

M
T

вкв
381

23

2

. 

2.1.19. Вертикальный цилиндр, закрытый с обоих концов, разделен 

поршнем. По обе стороны поршня находится по одному молю воздуха 

при температуре Т = 300 К. Отношение объемов верхней части цилинд-



 91 

ра и нижней равно 4 . При какой температуре воздуха отношение 

этих объемов станет равным 31 ? Ответ: КTT 420
)1(

)1(
2

1

2

1
1 . 

2.1.20. Пузырек воздуха поднимается со дна водоема, имеющего 

глубину H. Найти зависимость радиуса пузырька r от глубины его ме-

стонахождения h в данный момент времени, если его объем на дне во-

доема равен V. Температуру воды считать постоянной, атмосферное 

давление равно p0. Плотность воды 3
310

м
кг . Ответ: 

3

0

0

)(4

)(3

ghp

VgHp
r . 

2.1.21. Два сосуда с объемами лV 401  и лV 202  содержат газ при 

одинаковых температурах, но разных давлениях. После соединения со-

судов в них установилось давление МПаp 1 . Каково было начальное 

давление 1p  в большем сосуде, если начальное давление в меньшем 

сосуде МПаp 6,02 ? Температуру считать постоянной. Ответ: 

Мпа
V

VpVVp
p 2,1

)(

1

2221
1 . 

2.1.22. Три сосуда с одинаковыми объемами сообщаются между со-

бой кранами. Первый сосуд содержит газ массы m1, третий – тот же газ 

массы m2, во втором сосуде – вакуум. Сначала соединили второй и тре-

тий сосуды, а когда давление выровнялось, второй сосуд отсоединили 

от третьего и соединили с первым. Давление в первом и втором сосудах 

установилось равным p. Найти начальное давление p1 в первом сосуде. 

Температуру считать постоянной. Ответ: 
21

1
1

2

2

mm

pm
p . 

2.1.23. Цилиндрический сосуд, расположенный горизонтально, за-

полнен газом при температуре t = 27
0
C и давлении p = 0,1 МПа и разде-

лен на две равные части подвижной перегородкой. Каково будет давле-

ние р’, если в одной части сосуда газ нагреть до температуры t’ = 57
0
C, а 

в другой – температуру газа оставить без изменения? Ответ: 

кПа
T

TTp
p 105

2

)(
. 

2.1.24. Цилиндр разделен на две части подвижным поршнем, имеющим 

массу m и площадь сечения S. При горизонтальном положении цилинд-

ра давление газа в сосуде по обе стороны поршня одинаково и равно p. 

Найти давление p’ газа над поршнем, когда цилиндр расположен верти-
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кально. Процесс считать изотермическим. Ответ: 

2

2

2

1

S

mg
p

S

mg
pp . 

2.1.25. В запаянной цилиндрической трубке, расположенной гори-

зонтально, находится воздух при нормальных условиях. Трубка разде-

лена подвижным поршнем на две части, отношение объемов которых 

V1/V2 = 1/2. До какой температуры t1 следует нагреть меньшую часть 

трубки и до какой температуры t2 охладить большую часть трубки, что-

бы поршень делил трубку на две равные части? Ответ: К
T

T 410
2

3 0
1 , 

К
T

T 205
4

3 0
2 . 

2.1.26. При адиабатическом сжатии воздуха в цилиндрах двигателя 

внутреннего сгорания давление изменяется от МПаp 1,01  до 

МПаp 5,32 . Начальная температура воздуха t1 = 40
0
C. Найти темпера-

туру воздуха в конце сжатия. Ответ: К
p

p
TT 864

1

1

2
12 . 

2.1.27. Газ расширяется адиабатически, причем объем его увеличи-

вается вдвое, а термодинамическая температура падает в 1,32 раза. Ка-

кое число степеней свободы имеют молекулы этого газа? Ответ: 

5

ln

ln

2

2

1

1

2

T

T

V

V

i . 

2.1.28. Полый шар объемом V = 10 см
3
, заполненный воздухом при 

температуре Т1 = 573 К соединили трубкой с чашкой, заполненной рту-

тью. Определить массу ртути, вошедшей в шар при остывании воздуха в 

нем до температуры Т2 = 293 К. Изменением объема шара пренебречь. 

Плотность ртути 3
3106,13

м
кг . Ответ: г

T

T
Vm 5,661

1

2 . 

2.1.29. В сосуде вместимостью V = 0,3 л при температуре Т = 290 К  на-

ходится некоторый газ. На сколько понизится давление газа в сосуде, 

если из него из-за утечки выйдет N = 10
19

 молекул? Ответ: 

Па
V

NkT
p 133 . 
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2.1.30. Определить давление, оказываемое газом на стенки сосуда, 

если его плотность равна 301,0
м

кг , а средняя квадратическая скорость 

молекул газа составляет 
с

м480 . Ответ: Па
v

p
кв

768
3

2

. 

2.2. Явления переноса 

Справочные сведения 

Распределение Максвелла молекул идеального газа по скоростям 

kT

vm
v

kT

m
vf

2
exp

2
4)(

2

02
2

3

0 . 

Средняя длина свободного пробега молекул 
nd

l
22

1
, где d – 

эффективный диаметр молекулы. 

Среднее число столкновений vndz 22 , где v  – средняя 

арифметическая скорость. 

Закон Фурье 
dx

dT
J E , где JE – плотность теплового потока (ко-

личество теплоты в единицу времени через единичную площадку, пер-

пендикулярную оси x),  – коэффициент теплопроводности, 
dx

dT
 – гра-

диент температуры. Коэффициент теплопроводности можно найти по 

формуле lvсV
3

1
, где cv – удельная теплоемкость при постоянном 

объеме. 

Закон Фика 
dx

d
DJm , где Jm – плотность потока массы (масса 

вещества, диффундирующего в единицу времени через единичную 

площадку, перпендикулярную оси x), D – коэффициент диффузии, ко-

торый можно найти по формуле lvD
3

1
. 

Плотность потока импульса 
dx

dv
J P  (полный импульс, перено-

симый в единицу времени в положительном направлении оси  через 
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единичную площадку, перпендикулярную оси x),  – коэффициент ди-

намической вязкости, который вычисляется по формуле lv
3

1
. 

Примеры решения задач 

Задача 1. Расстояние между стенками дьюаровского сосуда равно 

8 мм. При каком давлении теплопроводность воздуха, находящегося 

между стенками дьюаровского сосуда, начнет уменьшаться при откач-

ке? Температура воздуха 17
0
C, диаметр молекулы воздуха принять рав-

ным мм7103 . 

Решение 

Коэффициент теплопроводности газа определяется по формуле  

lvc квV
3

1
, (2.2.1) 

где cV - удельная теплоемкость при постоянном объеме,  

 – плотность,  

квv  – средняя арифметическая скорость молекул,  

l  – средняя длина свободного пробега молекул. Средняя арифме-

тическая скорость и средняя длина свободного пробега вычисляются по 

формулам  

M

RT
vкв

8
, 

nd
l

22

1
, (2.2.2) 

где n – концентрация молекул. По определению 
V

N
n , где число мо-

лекул можно определить из соотношения 

M

mN
N

N

N

M

m A

A

. (2.2.3) 

Из (2.2.2), (2.2.3) находим 

A

AA

Nd

M
l

M

N

MV

mN
n

22
. (2.2.4) 

Подставляя (2.2.4) в (2.2.1), получаем  

A

V
Nd

M

M

RT
с

22

8

3

1
.  
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На первый взгляд полученное выражение не зависит от давления. 

Однако, при выводе формул мы не учитывали размеров сосуда. Оче-

видно, что как только средняя длина свободного пробега молекул срав-

няется с расстоянием между стенками, она перестанет изменяться, в то 

время как плотность газа будет продолжать уменьшаться по мере откач-

ки. Следовательно, уменьшение теплопроводности начнется в тот мо-

мент, когда средняя длина свободного пробега молекул станет равной 

расстоянию между стенками.  

Выражая концентрацию из уравнения p = nkT и подставляя в 

(2.2.2), находим  

pd

kT
l

22
,  

откуда следует расчетная формула  

ld

kT
p

22
.  

Подстановка числовых значений дает: 

Па
мм

К
К

Дж

p 25,1
108)103(14,32

2901038,1

3210

23

. 

Задача 2. Углекислый газ и азот находятся при одинаковых темпе-

ратурах и давлениях. Найти для этих газов отношение: 

а) коэффициентов диффузии; б) вязкости; в) теплопроводностей. Диа-

метры молекул газов считать одинаковыми. 

Решение 

По определению коэффициента диффузии  

lvD кв
3

1
. (2.2.5)   

Выражая концентрацию из уравнения p = nkT, для коэффициента 

диффузии с учетом (2.2.2) получаем выражение  

M

RT

pd

kT
D

23

2
.  

Учитывая, что газы находятся при одинаковых условиях, получаем 

8,0
44

28

1

2

2

1

моль
г

моль
г

M

M

D

D
. (2.2.6) 
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Коэффициент динамической вязкости вычисляется по формуле  

lvкв
3

1
, (2.2.7) 

где  – плотность газа. Следовательно, коэффициенты диффузии и 

динамической вязкости связаны друг с другом соотношением  

D . (2.2.8) 

Плотность газа можно определить из уравнения Менделеева–

Клапейрона  

RT

pM

V

m
RT

M

m
pV . (2.2.9) 

Из (2.2.6), (2.2.8), (2.2.9) следует 

1

2

2

1

22

11

2

1

M

M

M

M

DM

DM
D

RT

pM
.  

25,1
28

44

2

1

моль
г

моль
г

M

M
. 

Коэффициент теплопроводности вычисляется по формуле 

квV vlc
3

1
, (2.2.10) 

где 
M

Ri
cV

2
 – удельная теплоемкость газа при постоянном объеме,  

i – число степеней свободы молекулы.  

Таким образом, между коэффициентами динамической вязкости и 

теплопроводности существует простая связь 

Vс . (2.2.11) 

Поскольку число степеней свободы у двухатомной молекулы равно 

пяти, а у трехатомной – шести, из (2.2.10), (2.2.11) следует 

.96,0
44

28
2,12,1

5

6

2

1

2

12

21

2

1

моль
г

моль
г

M

M

M

M

M

Ri
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Индивидуальные задания 

2.2.1. При каком давлении средняя длина свободного пробега моле-

кул водорода равна 2,5 см, если температура газа равна 67
0
C? Диаметр 

молекулы водорода принять равным 0,28 нм. Ответ: 

Па
ld

kT
p 539,0

2 2
. 

2.2.2. Определите среднюю продолжительность свободного пробега 

молекул водорода при температуре 27
0
C  и давлении 0,5 кПа. Диаметр 

молекулы водорода принять равным 0,28 нм. Ответ: 

нс
pdR

TMk
3,13

4 2
. 

2.2.3. При температуре 300 К  и некотором давлении средняя длина 

свободного пробега молекул кислорода равна 0,1 мкм. Чему равно 

среднее число столкновений, испытываемых молекулами в 1 с, если 

сосуд откачан до 0,1 первоначального давления? Температуру газа счи-

тать постоянной. Ответ: 181
1 1045,4

8
c

pl

p

M

RT
z . 

2.2.4. Определить коэффициент теплопроводности азота, находя-

щегося в некотором объеме при температуре 280 К. Эффективный диа-

метр молекул азота принять равным 0,38 нм. Ответ: 

Км

мВт

M

RT

d

ki
25,8

3 2
. 

2.2.5. Кислород находится при нормальных условиях. Определить 

коэффициент теплопроводности кислорода, если эффективный диаметр 

его молекул равен 0,36 нм. Ответ: 
Км

мВт

M

RT

d

ki
49,8

3 2
. 

2.2.6. Пространство между двумя параллельными пластинами пло-

щадью S = 150 см
2
  каждая, находящимися на расстоянии ммx 5  

друг от друга, заполнено кислородом. Одна пластина поддерживается 

при температуре 17
0
С, другая – при температуре 27

0
С. Определить ко-

личество теплоты, прошедшее за 5 мин посредством теплопроводности 

от одной пластины к другой. Кислород находится при нормальных ус-

ловиях. Эффективный диаметр молекул кислорода принять равным 

0,36 нм. Ответ: Джt
x

tt

M

RT

d

ki
Q 4,76

)(

3

12

2
. 
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2.2.7. Определить коэффициент диффузии кислорода при нормаль-

ных условиях. Эффективный диаметр молекул кислорода принять рав-

ным 0,36 нм. Ответ: 
с

м
pd

kT

M

RT
D

26

2
1018,9

3

2
. 

2.2.8. Определить массу азота, прошедшего вследствие диффузии 

через площадку 50 см
2
 за 20 с, если градиент плотности в направлении, 

перпендикулярном площадке, равен 41
м

кг . Температура азота 290 К, а 

средняя длина свободного пробега его молекул равна 1 мкм. Ответ: 

мгSt
dx

dp
l

M

RT
m 6,15

8

3

1
. 

2.2.9. Найти среднее число столкновений в единицу времени моле-

кул некоторого газа, если средняя длина свободного пробега 

мкмl 5 , а средняя квадратичная скорость его молекул 

с
мvкв 500 . Ответ: 17102,9

3

8
c

l

v
z

кв
. 

2.2.10. Определить коэффициент теплопроводности азота, если ко-

эффициент динамической вязкости для него при тех же условиях равен 

смкПа10 . Ответ: 
Км

мВт

M

Ri
42,7

2
. 

2.2.11. Азот находится под давлением 100 кПа при температуре 

290 К. Определить коэффициенты диффузии и динамической вязкости 

азота, если эффективный диаметр его молекул равен 0,38 нм. Ответ: 

с
м

pd

kT

M

RT
D

26

2
1074,9

3

2
, 

см

кг

d

k

R

MT 5

2
1013,1

3

2
. 

2.2.12. Ниже какого давления можно говорить о вакууме между 

стенками сосуда Дьюара, если расстояние между стенками сосуда равно 

8 мм, а температура 17
0
С? Эффективный диаметр молекул воздуха при-

нять равным 0,27 нм. Ответ: Па
ld

kT
p 54,1

2 2
. 

2.2.13. Давление разреженного газа в рентгеновской трубке при 

температуре 17
0
С равно 130 мкПа. Можно ли считать вакуум в трубке 

высоким, если характерный размер l0 (расстояние между катодом и ано-

дом трубки) составляет 50 мм. Эффективный диаметр молекул воздуха 

принять равным 0,27 нм. Ответ: 02
1,95

2
lм

pd

kT
l , вакуум вы-

сокий. 
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2.2.14. Найти диаметр молекулы кислорода, если при температуре 

t = 0
0
C вязкость кислорода смкПа8,18 . Ответ: 

м
R

MTk
d 10103

3

2
. 

2.2.15. Какое предельное число молекул воздуха должно находить-

ся внутри сферического сосуда диаметром 15 см, чтобы молекулы не 

сталкивались друг с другом? Эффективный диаметр молекул воздуха 

принять равным 0,27 нм. Ответ: 
16

2

2

1064,3
26 d

D
N . 

2.3. Основы термодинамики 

Справочные сведения 

Закон Больцмана о равномерном распределении энергии по степе-

ням свободы молекул: для статистической системы, находящейся в со-

стоянии термодинамического равновесия, на каждую поступательную и 

вращательную степень свободы приходится в среднем кинетическая 

энергия, равная 
2

kT
, а на каждую колебательную степень свободы – в 

среднем энергия, равная kT.  

Средняя энергия молекулы kT
i

2
, где КОЛЕБВРАЩПОСТ iiii 2  – 

число степеней свободы молекулы. 

Внутренняя энергия произвольной массы газа RT
i

M

m
U

2
. 

Первое начало термодинамики в интегральной AUQ  и в 

дифференциальной форме dAdUdQ . 

Молярная теплоемкость газа при постоянном объеме R
i

СV
2

, а 

при постоянном давлении R
i

CP
2

2
; уравнение Майера RCC VP . 

Удельная теплоемкость при постоянном объеме 
M

C
c V

V , а при посто-

янном давлении 
M

C
c P

P . Показатель адиабаты идеального газа 

i

i

C

C

V

P 2
. 
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Работа газа определяется по формуле 
2

1

pdVA ; для изобарного 

процесса VpA ; для изотермического 
1

2ln
V

V
RT

M

m
A ; для адиабат-

ного 

1

2

11
1 V

V

M

mRT
A . 

Изменение энтропии системы 

2

1
T

dQ
S , для процессов в идеаль-

ном газе )lnln(
1

2

1

2

V

V
R

T

T
C

M

m
S V . 

Коэффициент полезного действия для кругового процесса 

1

2

1

21

1

1
Q

Q

Q

QQ

Q

A
, где Q1 – количество теплоты, полученное 

системой, Q2 – количество теплоты, отданное системой, A – совершен-

ная системой работа. Для идеальной тепловой машины, работающей по 

циклу Карно, состоящем из двух изотерм и двух адиабат, КПД опреде-

ляется по формуле 
1

2

1

21 1
T

T

T

TT
, где T1 и T2 – температура нагре-

вателя и холодильника соответственно. 

Примеры решения задач 

При решении задач данного раздела, как правило, требуется при-

менять первое начало термодинамики. Для этого следует определить 

вид процесса, происходящего с газом и применить соответствующие 

формулы для расчета изменения внутренней энергии и работы газа. В 

случае произвольного процесса первое начало термодинамики следует 

записывать в дифференциальной форме, а затем вычислять интегралы, 

исключая из подынтегральной функции некоторые параметры состоя-

ния при помощи уравнения Менделеева–Клапейрона. Аналогично ре-

шаются задачи на расчет изменения энтропии системы и определение 

коэффициента полезного действия. Рассмотрим конкретные примеры. 

Задача 1. В двух цилиндрах, имеющих объемы V1 = 3 л и V2 = 5 л 

находится одинаковый газ при давлениях р1 = 0,4 МПа и р2 = 0,6 МПа и 

температурах t1 = 27
0
C и t2 = 127

0
C. Цилиндры соединяют трубкой с 

краном. Определить, какая температура T и какое давление p  устано-

вятся в цилиндрах после того, как кран соединительной трубки будет 

открыт. 
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Решение 

Внутренние энергии газа в первом цилиндре, газа во втором ци-

линдре и газа в обоих цилиндрах после смешивания соответственно 

равны:  

111 TCU V , 222 TCU V , TCU V )( 21 , (2.3.1) 

где v1 и v2 – количества вещества газов в цилиндрах, Cv – молярная 

теплоемкость газа при постоянном объеме.  

Согласно закону сохранения энергии  

21 UUU ,  

откуда с учетом (2.3.1) следует  

21

2211 TT
T . (2.3.2) 

Для определения количества вещества воспользуемся уравнением 

состояния идеального газа:  

1111 RTVp , 2222 RTVp . (2.3.3) 

Выражая из (2.3.3) количества вещества и подставляя в (2.3.2), по-

лучаем  

122211

221121 )(

TVpTVp

VpVpTT
T . (2.3.4) 

Подставляя числовые значения, находим  

К
КлМПаКлМПа

лМПалМПаКК
T 365

30056,040034,0

)56,034,0(400300
.  

Из уравнения состояния для смеси газов  

RTVVp )()( 2121 ,  

используя (2.3.3) и (2.3.4), находим 

МПа
лл

лМПалМПа

VV

VpVp
p 525,0

53

56,034,0

21

2211 . 

Задача 2. В длинной гладкой пустой (нет внешнего давления) теп-

лоизолированной трубе находятся два поршня массами m1 и m2, между 

которыми в объеме V0  при давлении p0 находится двухатомный газ. 

Поршни отпускают. Определить их максимальные скорости, если масса 

газа много меньше массы поршней. 
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Решение 

Воспользуемся законами сохранения импульса и энергии. Посколь-

ку согласно условию, труба теплоизолирована, газ будет совершать ра-

боту над поршнями без теплообмена с окружающей средой за счет 

внутренней энергии.  

Предположим, что расширение газа будет бесконечным, следова-

тельно, его внутренняя энергия будет стремиться к нулю. Тогда по за-

кону сохранения энергии  

22

2

22

2

11 vmvm
U , (2.3.5) 

где U – начальная внутренняя энергия газа.  

По определению  

RT
M

mi
U

2
, (2.3.6) 

где число степеней свободы двухатомной молекулы i = 5. При по-

мощи уравнения состояния идеального газа RT
M

m
pV  можно выра-

зить внутреннюю энергию через объем и давление газа:  

00
2

5
VpU ,  

следовательно, (2.3.5) преобразуется к виду 

222

5 2

22

2

11
00

vmvm
Vp . (2.3.7) 

Поскольку по условию масса газа пренебрежимо мала, из закона 

сохранения импульса следует  

2211 vmvm . (2.3.8) 

Решая систему уравнений (2.3.7), (2.3.8), находим максимальные 

скорости поршней 

1

2

21

00
1

5

m

m

mm

Vp
v ,

2

1

21

00
2

5

m

m

mm

Vp
v . 

Задача 3 . Температура некоторой массы m  идеального газа мо-

лярной массы M меняется по закону T = aV
2
, где const . Найти рабо-

ту, совершенную газом при увеличении объема от V1 до V2. Поглощает-

ся или выделяется энергия в таком процессе? 
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Решение 

Элементарная работа идеального газа определяется по формуле 

pdVdA . (2.3.9) 

Выразим давление газа при помощи уравнения состояния идеаль-

ного газа RT
M

m
pV  и уравнения T = aV

2
, заданного по условию. По-

лучаем  

RV
M

m
p ,  

следовательно, (2.3.9) приводится к виду 

RVdV
M

m
dA . (2.3.10) 

Интегрируя (2.3.10) от V1 до V2, получаем 

)(
2

1

2

1 2

1

2

2

2

1

2

1

2 VVR
M

m
VR

M

m
RVdV

M

m
A

V

V

V

V

.  

Поскольку, согласно закону расширения газа, с увеличением объе-

ма растет температура, совершенная газом работа и изменение его 

внутренней энергии положительны. Следовательно, по первому началу 

термодинамики газ должен поглощать тепло. 

Задача 4. Азот, находившийся при температуре 400K, подвергли 

адиабатному расширению, в результате которого его объем увеличился 

в n = 5 раз, а внутренняя энергия уменьшилась на 4 кДж. Определить 

массу азота. 

Решение 

Работа газа при адиабатном расширении определяется по формуле 

1

2

11 1
1 V

VRT

M

m
A ,  

где показатель адиабаты 
i

i 2
, 5i  – число степеней свободы 

двухатомной молекулы.  

Из первого закона термодинамики AUQ  следует, что при 

адиабатном процессе (Q = 0)  
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1

2

11 1
1 V

VRT

M

m
AU . (2.3.11) 

Учитывая, что по условию 
nV

V 1

2

1 , из (2.3.11) получаем выражение 

для массы азота  

1

1

1
1

)1(

n
RT

UM
m .  

Подставляя числовые значения, находим  

кг

К
Кмоль

Дж

Дж
моль

кг

m 2

14,1

33

1084,2

5

1
140031,8

)104()14,1(1028
. 

Задача 5. Найти молярную теплоемкость идеального газа, расши-

ряющегося по закону constpV n
. При каких значениях n теплоемкость 

будет равна нулю? Бесконечности?  

Решение 

Согласно определению молярной теплоемкости  

dT

dQ
c . (2.3.12) 

Воспользуемся первым началом термодинамики  

pdVdUdQ , (2.3.13) 

где внутренняя энергия одноатомного газа 

RdTdURTU
2

3
. (2.3.14) 

Для определения элементарной работы газа вычислим дифферен-

циалы от уравнения состояния идеального газа и от заданного по усло-

вию закона его расширения:  

RdTVdppdV  (2.3.15) 

и  

01dVnpvdpv nn
. (2.3.16) 
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Решая совместно (2.3.15), (2.3.16), получаем  

n

RdT
pdV

1
. (2.3.17) 

Тогда из (2.3.12), (2.3.13), (2.3.14), (2.3.17) находим 

n
R

dT

n

RdT
RdT

с
1

1

2

312

3

.  

Из условий c = 0 и c = ∞ получаем 
3

5
n  и n = 1 соответственно. 

Задача 6. Коэффициент полезного действия цикла 1-2-3-4-1, пред-

ставленного на рисунке, равен %401 . Определить КПД 2  цикла 1-

3-4-1. 

 
P

V

1

2 3

4

 
Рис. 2.3.1 

Решение 

По определению КПД  

11

21

Q

A

Q

QQ
. (2.3.18) 

Работа, совершенная газом за цикл, равна площади фигуры на диа-

грамме. Очевидно, что работы газа в циклах 1-2-3-4-1 и 1-3-4-1 связаны 

друг с другом соотношением А1 = 2А2.  

Участок 1–2 соответствует изохорному нагреванию, а участок 2–3 – 

изобарному расширению, следовательно, на этих участках газ получает 

тепло. Участок 3–4 соответствует изохорному охлаждению, а участок 4–

1 – изобарному сжатию, следовательно, на этих участках газ отдает теп-

ло. Так как участки 3–4 и 4–1 для обоих циклов одинаковы, количество 

теплоты Q2, отдаваемое газом холодильнику в этих циклах одинаково.  
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Поскольку AQQ 21 , из (2.3.18) получаем 

)1
1

(
1

12

12

1
1 AQ

AQ

A
. (2.3.19) 

Подставляя найденное значение в формулу КПД цикла 1-3-4-1, на-

ходим 

25,0
4,02

4,0

2
5,0)1

1
(

5,0

1

1

1

1

1

1

22

2
2

AA

A

AQ

A
. 

Задача 7. С одним молем одноатомного идеального газа совершают 

циклический процесс 1-2-3-1, изображенный на рисунке. В процессе 2-3 

давление газа линейно зависит от объема, причем объем увеличивается 

вдвое. Состояниям 2 и 3 соответствует одинаковая температура. Найти 

КПД тепловой машины, работающей по такому циклу. 

 

1

2

3

p

V
 

Рис. 2.3.2 

Решение 

Определим при помощи условия соотношения между параметрами 

газа в состояниях 1, 2 и 3. Согласно уравнению состояния идеального 

газа для состояний 2 и 3 имеем  

222 RTVp , 333 RTVp . (2.3.20) 

Так как V3 = 2V2, T2 = T3, то из (2.3.20) следует 

231
2

1
ppp , 321

2

1
VVV , 132 2TTT . (2.3.21) 
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Количество теплоты, полученное газом при изохорном нагревании 

1-2 равно  

11212
2

3
)(

2

3
RTTTRQ . (2.3.22) 

Определяя параметры линейного уравнения зависимости давления 

от объема для участка 2-3, получаем  

1

1

1 3pV
V

p
p ,   

тогда элементарная работа газа на этом участке 

dVV
V

p
pdA )3(

1

1
1 . (2.3.23) 

Интегрируя (2.3.23) от V1 до 2V1, получаем  

11

12

1

12

1

2

1

1
1

1

1
1

2

3
)

2
3()3( VpV

V

p
VpdVV

V

p
pA

V

V

V

V

.  

Так как на участке 2-3 внутренняя энергия газа не меняется, то по 

первому закону термодинамики  

11123
2

3

2

3
RTVpAQ . (2.3.24) 

Следовательно, на этом участке газ также получает тепло. На уча-

стке изобарного сжатия газ отдает холодильнику количество теплоты  

11331
2

5
)(

2

5
RTTTRQ . (2.3.25) 

Подставляя (2.3.22), (2.3.24), (2.3.25) в определение КПД, находим  

6

1

2

3

2

3
2

5

2

3

2

3

11

111

2312

312312

RTRT

RTRTRT

QQ

QQQ
. 

Задача 8. На сколько возрастет энтропия 1 кг  воды, находящейся 

при Т1 = 293 К, при превращении ее в пар? 

Решение 

Изменение энтропии системы определяется по формуле  

T

dQ
S . (2.3.26) 
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Количество теплоты, необходимое для нагревания воды, вычисля-

ется по формуле  

mcdTdQ , (2.3.27) 

где с – удельная теплоемкость воды. Подставляя (2.3.27) в (2.3.26) и 

интегрируя, находим  

1

2
2

1

1 ln
T

T
mc

T

dT
mcS

T

T

, (2.3.28) 

где Т2 – температура кипения воды.  

Кипение воды происходит при постоянной температуре, поэтому  

22

2

1

T

mr
dQ

T
S , (2.3.29) 

где r – удельная теплота парообразования воды.  

Из (2.3.26), (2.3.28), (2.3.29), находим изменение энтропии в рас-

сматриваемом процессе 

21

2ln
T

mr

T

T
mcS .  

Подставим значения:  

K

K

Ккг
ДжкгS

293

373
ln1018,41 3

 

К
Дж

К

кг
Джкг

3

6

1004,7
373

1025,21
. 

Индивидуальные задания 

2.3.1. В закрытом сосуде находится смесь азота массой m1 = 56 г и 

кислорода массой m2 = 64 г. Определить изменение внутренней энергии 

этой смеси, если ее охладили на 20
0
С. Ответ: 

кДж
M

m

M

m
TRU 66,1

2

5

2

2

1

1 . 

2.3.2. Определить удельные теплоемкости сv и cp смеси углекислого 

газа массой m1 = 3 г и азота массой m2 = 4 г. Ответ: 
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Ккг

Дж

M

mi

M

mi

mm

R
cv 667

)(2 2

22

1

11

21

, 

Ккг

Дж

M

mi

M

mi

mm

R
cp 917

)2()2(

)(2 2

22

1

11

21

. 

2.3.3. Определить показатель адиабаты  для смеси газов, содер-

жащей гелий массой m1 = 8 г и водород массой m2 = 2 г. Ответ: 

55,1

)2()2(

2

2
2

1

1
1

2

2
2

1

1
1

M

m
i

M

m
i

M

m
i

M

m
i

. 

2.3.4. Определить количество теплоты, сообщенное кислороду объ-

емом V = 20 л, если а процессе его изохорного нагревания давление газа 

изменилось на кПаp 100 . Ответ: кДжpV
i

Q 5
2

. 

2.3.5. Азот массой m = 280 г расширяется в результате изобарного 

процесса при давлении р = 1 МПа. Определить: 1) работу расширения 

газа; 2) конечный объем газа, если на расширение затрачена теплота 

Q = 5 кДж, а начальная температура азота Т1 = 290 К. Ответ: 

кДж
i

Q
A 43,1

2

2
, 3

12 026,0)(
1

мRT
M

m
A

p
V . 

2.3.6. Кислород объемом 1 л находится под давлением 1 Мпа. Оп-

ределить, какое количество теплоты необходимо сообщить газу, чтобы: 

1) увеличить его объем вдвое в результате изобарного процесса; 

2) увеличить его давление вдвое в результате изохорного процесса. От-

вет: кДжVp
i

Q 5,3
2

2
11 , кДжpV

i
Q 5,2

2
12 . 

2.3.7. Некоторый газ массой m = 5 г расширяется изотермически от 

объема V1 до объема V2 = 2V1. Работа расширения A = 1 кДж. Опреде-

лить среднюю квадратичную скорость молекул газа. Ответ: 

с
м

V

V
m

A
vкв 930

ln

3

1

2

. 

2.3.8. Некоторый газ массой 1 кг находится при температуре 

Т = 300 К  и под давлением р1 = 0,5 МПа. В результате изотермического 

сжатия давление газа увеличилось в два раза. Работа, затраченная на 

сжатие А = –432кДж. Определить, какой это газ. Ответ: 

моль
кг

p

p

A

mRT
M 3

2

1 104ln , гелий. 
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2.3.9. Азот массой m = 50 г находится при температуре Т1 = 280 К. 

В результате изохорного охлаждения его давление уменьшилось в n = 2  

раза, а затем в результате изобарного расширения температура газа в 

конечном состоянии стала равна первоначальной. Определить работу, 

совершенную газом и изменение его внутренней энергии. Ответ: 

кДж
M

mRT
A 08,2

2

1 , 0U . 

2.3.10.Азот массой m = 1 кг занимает при температуре Т1 = 300 К 

объем V1 = 0,5 м
3
. В результате адиабатного сжатия давление газа уве-

личилось в 3 раза. Определить: 1) конечный объем газа; 2) его конечную 

температуру; 3) изменение внутренней энергии газа. Ответ: 

3

1

2

1
12 228,0 м

p

p
VV , К

p

p
TT 411

1

2

1
12 , 

кДж
p

p
RT

M

mi
U 4,821

2

1

2

1
1 . 

2.3.11. Азот, находившийся при температуре 400 К, подвергли 

адиабатному расширению, в результате которого его объем увеличился 

в n = 5 раз, а внутренняя энергия уменьшилась на 4 кДж. Определить 

массу азота. Ответ: кг

n
RT

UM
m 3

1

1

1028
1

1

)1(
. 

2.3.12. Двухатомный идеальный газ занимает объем V1 = 1 л и на-

ходится под давлением р1 = 0,1МПа. После адиабатного сжатия газ ха-

рактеризуется объемом V2 и давлением p2. В результате последующего 

изохорного процесса газ охлаждается до первоначальной температуры, 

а его давление p3 = 0,2МПа. Определить объем V2 и давление p2. Ответ:  

л
p

Vp
V 5,0

3

11
2 , кПа

V

V
pp 264

2

1
12 .  

2.3.13. Кислород массой 10 г, находящийся при температуре 370 К 

подвергли адиабатному расширению, в результате которого его давле-

ние уменьшилось в 4n  раза. В результате последующего изотермиче-

ского процесса газ сжимается до первоначального давления. Опреде-

лить: 1) температуру газа в конце процесса; 2) количество теплоты, по-

лученное газом; 3) приращение внутренней энергии газа; 4) работу со-

вершенную газом. Ответ: КTn
n

T 249
1

12 , 
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Дж
n

RT
M

m
Q 896

1
ln2 , ДжTTR

M

mi
U 786)(

2
12 , 

ДжUQA 100 . 

2.3.14. Кислород массой m = 2 кг  занимает V1 = 1 м
3
  и находится 

под давлением р1 = 0,2 МПа. Газ был нагрет сначала при постоянном 

давлении до объема V2 = 3 м
3
, а затем при постоянном объеме до давле-

ния р2 = 0,5 МПа. Найти изменение внутренней энергии газа, совершен-

ную им работу и количество теплоты, переданное газу. Ответ: 

МДжVpVpU 25,3)(
2

5
1122 , МДжVVpA 1)( 121 , 

МДжAUQ 25,4 . 

2.3.15. На нагревание кислорода массой m = 160 г на KT 12 , 

была затрачена теплота Q = 1, 76 кДж. Как протекал процесс: при по-

стоянном объеме или при постоянном давлении? Ответ: 

2

2
5,3

i

TmR

QM
, при постоянном давлении. 

2.3.16. Идеальный газ, совершающий цикл Карно, 70% количества 

теплоты, полученного от нагревателя, отдает холодильнику. Количество 

теплоты, получаемое от нагревателя, равно 5 кДж. Определить: 

1) термический КПД цикла; 2) работу, совершенную при полном цикле. 

Ответ: %30
1

21

Q

QQ
, кДжQA 5,11 . 

2.3.17. Идеальный газ совершает цикл Карно. Газ получает от на-

гревателя количество теплоты 5,5 кДж и совершает работу 1,1 кДж. Оп-

ределить: 1) термический КПД цикла; 2) отношение температур нагре-

вателя и холодильника. Ответ: %20
1Q

A
, 25,1

21

1

2

1

QQ

Q

T

T
. 

2.3.18. Идеальный газ совершает цикл Карно, термический КПД 

которого равен 0,4. Определить работу изотермического сжатия газа, 

если работа изотермического расширения составляет 400 Дж. Ответ: 

ДжAA 240)1( 12 . 

2.3.19. Идеальный газ совершает цикл Карно. Температура нагрева-

теля Т1 = 500 К, холодильника Т2 = 300 К. Работа изотермического рас-

ширения составляет 2 кДж. Определить: 1) термический КПД цикла; 

2) количество теплоты, отданное газом при изотермическом сжатии хо-

лодильнику. Ответ: %40
1

21

T

TT
, кДж

T

T
AQ 2,1

1

2
12 . 

2.3.20. Многоатомный идеальный газ совершает цикл Карно, при 

этом в процессе адиабатного расширения объем газа увеличивается в 
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n = 4 раза. Определить термический КПД цикла. Ответ: 

%37
1

1

1

т
. 

2.3.21. Идеальный многоатомный газ совершает цикл, состоящий 

из двух изохор и двух изобар, причем наибольшее давление газа в два 

раза больше наименьшего, а наибольший объем в четыре раза больше 

наименьшего. Определить термический КПД цикла. Ответ: 

%11
9

1

)(4)(3

))((

122121

1212

VVpppV

VVpp
. 

2.3.22. С идеальным газом, взятом в количестве v = 3 моль, прово-

дят замкнутый процесс, состоящий из двух изохор и двух изобар. От-

ношение давлений на изобарах 
4

5
, отношение объемов на изохорах 

5

6
. Разность максимальной и минимальной температур в процессе 

КT 100 . Найти работу, совершаемую газом за один цикл. 

Дж
TR

A 250)1)(1(
1

. 

2.3.23. Идеальный газ совершает круговой процесс, состоящий из 

двух изотерм и двух изохор. Изотермические процессы протекают при 

температурах Т1 и Т2 (Т1 > Т2), изохорические – при объемах V1 и V2 

( e
V

V

1

2 ). Найти КПД цикла, если показатель адиабаты равен . Ответ: 

21

21 ))(1(

TT

TT
. 

2.3.24. Идеальный газ совершает круговой процесс, состоящий из 

двух изотерм и двух изобар. Изотермические процессы протекают при 

T1 и T2 (T1 > T2), изобарические – при p1 и p2 ( e
p

p

1

2 ). Найти КПД цик-

ла, если показатель адиабаты равен . Ответ: 
21

21

)12(

))(1(

TT

TT
. 

2.3.25. Смешано m1 = 5 кг воды при температуре Т1 = 280 К c m2 = 8 

кг воды при температуре Т1 = 350 К. Найти: 1) температуру смеси; 

2) изменение энтропии системы, происходящее при смешивании. Ответ: 

К
mm

TmTm
T 323

21

2211 , 
К

Дж

T

T
m

T

T
mcS 300)lnln(

2

2

1

1 . 
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2.3.26. Кусок льда массой m = 200 г, взятый при температуре 

t1 = – 10
0
C, был нагрет до t2 = 0

0
C и расплавлен, после чего образовав-

шаяся вода была нагрета до температуры t3 = 10
0
C. Определить измене-

ние энтропии льда. Ответ: 
К

Дж

T

T
mc

T

m

T

T
mcS 291lnln

2

3
2

21

2
1 . 

2.3.27. Лед массой m1 = 2 кг при температуре t1 = 0
0
C был превра-

щен в воду той же температуры при помощи пара, имеющего темпера-

туру t2 = 100
0
C. Определить массу m2 израсходованного пара и измене-

ние энтропии системы. Ответ: г
TTcr

m
m 251

( )12

1
2 , 

К
Дж

T

T
cm

T

rm

T

m
S 610ln

1

2
2

2

2

1

1 . 

2.3.28. Водород массой m = 100 г  был изобарически нагрет так, что 

объем его увеличился в 3 раза, затем водород был изохорически охлаж-

ден так, что давление его уменьшилось в 3 раза. Определить изменение 

энтропии водорода. Ответ: 
К

ДжR
M

m
S 4573ln . 

2.3.29. Во сколько раз необходимо увеличить объем пяти молей 

идеального газа при изотермическом расширении, чтобы его энтропия 

увеличилась на 
К

ДжS 6,57 ? Ответ: 4exp
R

S
n . 

2.3.30. Азот массой 28 г адиабатно расширили в 2 раза, а затем изо-

барно сжали до первоначального объема. Определить изменение энтро-

пии азота в ходе процесса. Ответ: 
К

ДжR
M

mi
S 2,20

2

1
ln

2

2
. 

2.4. Поверхностное натяжение. Капиллярные явления 

Справочные сведения 

Избыточная потенциальная энергия молекул поверхностного слоя 

жидкости SE , где  – поверхностное натяжение, S  – площадь 

слоя. 

Сила поверхностного натяжения lF . 

Избыточное давление под искривленной поверхностью жидкости 

(формула Лапласа) )
11

(
21 RR

p , где R1 и R2 – радиусы кривизны 
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двух нормальных сечений поверхности. Для сферической поверхности 

R
p

2
. 

Высота подъема жидкости в капилляре 
gr

h
cos2

, где r – радиус 

капилляра,  – краевой угол (при полном смачивании 0 , при пол-

ном несмачивании ). 

Примеры решения задач 

Задача 1. В двух капиллярных трубках разного диаметра, опущен-

ных в воду, установилась разность уровней смh 6,21 . При опускании 

этих же трубок в спирт разность уровней оказалась смh 12 . Зная ко-

эффициент поверхностного натяжения воды 
м

мН731 , найти коэф-

фициент поверхностного натяжения спирта 2 . 

Решение 

Высота подъема жидкости в капилляре определяется по формуле 

rg
h

cos2
,  

где  – коэффициент поверхностного натяжения, r – радиус капилля-

ра,  – краевой угол,  – плотность жидкости. Полагая смачивание 

полным ( 0 ), находим для двух капилляров в случае воды  

gr
h

11

1
1

2
, 

gr
h

21

1
2

2
,  

следовательно, разность уровней  

grr

rr
h

121

121
1

)(2
. (2.4.1) 

Аналогичные расчеты в случае спирта дают  

grr

rr
h

221

122
2

)(2
. (2.4.2) 

Из (2.4.1), (2.4.2) находим  

12

21

2

1

h

h
.  
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Отсюда коэффициент поверхностного натяжения ртути  

м
мН

м
м

кг

м
м

кг
м

мН

h

h
2,22

106,210

101079,073

2
3

3

2
3

3

11

221
2 . 

Задача 2. Капля ртути массой m = 2 г введена между параллельны-

ми стеклянными пластинами. Какую силу следует приложить, чтобы 

расплющить каплю до толщины d = 0,1 мм. Считать, что ртуть не сма-

чивает стекло. 

Решение 

Если жидкость не смачивает твердое тело, то давление под поверх-

ностью жидкости оказывается больше внешнего давления на величину, 

определяемую по формуле Лапласа  

)
11

(
21 RR

p , (2.4.3) 

где R1 и R2 – радиусы кривизны двух взаимно перпендикулярных сече-

ний поверхности жидкости.  

Сечение капли плоскостью, перпендикулярной пластинам и прохо-

дящей через центр капли представляет собой фигуру, две стороны кото-

рой прямолинейны и параллельны, а две другие – окружности радиусом 

2
1

d
R . Сечение капли плоскостью, параллельной пластинам дает ок-

ружность радиусом R2, найти который можно, вычисляя приближенно 

(пренебрегая криволинейностью свободной поверхности) объем капли.  

Получаем  

dR
m

V 2

2 ,  

откуда следует  

d

m
R2

. (2.4.4) 

Из (2.4.3), (2.4.4) находим 

)
2

(
m

d

d
p .  

Следовательно, сила давления на пластины равна  

)
2

(2

2
m

d

dd

m
pRpSF .  
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Подставляя значения, получаем 

.4,14
102

101036,114,3

10

2

101036,1

49,0102

3

4
3

4

4

4
3

4

3

Н
кг

м
м

кг

м

м
м

кг
м

Нкг
F

 

Индивидуальные задания 

2.4.1. При определении силы поверхностного натяжения капельным 

методом число капель глицерина, вытекающего из капилляра, составля-

ет n = 50. Общая масса глицерина m = 1 г, а диаметр шейки капли в мо-

мент отрыва ммd 1 . Определить поверхностное натяжение глицери-

на. Ответ: 
м

мН
dn

mg
5,62 . 

2.4.2. Какую силу F необходимо приложить к горизонтальному 

алюминиевому кольцу высотой h = 10 мм, внутренним диаметром 

d1 = 50 мм и внешним диаметром d2 = 52 мм, чтобы оторвать его от по-

верхности воды? Какую часть найденной силы составляет сила поверх-

ностного натяжения? Ответ: мНddgdd
h

F 5,63)()(
4

21

2

1

2

2 , 

%371

F

F
. 

2.4.3. Кольцо внутренним диаметром d1 = 25 мми внешним диамет-

ром d2 = 26 мм подвешено на пружине и соприкасается с поверхностью 

жидкости. Жесткость пружины 
м

Нk 1108,9 . При опускании по-

верхности жидкости кольцо оторвалось от нее при растяжении пружины 

на ммl 3,5 . Найти поверхностное натяжение жидкости. Ответ: 

м
Н

dd

lk
032,0

)( 21

. 

2.4.4. Спирт по каплям вытекает из сосуда через вертикальную 

трубку внутренним диаметром d =  2 мм. Капли отрываются через время 

ct 1  одна после другой. Через какое время вытечет масса m = 10 г  

спирта? Диаметр шейки капли в момент отрыва считать равным внут-

реннему диаметру трубки. Ответ: с
d

tmg
t 780 . 
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2.4.5. Считая процесс образования мыльного пузыря изотермиче-

ским, определите работу, которую надо совершить, чтобы увеличить его 

диаметр от d1 = 6 мм до d2 = 60 мм. Поверхностное натяжение мыльного 

раствора принять равным 
м

Н40 . Ответ: 

мкДжddA 896)(2 2

1

2

2 . 

2.4.6. Две капли воды радиусом r = 1 мм каждая слились в одну 

большую каплю. Считая процесс изотермическим, определите умень-

шение поверхностной энергии при этом слиянии, если поверхностное 

натяжение воды 
м

мН73 . Ответ: нДжrE 378)42(4 32 . 

2.4.7. Давление воздуха внутри мыльного пузыря на Паp 200  

больше атмосферного. Определите диаметр пузыря. Поверхностное на-

тяжение мыльного раствора 
м

мН40 . Ответ: мм
p

d 6,1
8

. 

2.4.8. Воздушный пузырек диаметром d = 0,02 мм находится на 

глубине h = 25 см под поверхностью воды. Определите давление возду-

ха в этом пузырьке. Атмосферное давление примите нормальным. По-

верхностное натяжение воды 
м

мН73 , а ее плотность 31
см

г . 

Ответ: кПа
d

ghpp 118
4

0 . 

2.4.9. Во сколько раз плотность воздуха в пузырьке, находящемся 

на глубине h = 5 м под водой, больше плотности воздуха при нормаль-

ном атмосферном давлении? Радиус пузырька r = 0,5 мкм. Ответ: в 

4,4
4

1
00 dpp

gh
раза. 

2.4.10. В сосуд с ртутью опущен открытый капилляр, внутренний 

диаметр которого d = 3 мм. Разность уровней ртути в сосуде и в капил-

ляре ммh 7,3 . Найти радиус кривизны мениска в капилляре. Ответ: 

мм
hg

R 2
2

. 

2.4.11. Найти разность уровней ртути в двух сообщающихся капил-

лярах, внутренние диаметры которых равны d1 = 1 мм и d2 = 2 мм. Не-

смачивание считать полным. Ответ: мм
ddg

h 5,7
114

21

. 

2.4.12. Капилляр с внутренним радиусом r = 2 мм опущен в жид-

кость. Найти поверхностное натяжение жидкости, если известно, что в 
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капилляр поднялась масса жидкости m = 0,09 г. Ответ: 

м
Н

r

mg
07,0

2
. 

2.4.13. Вертикальный капилляр длиной l с запаянным верхним кон-

цом привели в соприкосновение с поверхностью жидкости, после чего 

она поднялась на высоту h. Плотность жидкости , диаметр внутренне-

го канала капилляра d, атмосферное давление p0. Найти коэффициент 

поверхностного натяжения жидкости, считая смачивание полным. От-

вет: d
hl

lp
gh 0

4

1
. 

2.4.14. Какую силу F надо приложить, чтобы оторвать друг от друга 

(без сдвига) две смоченные фотопластинки размером 2129 смS ? 

Толщина водяной прослойки между пластинками d = 0,05 мм. Смачива-

ние считать полным. Ответ: Н
d

S
F 5,31

2
. 

2.4.15. Между двумя горизонтальными плоскопараллельными стек-

лянными пластинками помещена масса m = 5 г ртути. Когда на верхнюю 

пластинку положили груз массой М = 5 кг, расстояние между пластин-

ками стало равным d = 0,087 мм. Пренебрегая массой пластинки по 

сравнению с массой груза, найти поверхностное натяжение ртути. Не-

смачивание считать полным. Ответ: 
м

Н

d

m
md

dMg
5,0

2
. 
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ТАБЛИЦА ВАРИАНТОВ ИНДИВИДУАЛЬНЫХ  
ЗАДАНИЙ 

Для студентов очной формы обучения номера вариантов назначает 

преподаватель, ведущий лабораторные занятия. Для студентов заочной 

формы обучения выбор вариантов осуществляется по первой букве фа-

милии студента: «а» – 1-й вариант, «б» – 2-й вариант, «в, г» – 3-й вари-

ант, «д, е» – 4-й вариант, «ж, з» – 5-й вариант, «и, к» – 6-й вариант, «л, 

м» – 7-й вариант, «н, о» – 8-й вариант, «п, р» – 9-й вариант, «с, т» – 10-й 

вариант, «у, ф» – 11-й вариант, «х, ц» – 12-й вариант, «ч, ш» –13-й вари-

ант, «щ, э» – 14-й вариант, «ю, я» –15-й вариант. Приведенные ниже 

таблицы вариантов предназначены для студентов, выполняющих 

2 контрольные работы в семестр (или студентов-заочников, изучающих 

физику в течение двух лет). 

1. Механика 

Номер  

варианта 
Номера задач 

Вариант 1 
1.1.1. 1.1.17. 1.2.3. 1.3.4. 1.3.20. 

1.4.6. 1.4.22. 1.5.8. 1.6.9. 1.6.25. 

Вариант 2 
1.1.2. 1.1.18. 1.2.4. 1.3.5. 1.3.21. 

1.4.7. 1.4.23. 1.5.9. 1.6.10. 1.6.26. 

Вариант 3 
1.1.3. 1.1.19. 1.2.5. 1.3.6. 1.3.22. 

1.4.8. 1.4.24. 1.5.10. 1.6.11. 1.6.27. 

Вариант 4 
1.1.4. 1.1.20. 1.2.6. 1.3.7. 1.3.23. 

1.4.9. 1.4.25. 1.5.11. 1.6.12. 1.6.28. 

Вариант 5 
1.1.5. 1.1.21. 1.2.7. 1.3.8. 1.3.24. 

1.4.10. 1.4.26. 1.5.12. 1.6.13. 1.6.29. 

Вариант 6 
1.1.6. 1.1.22. 1.2.8. 1.3.9. 1.3.25. 

1.4.11. 1.4.27. 1.5.13. 1.6.14. 1.6.30. 

Вариант 7 
1.1.7. 1.1.23. 1.2.9. 1.3.10. 1.3.26. 

1.4.12. 1.4.28. 1.5.14. 1.6.15. 1.6.16. 

Вариант 8 
1.1.8. 1.1.24. 1.2.10. 1.3.11. 1.3.27. 

1.4.13. 1.4.29. 1.5.15. 1.6.1. 1.6.17. 
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Вариант 9 
1.1.9. 1.1.25. 1.2.11. 1.3.12. 1.3.28. 

1.4.14. 1.4.30. 1.5.1. 1.6.2. 1.6.18. 

Вариант 10 
1.1.10. 1.1.26. 1.2.12. 1.3.13. 1.3.29. 

1.4.15. 1.4.16. 1.5.2. 1.6.3. 1.6.19. 

Вариант 11 
1.1.11. 1.1.27. 1.2.13. 1.3.14. 1.3.30. 

1.4.1. 1.4.17. 1.5.3. 1.6.4. 1.6.20. 

Вариант 12 
1.1.12. 1.1.28. 1.2.14. 1.3.15. 1.3.16. 

1.4.2. 1.4.18. 1.5.4. 1.6.5. 1.6.21. 

Вариант 13 
1.1.13. 1.1.29. 1.2.15. 1.3.1. 1.3.17. 

1.4.3. 1.4.19. 1.5.5. 1.6.6. 1.6.22. 

Вариант 14 
1.1.14. 1.1.30. 1.2.1. 1.3.2. 1.3.18. 

1.4.4. 1.4.20. 1.5.6. 1.6.7. 1.6.23. 

Вариант 15 
1.1.15. 1.1.16. 1.2.2. 1.3.3. 1.3.19. 

1.4.5. 1.4.21. 1.5.7. 1.6.8. 1.6.24. 

 

2. Молекулярная физика и термодинамика 

Номер  

варианта 

Номера задач 

Вариант 1 2.1.11. 2.1.27. 2.2.13. 2.3.14. 2.3.30. 2.4.1. 

Вариант 2 2.1.12. 2.1.28. 2.2.14. 2.3.15. 2.3.16. 2.4.2. 

Вариант 3 2.1.13. 2.1.29. 2.2.15. 2.3.1. 2.3.17. 2.4.3. 

Вариант 4 2.1.14. 2.1.30. 2.2.1. 2.3.2. 2.3.18. 2.4.4. 

Вариант 5 2.1.15. 2.1.16. 2.2.2. 2.3.3. 2.3.19. 2.4.5. 

Вариант 6 2.1.1. 2.1.17. 2.2.3. 2.3.4. 2.3.20. 2.4.6. 

Вариант 7 2.1.2 2.1.18. 2.2.4. 2.3.5. 2.3.21. 2.4.7. 

Вариант 8 2.1.3. 2.1.19. 2.2.5. 2.3.6. 2.3.22. 2.4.8. 

Вариант 9 2.1.4. 2.1.20. 2.2.6. 2.3.7. 2.3.23. 2.4.9. 

Вариант 10 2.1.5. 2.1.21. 2.2.7. 2.3.8. 2.3.24. 2.4.10. 

Вариант 11 2.1.6. 2.1.22. 2.2.8. 2.3.9. 2.3.25. 2.4.11. 
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Вариант 12 2.1.7. 2.1.23. 2.2.9. 2.3.10. 2.3.26. 2.4.12. 

Вариант 13 2.1.8. 2.1.24. 2.2.10. 2.3.11. 2.3.27. 2.4.13. 

Вариант 14 2.1.9. 2.1.25. 2.2.11. 2.3.12. 2.3.28. 2.4.14. 

Вариант 15 2.1.10. 2.1.26. 2.2.12. 2.3.13. 2.3.29. 2.4.15. 

 

Ниже приведены таблицы вариантов контрольных работ для сту-

дентов-очников, изучающих физику в течение одного семестра (или 

студентов-заочников, изучающих физику один год). Методы определе-

ния вариантов приведены выше. 

3. Механика и молекулярная физика 

Номер  

варианта 
Номера задач 

Вариант 1 
1.1.1. 1.2.3. 1.3.20. 1.4.22. 

1.6.9. 2.1.11. 2.2.13. 2.3.30. 

Вариант 2 
1.1.18. 1.2.4. 1.3.5. 1.4.7. 

1.6.26. 2.1.28. 2.3.15. 2.4.2. 

Вариант 3 
1.1.3. 1.2.5. 1.3.22. 1.4.24. 

1.6.11. 2.1.13. 2.2.15. 2.3.17. 

Вариант 4 
1.1.20. 1.2.6. 1.3.7. 1.4.9. 

1.6.28. 2.1.30. 2.3.2. 2.4.4. 

Вариант 5 
1.1.5. 1.2.7. 1.3.24. 1.4.26. 

1.6.13. 2.1.15 2.2.2. 2.3.19. 

Вариант 6 
1.1.22. 1.2.8. 1.3.9. 1.4.11. 

1.6.30. 2.1.17. 2.3.4. 2.4.6. 

Вариант 7 
1.1.7. 1.2.9. 1.3.26. 1.4.28. 

1.6.15. 2.1.2. 2.2.4. 2.3.21. 

Вариант 8 
1.1.24. 1.2.10. 1.3.11. 1.4.13. 

1.6.17. 2.1.19. 2.3.6. 2.4.8. 

Вариант 9 
1.1.9. 1.2.11. 1.3.28. 1.4.30. 

1.6.2. 2.1.4. 2.2.6. 2.3.23. 
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Вариант 10 
1.1.26. 1.2.12. 1.3.13. 1.4.15. 

1.6.19. 2.1.21. 2.3.8. 2.4.10. 

Вариант 11 
1.1.11. 1.2.13. 1.3.30. 1.4.17. 

1.6.4. 2.1.6. 2.2.8. 2.3.25. 

Вариант 12 
1.1.28. 1.2.14. 1.3.15. 1.4.2. 

1.6.21. 2.1.23. 2.3.10. 2.4.12. 

Вариант 13 
1.1.13. 1.2.15. 1.3.17. 1.4.19. 

1.6.6. 2.1.8. 2.2.10. 2.3.27. 

Вариант 14 
1.1.30. 1.2.1. 1.3.2. 1.4.4. 

1.6.23 2.1.25. 2.3.12. 2.4.14. 

Вариант 15 
1.1.15. 1.2.2. 1.3.19. 1.4.21. 

1.6.8. 2.1.10. 2.2.12. 2.3.29. 
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