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  ВВЕДЕНИЕ 

Практикум по теории игр предназначен студентам 5 курса специ-

альности «Математические методы в экономике». 

В пособие включены основные определения и теоремы курса «Теория 

игр», разобраны методы решения матричных 22 , 2m , n2 , 

nm  – игр, приведены решения типовых задач, даны задачи для само-

стоятельного решения. В конце пособия приведены вопросы для самопро-

верки, которые могут быть использованы при подготовке к экзамену. 

Цель пособия – активизировать самостоятельную работу студентов. 
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  1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ТЕОРИИ  
МАТРИЧНЫХ ИГР 

Теория игр – это совокупность математических методов анализа и 

оценки конфликтных ситуаций. 

Содержание теории игр: установление принципов оптимального 

поведения в условиях неопределенности (конфликта), доказательство 

существования решений, удовлетворяющих этим принципам, указание 

алгоритмов нахождения решений, их реализация. 

Моделями теории игр можно описать экономические, правовые, 

классовые, военные конфликты, взаимодействие человека с природой. 

Все такие модели в теории игр принято называть играми. 

Игры можно классифицировать по различным признакам: страте-

гические и чисто случайные, бескоалиционные и коалиционные, игры 1, 

2, …, n лиц (по числу игроков), конечные и бесконечные (по числу стра-

тегий), игры в нормальной форме и динамические, с нулевой суммой 

(«антагонистические») и с ненулевой суммой. 

Рассмотрим простейшую модель – игру, в которой участвуют два 

игрока, множество стратегий каждого игрока конечно, а выигрыш одно-

го игрока равен проигрышу другого (бескоалиционная, конечная, анта-

гонистическая игра двух лиц). Такую игру (Г) называют матричной. Она 

определяется тройкой Г=(X,Y,K), где Х – множество стратегий 1-го игро-

ка, Y – множество стратегий 2-го игрока, K=K(x,y) – функция выигрыша 

(выигрыш 1-го игрока и соответственно проигрыш 2-го при условии, что 

1-й игрок выбрал стратегию Xx , а 2-й – стратегию Yy ). Пару (x,y) 

называют ситуацией в игре Г. 

Пусть 1-й игрок имеет всего m стратегий, а 2-й – n стратегий: 

Х=М={1,2, …, m}, Y=N={1,2, …, n}. Тогда игра Г полностью определя-

ется заданием матрицы 
nmijaA , где aij=K(i,j) – выигрыш 1-го игрока 

при условии, что он выбрал стратегию (т.е. строку) i, а 2-й игрок – стра-

тегию (т.е. столбец) j (эти стратегии называют чистыми). 

Матрица А называется матрицей игры или платежной матрицей. 

Пусть матрица игры 
43

51
А . Цель каждого игрока – получить как 

можно больший выигрыш. Но 1-му игроку нет смысла выбирать стратегию 

i=1 в надежде выиграть 5 ед., так как 2-й игрок, действуя разумно, не станет 

выбирать стратегию j=2, чтобы не проиграть максимальную сумму 5 ед. 

Игрокам удобнее выбрать «осторожные» стратегии. 

Пусть 
nmijaA – платежная матрица игры Г. Если 1-й игрок вы-

брал стратегию i, то в худшем случае он выиграет ij
j

amin . Поэтому он 
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Вопросы для самопроверки 

1. Дайте определение матричной игры. 

2. Что представляют собой элементы платежной матрицы? 

3. Как определяются верхняя и нижняя цены игры (соответственно, 

минимаксная и максиминная стратегии игроков), как они связаны между 

собой? 

4. Как найти седловую точку в платежной матрице? Сформулируй-

те необходимое и достаточное условие существования седловой точки. 

5. Сформулируйте лемму о масштабе. Где она применяется? 

6. Как определяются смешанные стратегии игроков? 

7. Как определяются цена игры, оптимальные стратегии игроков 

(чистые и смешанные), решение игры? 

8. Сформулируйте свойства оптимальных стратегий. 

9. Сформулируйте основную теорему теории матричных игр. 

10. Как можно решить ( 22 )-игру? 

11. В чем заключается графоаналитический метод решения, для ка-

ких матричных игр он применяется? 

12. Дайте определения доминируемых стратегий для 1-го и 2-го иг-

роков. Сформулируйте теорему о доминируемых стратегиях. 

13. Сколько решений может иметь матричная игра? Как найти 

множество всех решений? 

14. Как свести матричную игру к двойственной задаче линейного 

программирования? 

15. Приведите примеры применения матричных игр в экономике. 
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  всегда может гарантировать себе выигрыш ij
ji

aminmax , обозначим его 

v – нижняя цена игры, или максимин, соответствующая стратегия 1-го 

игрока называется максиминной. 

Второй игрок, выбрав стратегию j, в худшем случае проиграет 

ij
i

amax , а значит, может гарантировать себе проигрыш ij
ij

amaxmin , обо-

значим его v – верхняя цена игры, или минимакс, соответствующая 

стратегия 2-го игрока называется минимаксной. 

Схема: 
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Например, 

4644
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v

vА
 

Соответствующие стратегии: i0=1 (максиминная), j0=1,2 (мини-

максная). 

Справедливо неравенство: vv . 

В игре Г естественно считать оптимальной такую ситуацию (i,j), 

от которой ни одному из игроков невыгодно отклоняться. 

Ситуация (i
*
,j

*
) называется ситуацией равновесия, или седловой 

точкой, если для любых Мi , Nj  выполняется неравенство 

jijiij aaa **** . Соответствующие стратегии i
*
, j

*
 называются опти-

мальными чистыми стратегиями 1-го и 2-го игроков, а число ** jiav  

называется ценой игры. Элемент ** jia  является одновременно миниму-

мом в своей строке и максимумом в своем столбце. 

Ситуация равновесия существует тогда и только тогда, когда vv  

(это значение и является ценой игры v). 
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Например, 

20455

.4

5

4

5

5024

6455

20135

vvА
 

(2,3)-ситуация равновесия, v=4 – цена игры, i
*
=2, j

*
=3 – оптималь-

ные стратегии 1-го и 2-го игроков. Выбрав их, 1-й игрок обеспечит себе 

выигрыш не менее 4 ед., а 2-й игрок проиграет не более 4 ед. при любом 

выборе другого игрока. 

Наряду с чистыми стратегиями игроков рассматривают также сме-

шанные стратегии. 

Смешанной стратегией для 1-го игрока называется упорядоченная 

система m действительных чисел x=(x1, x2, …, xm), 0ix , 
m

i

ix
1

1 , ко-

торые можно рассматривать как относительные частоты (вероятности), с 

которыми 1-й игрок выбирает чистые стратегии i=1, 2, …, m. 

Аналогично определяется смешанная стратегия для 2-го игрока: 

y=(y1, y2, …, yn), 0jy , 
n

j

jy
1

1 . 

Множества всех смешанных стратегий 1-го и 2-го игроков будем 

обозначать соответственно Sm и Sn. 

Чистые стратегии можно рассматривать как частный случай сме-

шанных стратегий. Например, чистую стратегию j=2 можно рассматри-

вать как смешанную y=(0,1,0,…,0), чистую стратегию i=1 – как смешан-

ную x=(1,0,…,0). 

Пару смешанных стратегий (x,y) называют ситуацией в смешанных 

стратегиях. 

Функция выигрыша K(x,y) в ситуации (x,y) определяется как мате-

матическое ожидание выигрыша 1-го игрока при условии, что 1-й и 2-й 

игроки выбрали соответственно стратегии x=(x1, x2, …, xm) и y=(y1, y2, …, 

yn): 
m

i

n

j

jiij yxayxK
1 1

),( . 

Если для некоторых mSx*
 и nSy*

 и для всех mSx  и nSy  

выполняется неравенство ),(),(),( **** yxKyxKyxK , то x
*
, y

*
 назы-

ваются оптимальными смешанными стратегиями игроков, число 

),( ** yxKv называется ценой игры, пара (x
*
, y

*
) – стратегической 

седловой точкой, а тройка x
*
, y

*
, v – решением игры. 

 

 

 

№ 

партии 

k 

Выбор 

1-го 

игрока 

Выбор 

2-го 

игрока 

Суммарный выиг-

рыш 1-го игрока 

при выборе стра-

тегии 

Суммарный про-

игрыш 

2-го игрока при 

выборе стратегии k

vk  
k

vk
 

a b c α β  

1 a α 2 3 1 2 1 3 3 1 

2 b β 3 3 3 5 1 4 5,1
2
3  5,0

2
1  

3 b β 4 3 5 8 1 5 667,1
3
5  333,0

3
1  

4 c β 5 3 7 9 3 6 75,1
4
7  75,0

4
3  

5 c β 6 3 9 10 5 7 8,1
5
9  1

5
5  

6 c β 7 3 11 11 7 8 1,833 1,167 

7 c β 8 3 13 12 9 9 1,857 1,286 

8 c  11 4 14 13 11 10 1,75 1,25 

9 c  14 5 15 14 13 11 1,667 1,222 

10 c  17 6 16 15 15 12 1,7 1,2 

11 a  20 7 17 17 16 15 1,818 1,364 

12 a  23 8 18 19 17 18 1,917 1,417 

 

Замечание. Если максимальные значения суммарного выигрыша 

или минимальные значения суммарного проигрыша при выборе различ-

ных стратегий в некоторой партии совпадают (например, во 2-ой партии 

для 1-го игрока), то игрок может выбрать любую из стратегий. 

Задачи для самостоятельного решения 

Найдите приближенное решение игры, заданной матрицей А. 
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  Основная теорема теории матричных игр, или теорема о мини-

максе. Если 
nmijaA – матрица игры Г и для всех mSx  и nSy  

m

i

n

j

jiij yxayxK
1 1

),( , то величины ),(minmax yxK
nm SySx

 и ),(maxmin yxK
mn SxSy

 

существуют и равны между собой (эта величина и является ценой игры v). 

Из теоремы следует, что всякая матричная игра имеет цену; игрок в 

матричной игре всегда имеет оптимальную стратегию. 

Свойства оптимальных стратегий 

1. Пусть K(x,y) – математическое ожидание выигрыша в игре ГА с 

ценой v. Тогда, для того чтобы элемент mSx*
 был оптимальной стра-

тегией 1-го игрока, необходимо и достаточно, чтобы для каждого эле-

мента nSy  выполнялось неравенство ),( * yxKv . Аналогично, для 

того чтобы nSy*
 был оптимальной стратегией 2-го игрока, необходи-

мо и достаточно, чтобы для каждого mSx  выполнялось неравенство 

vyxK ),( *
. 

2. Пусть K(x,y) – математическое ожидание выигрыша в игре ГА, v – 

действительное число, mSx*
, nSy*

. Тогда, для того чтобы v было 

ценой игры, а x
*
 и y

*
 были оптимальными стратегиями соответственно 1-

го и 2-го игроков, необходимо и достаточно, чтобы для любых Мi  и 

Nj  выполнялось неравенство ),(),( ** jxKvyiK . 

3. Пусть K(x,y) – математическое ожидание выигрыша в игре ГА с 

ценой v. Тогда, для того чтобы элемент mSx*
 был оптимальной стра-

тегией 1-го игрока, необходимо и достаточно, чтобы для каждого Nj  

выполнялось неравенство ),( * jxKv . Аналогично, для того чтобы 

nSy*
 был оптимальной стратегией 2-го игрока, необходимо и доста-

точно, чтобы для каждого Мi  выполнялось неравенство vyiK ),( *
. 

4. Если x
*
, y

*
 – решение nm -игры ГА, то 

vjxKyiK
ji

),(min),(max ** . 

5. Пусть mxxxx ...,,, 21
*

, nyyyy ...,,, 21
*

, v – решение игры 

ГА. Тогда для любого Мi , при котором vyiK ),( *
, выполняется не-

равенство xi=0, а для любого Nj , при котором ),( * jxKv , выполня-

ется неравенство yj=0. 

7. ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ МАТРИЧНЫХ ИГР 

Для матриц большой размерности применение методов линейного 

программирования приводит к громоздким вычислениям, поэтому удоб-

нее использовать приближенные методы решения. Одним из таких ме-

тодов является итеративный метод Брауна-Робинсона, или метод фик-

тивного разыгрывания. Идея метода – многократное фиктивное разыг-

рывание игры. В первой партии каждый игрок выбирает произвольную 

чистую стратегию, в k-ой партии каждый выбирает ту стратегию, кото-

рая принесла максимальный суммарный выигрыш (для первого игрока) 

или минимальный суммарный проигрыш (для второго игрока) в (k-1)-ой 

партии. 

Можно доказать, что 
k

v
v

k

v
k

k

k

k
minmax , где v – цена игры, k– 

номер партии, kv  – максимальное значение суммарного выигрыша 1-го 

игрока в k-ой партии при выборе различных стратегий, kv  – минималь-

ное значение суммарного проигрыша 2-го игрока в k-ой партии при вы-

боре различных стратегий. 

За приближенные оптимальные стратегии игроков принимают век-

торы, координатами которых являются относительные частоты выбора 

соответствующих чистых стратегий. 

Преимущество метода – его простота, недостаток – малая скорость 

сходимости вследствие немонотонности последовательностей kv  и kv . 

Пример. Найти приближенное решение игры, заданной матрицей 

c

b

a

А

121

103

312
 

Решение. Обозначим чистые стратегии 1-го игрока a, b, c, 2-го игрока – 

α, , . Пусть в первой партии игроки выбрали стратегии a и α. 

417,1max
k

vk

k
; 5,1min

k

vk

k
 5,1417,1 v . Приближенное реше-

ние игры за 12 партий: v=1,45, 
12

7
,

6

1
,

4

1*
12x , 

12

5
,

2

1
,

12

1*
12y . 
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  6 (Лемма о масштабе). Если ГА – игра с матрицей 
nmijaA , а 

АГ  – игра с матрицей 
nmijaA , где ijij aa , где α, =const, 

α>0, то множества оптимальных стратегий игроков в играх ГА и АГ  

совпадают, а AА vv . Иначе говоря, две игры, отличающиеся лишь 

началом отсчета выигрышей и масштабом их измерения, стратегически 

эквивалентны. 

Задачи для самостоятельного решения 

1. Для игры ГА, 

652

124

013

А  найдите K(i,j) для ситуаций (1;3), 

(3;2), (2;1). 

2. Найдите v  и v  в игре ГА: 

а) 

372

504

213

А , б) 

7688

10490

8576

А , в) 

5217

3564

8355

4086

А . 

3. Найдите седловую точку матрицы и решение соответствующей 

игры: 

а) 

5416

4337

6218

5309

А , 

 

б) 

98107

2396

4285

3142

А , 

 

в) 

0122

5867

3385

2231

А , г) 

2620

5758

1241

5656

А . 

4. Могут ли указанные векторы определять смешанные стратегии в 

матричной игре: 

а) 0;
2

1
;

2

1
, б) 

11

2
;

11

6
;

11

3
, в)

3

2
;0;

3

2
;

3

1
, г) 

4

3
;

2

1
;

4

1
? 

 

 

 

7. 
4

13
,0;

2

1
;

12

5
;

12

1
,

8

3
;

2

1
;

8

1
. 

8. 
14

55
,

14

1
;

14

8
;

14

5
;0,

42

23
;

42

9
;

42

10
. 

9. 
5

9
,0;

5

1
;

5

3
;

5

1
;0,

5

2
;

5

1
;

5

2
. 

10. 0,
3

1
;

3

1
;

3

1
,

3

1
;

3

1
;

3

1
. 

11. 0,
6

1
;

3

1
;

2

1
,

6

1
;

3

1
;

2

1
. 

12. 
5

17
,

5

4
;0;

5

1
,

15

2
;

15

13
;0;0 . 
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  5. Для игры ГА с платежной матрицей А найдите значение K(x,y) в 

данной ситуации (x,y): 

а) 
310

201
А , 

3

1
;

3

2
x , 

3

2
;0;

3

1
y ; 

б) 

01

21

32

А , 0;
3

1
;

3

2
x , 

2

1
;

2

1
y ; 

в) 

0120

3031

1102

А , 
4

3
;0;

4

1
x , 

5

2
;0;

5

1
;

5

2
y . 

6. Проверьте, является ли тройка x, y, v решением игры ГА: 

а) 
43

15
А , 

5

4
;

5

1
x , 

5

2
;

5

3
y , 

5

17
v . 

б) 

03

51

25

52

А , 0;
3

2
;0;

3

1
x , 

2

1
;

2

1
y , v=3. 

в) 
124

731
А , 

2

1
;

2

1
x , 0;

4

3
;

4

1
y , 

2

5
v . 

г) 

156

127

140

А , 
8

1
;0;

8

7
x , 

4

3
;0;

4

1
y , 

4

3
v . 

Ответы. 1. 0;5;4. 2. а) 2; 4; б) 6; в) 3; 5. 3. а) (3;2), 3; б) (4;1), 7; 

в)(3;4), 5; г) (1;2), (1;4), (3;2), (3;4), 5. 4. а,б) да; в,г) нет. 5. а) 
9

16
; б) 

6

13
; 

в) 0. 6. а,в,г) да; б) нет. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Решение исходной игры: 
7

4
;

7

2
;

7

1*x , 
7

4
;

7

2
;

7

1*y , 
7

6
v . 

Задачи для самостоятельного решения 

Найдите решение матричной игры, сведя ее к двойственной задаче 

линейного программирования: 

 

1. 

011

101

110

 2. 

021

202

120

 3. 

156

120

247

 

4. 

150

514

513

 5. 

102

213

110

 6. 

101

110

011

 

7. 

5341

2425

4163

 8. 

1363

8433

7608

 9. 

11223

23132

32211

 

10. 

011

101

110

 11. 

032

301

210

 
12. 

637

345

026

153

 

 

Ответы. 1. 
3

2
,

3

1
;

3

1
;

3

1
,

3

1
;

3

1
;

3

1
. 

2. 
7

8
,

7

2
;

7

3
;

7

2
,

7

2
;

7

3
;

7

2
. 

3. 
4

3
,

4

3
;0;

4

1
,

8

1
;

8

7
;0 . 

4. 
5

2
,

5

2
;0;

5

3
,

10

9
;

10

1
;0 . 

5. 
5

3
,0;

5

3
;

5

2
,0;

5

1
;

5

4
. 

6. 0,
3

1
;

3

1
;

3

1
,

3

1
;

3

1
;

3

1
. 
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  2. ( 22 ) – ИГРЫ 

Пусть 
2221

1211

aa

aa
А  – платежная матрица игры Г. Если она не 

имеет седловой точки, то единственное решение игры Г можно найти 

1) решив две системы: 

;1

,

,

21

222121

212111

yy

vyaya

vyaya

 

;1

,

,

21

222112

221111

xx

vxaxa

vxaxa

  

2) по формулам: 

21122211

2122
1

aaaa

aa
x ; 

21122211

1211
2

aaaa

aa
x  (или 12 1 xx ); 

21122211

1222
1

aaaa

aa
y ; 

21122211

2111
2

aaaa

aa
y  (или 12 1 yy ); 

21122211

21122211

aaaa

aaaa
v ; 

3) в матричном виде: 

TJJA

JA
x

*

*

, 
T

T
T

JJA

JA
y

*

*

,  
TJJA

A
v

*
, 

где А  – определитель матрицы А, А
*
 – присоединенная к А матрица, 

11J , 21 xxx , 21 yyy , J
T
 и y

T
 – транспонированные мат-

рицы J и y. 

Найдем, например, решение игры с платежной матрицей 

42

13
А , которая не имеет седловой точки. 

1) Составим системы: 

.1

,42

,3

21

21

21

yy

vyy

vyy

 

.1

,4

,23

21

21

21

xx

vxx

vxx

  

Решив системы, получим: 

6

5
1y , 

6

1
2y , 

3

1
1x , 

3

2
2x , 

3

7
v , то есть 

3

2
;

3

1*x , 

6

1
;

6

5*y , 
3

7
v  – решение игры. 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

2
-я

 

и
те

р
ац

и
я
 

q4 0 3
2  0 3

1  
3

7  1 0 3
1  

q5 0 3
2  0 3

7  
3

4  0 1 3
1  

q1 1 
3

1  1 
3

2  
3

2  0 0 
3

1  

  
3

1  0 
3

1 * 
3

1  0 0 
3

1  

3
-я

 

и
те

р
ац

и
я
 

q4 0 
7

4  0 0 
7

15  1 
7

1  
7

2  

q2 1 
7

2  0 1 
7

4  0 
7

3  
7

1  

q1 1 7
1  1 0 7

2  0 7
2  

7
3  

  7
3  0 0 7

1 * 0 7
1  

7
2  

4
-я

 

и
те

р
ац

и
я
 

q3 1 
15

4  0 0 1 
15

7  
15

1  
15

2  

q2 1 
15

2  0 1 0 
15

4  
15

7  
15

1  

q1 1 15
1  1 0 0 15

2  
15

4  
15

7  

  15
7  0 0 0 15

1  
15

2  
15

4  

 

Получаем решение двойственной задачи: 
15

4
;

15

2
;

15

1
p , 

15

4
;

15

2
;

15

1
q , 

15

71

v
. 

Тогда решение игры с матрицей A : 
7

4
;

7

2
;

7

1
x , 

7

4
;

7

2
;

7

1
y , 

7

15
v . 
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  2) Найдем решение по формулам: 

3

1

6

2

1243

24
1x ;  

3

2

3

1
12x ; 

6

5

1243

14
1y ; 

6

1

6

5
12y ; 

3

7

6

14

1243

1243
v . 

3) Найдем решение в матричном виде: 

14212А , 
32

14*А , 42
32

14
11*JА , 

6
1

1
42* TJJА , 

1

5

1

1

32

14* TJА ; 

3

2

3

1
42

6

1
x , 

61

65

1

5

6

1Ty , 
3

7

6

14
v . 

Результаты совпадают. 

Задачи для самостоятельного решения 

Найдите решения ( 22 )-игр с заданными платежными матрицами, 

сделайте проверку найденных решений: 

1. 
22

01
 2. 

17

76
 3. 

84

52
 

4. 
61

23
 5. 

57

21
 6. 

42

03
 

7. 
104

67
 8. 

13

04
 9. 

81

25
 

10. 
13

02
 11. 

31

42
 12. 

21

01
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Решив задачу симплексным методом и вернувшись к переменным 

xi, yj, получим решение матричной игры. 

Пример. Найти решение игры с матрицей 

110

102

022

А . 

Решение. Перейдем к положительной матрице, прибавив 3 ко всем 

элементам матрицы А: 

223

231

311

А . Составим двойственную задачу 

линейного программирования: 

max
1

;3,2,1,0

,1223

,123

,13

321

321

321

321

v
qqq

jq

qqq

qqq

qqq

j

 

min
1

;3,2,1,0

,1223

,123

,13

321

321

321

321

v
ppp

ip

ppp

ppp

ppp

i

  

Решим задачу симплексным методом. 

max
1

;6,1,0

,1223

,123

,13

321

6321

5321

4321

v
qqq

jq

qqqq

qqqq

qqqq

j

 

 

 Базис С0 P0 
1 1 1 0 0 0 

q1 q2 q3 q4 q5 q6 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

1
-я

 

и
те

р
ац

и
я
 

q4 0 1 1 1 3 1 0 0 

q5 0 1 1 3 2 0 1 0 

q6 0 1 3 2 2 0 0 1 

  0 -1* -1 -1 0 0 0 
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  3. n2  И 2m  – ИГРЫ 

Рассмотрим игру с платежной матрицей 
0614

5132
A . 

Если 1-й игрок применит смешанную стратегию xxx 1,*
, а 2-й 

игрок – чистую стратегию 1j , то xxxK 1421,*
. (1) 

Аналогично при выборе 2-м игроком чистых стратегий 

2j , 3j , 4j  

xxxK 1132,*
; (2) 

xxxK 1613,*
; (3) 

1;0,1054,* xxxxK . (4) 

 

1 

A 

Рис.1 

(1) 

x 0 

jxK ,*  

x 

(3) 

(2) 

(4) 

 

Построим прямые (1), (2), 

(3), (4) по двум точкам, придавая 

x значения 0 и 1 (рис.1). Опти-

мальная стратегия 1-го игрока – 

его максиминная стратегия, кото-

рая соответствует самой высокой 

точке A выделенной на рис.1 

нижней границы. Абсцисса этой 

точки – искомое значение x, ор-

дината этой точки – значение v. 

Точка A является точкой пе-

ресечения прямых (2) и (3), по-

этому решение исходной игры 

можно найти, решив игру 

61

13
A . 

 

 

По формулам решения 22 – игры получим: 

7

5

1163

16
1x , 

7

2

7

5
12x ; 

7

5

1163

16
1y , 

7

2
2y ; 

7

17

1163

1163
v . 

6. СВЕДЕНИЕ МАТРИЧНОЙ ИГРЫ  
К ДВОЙСТВЕННОЙ ЗАДАЧЕ ЛИНЕЙНОГО  

ПРОГРАММИРОВАНИЯ 

Пусть матрица игры имеет вид 

mnmm

n

n

aaa

aaa

aaa

А

...

............

...

...

21

22221

11211

, K=K(x,y)– 

функция выигрыша, Rv , mSx*
, nSy*

. 

Тогда по свойству 2 оптимальных стратегий для любых Мi , 

Nj  должно выполняться условие ),(),( ** jxKvyiK , то есть 

 

.,...,2,1,0

,1...

,...

,...

,...

21

2211

2222121

1212111

njy

yyy

vyayaya

vyayaya

vyayaya

j

n

nmnmm

nn

nn


 

.,...,2,1,0

,1...

,...

,...

,...

21

2211

2222112

1221111

mix

xxx

vxaxaxa

vxaxaxa

vxaxaxa

i

m

mmnnn

mm

mm


  

 

Разделив все уравнения и неравенства обеих систем на v, обозначим 

i
i p

v

x
, j

j
q

v

y
. Заметим, что цена игры v при этом должна быть поло-

жительна, в противном случае нужно предварительно к матрице А приме-

нить лемму о масштабе. Учитывая, что цель 1-го игрока – максимизировать, 

а цель 2-го – минимизировать величину v, приходим к двойственной задаче 

линейного программирования с целевой функцией 
v

1
: 

max
1

...

;,...,2,1,0

,1...

,1...

,1...

21

2211

2222121

1212111

v
qqq

njq

qaqaqa

qaqaqa

qaqaqa

n

j

nmnmm

nn

nn



 

min
1

...

;,...,2,1,0

,1...

,1...

,1...

21

2211

2222112

1221111

v
ppp

mip

papapa

papapa

papapa

m

i

mmnnn

mm

mm


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Тогда решение исходной игры имеет вид 

7

2
;

7

5*x , 0;
7

2
;

7

5
;0*y  

(номерам столбцов, не вошедших в матрицу A , соответствуют нулевые  

координаты вектора 
*y ), 

7

17
v . 

Аналогично решаются 2m - игры. Пусть, например, 

14

51

23

A , 

yyy 1,*
– смешанная стратегия 2-го игрока, 1-й игрок выбирает 

чистые стратегии i=1,2,3. 

yyyK 123,1 *
;  (1) 

yyyK 151,2 *
;  (2) 

1;0,114,3 * yyyyK .  (3) 

Построим прямые (1),(2),(3) по двум точкам, придавая y значения 0 

и 1 (рис. 2). Оптимальная стратегия 2-го игрока – его минимаксная стра-

тегия, которая соответствует самой низкой точке B выделенной на рис. 2 

верхней границы. Абсцисса этой точки – искомой значение y, ордината 

точки – значение v. 

 

(1) 

y 0 

*, yiK  

y 

(3) 

(2) 

1 

B 

Рис.2 

 

Точка B является точкой пе-

ресечения прямых (2) и (3). Най-

дем решение игры 
14

51
A . 

7

3

5411

41
1x , 

7

4

7

3
12x ; 

7

4

5411

51
1y , 

7

3
2y ; 

7

19

5411

5411
v . 

 

Тогда решение исходной игры:  

7

4
;

7

3
;0*x , 

7

3
;

7

4*y ,
7

19
v . 

 

 

стратегий 21221
*

2

1
;;

2

1

2

1
;0;

2

1
)0;1;0(y , где 0, 21 , 

121 , цена игры v=1. 

Задачи для самостоятельного решения 

Найдите множество всех решений игр с заданными платежными 

матрицами: 

1. 
32110

7890
 2. 

632

038
 

3. 

28

76

62

 

4. 

012

101

210

 5. 

432

343

234

 6. 

5117

444

3106

 

7. 

116

442

531

 8. 

210

013

130

 9. 

1001

1010

0101

 

 

Ответы. 4. 3,
2

1
;0;

2

1
),0;1;0(

2

1
;0;

2

1 *
21

* vyx . 

5. 
8

23
,

8

3
;0;

8

5

8

3
;

2

1
;

8

1
,

8

3
;

8

5
;0 21

** vyx . 

6. 4,
16

7
;

16

9
;0

3

2
;0;

3

1
1;0;0),0;1;0( 321

** vyx . 

7. 
7

22
,

2

1
;

14

1
;

7

3
0;

7

4
;

7

3
,

7

2
;

7

5
;0 21

** vyx . 

8. 
13

15
,

13

6
;

13

3
;

13

4
,

13

7
;

13

5
;

13

1 ** vyx . 

9. 

2

1
),

2

1
;

2

1
;0;0(0;

2

1
;

2

1
;00;0;

2

1
;

2

1
,0;

2

1
;

2

1
321

** vyx . 
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  Рассмотрим еще один пример. Пусть платежная матрица игры 

247

1142
A . Построим соответствующие прямые (1), (2), (3) (рис.3). 

На выделенной нижней границе есть горизонтальный участок AB, все 

точки которого имеют одну и ту же (максимальную) ординату. 

 

(3) 

x 0 

jxK ,*  

x2 

(2) 

(1) 

Рис.3 1 

B 

1 

A 

x1 

 

A – точка пересечения пря-

мых (2) и (3), ее абсциссу найдем, 

решая игру 

9

2

11424

42

24

114
1xA . 

B – точка пересечения прямых (1) 

и (2), ее абсциссу найдем, решая 

игру 

5

3

4742

74

47

42
2xA . 

Решение исходной игры: xxx 1,*
, где 

5

3
;

9

2
x , 0;1;0*y , 4v , 

то есть 1-й игрок имеет множество оптимальных стратегий, 2-й игрок – 

единственную оптимальную стратегию, это чистая стратегия j=2 (только 

она участвует в образовании отрезка AB), цена игры v – ордината точек 

отрезка AB. Значения v и y
*
 можно было получить также, используя 

формулы решения 22 –игр для матрицы A или A  (проверьте!). 

Задачи для самостоятельного решения 

Найдите решения n2  и 2m  – игр с заданными платежными 

матрицами: 

1. 
133

231
 2. 

732

035
 3. 

1025

6243
 

4. 
3023

4531
 5. 

0112

5421
 6. 

902

052
 

7. 
4536

3624
 8. 

213

411
 9. 

6134

3862
 

 

 

 

 
 

5. МНОЖЕСТВО РЕШЕНИЙ МАТРИЧНОЙ ИГРЫ 

Можно доказать, что множества оптимальных стратегий 1-го и 2-го 

игроков (Т1 и Т2) – непустые ограниченные выпуклые и замкнутые под-

множества соответственно m-мерного и n-мерного пространств. Из вы-

пуклости следует, что если Т1 (Т2) имеет более одного элемента, то оно 

имеет бесконечное число элементов, то есть матричная игра имеет либо 

только одно, либо бесконечное множество решений. 

Чтобы найти множество всех решений игры с платежной матрицей 

А, нужно рассмотреть все квадратные подматрицы матрицы А. Найдя 

решения игр, заданных подматрицами, нужно составить их расширения 

на соответствующих местах и проверить, являются ли полученные стра-

тегии оптимальными для игры ГА. Множество всех решений каждого 

игрока является выпуклой линейной комбинацией найденных решений. 

Решение игры, заданной квадратной подматрицей В, можно найти 

в матричном виде по формулам 
TJJB

B
v

*
, 

TJJB

JB
x

*

*

, 
T

T
T

JJB

JB
y

*

*

. 

Найдем, например, множество всех решений игры ГА с платежной 

матрицей 
210

012
А . 

Подматрицы )11(  не дадут решений, так как матрица А не имеет 

седловых точек. Рассмотрим подматрицы )22( : 

10

12
В , 

20

02
С , 

21

01
D . 

Для В: )0;1;0(,
2

1
;

2

1
,1)1;0(,

2

1
;

2

1
,1 AAABBB yxvyxv  – 

является решением игры ГА (убеждаемся в этом проверкой). 

Для С: 1Cv , 
2

1
;

2

1
Cx , 

2

1
;

2

1
Cy  1Av , 

2

1
;

2

1
Ax , 

2

1
;0;

2

1
Ay  – является решением игры ГА. 

Для D получим такое же решение, как для В.  

Таким образом, в игре ГА 1-й игрок имеет единственную оптималь-

ную стратегию 
2

1
;

2

1*x , 2-й игрок имеет множество оптимальных 
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10. 

12

03

23

35

 11. 

101

84

46

28

 
12. 

33

13

42

 

13. 

25

52

01

31

 
14. 

62

84

77

58

14

 
15. 

94

210

62

48

 

16. 

76

43

25

54

 17. 

71

66

48

13

 

 

Ответы. 2. 3),0;1;0(,
7

4
;

3

1
),1,( ** vyxxxx . 

6. 2),0;0;1(,
9

7
;

5

2
),1,( ** vyxxxx . 

8. 1),0;1;0(,1;
6

1
),1,( ** vyxxxx . 

12. 3,1;
2

1
),1,(),1;0;0( ** vyyyyx . 

14. 7,
3

2
;

4

1
),1,(),0;0;1;0;0( ** vyyyyx . 

17. 6,
2

1
;

6

1
),1,(),0;1;0;0( ** vyyyyx . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7. 

23827

54321

65432

 8. 

126

035

241

 

9. 

111

163

285

483

172

 

10.

104653

108990

502124

 
11. 

110

104

321

210

 12. 

324

012

003

234

 

Ответы. 

1. 6,0;
2

1
;

2

1
,0;

5

3
;

5

2
. 2. 

4

19
,0;0;

4

3
;

4

1
,

4

1
;

4

3
;0 . 

3. 8,
2

1
;0;

2

1
,0;

5

3
;

5

2
. 4. 2,

2

1
;

2

1
;0;0;0,0;

2

1
;

2

1
. 

5. 
11

59
,0;0;

11

8
;

11

3
,

11

6
;0;0;

11

5
. 6. 

7

17
,0;

7

2
;

7

5
;0,0;

7

2
;

7

5
. 

7. 
7

29
,0;

7

5
;0;0;

7

2
,

7

3
;0;

7

4
. 8. 

6

11
,

6

5
;0;

6

1
,

6

1
;0;

6

5
. 

9. 
2

7
,

2

1
;0;

2

1
,0;0

4

1
;

4

3
;0 . 10. 6,0;

4

3
;0;0;

4

1
,0;

4

3
;

4

1
. 

11. 
5

8
,0;

5

3
;

5

2
,0;

5

1
;

5

4
;0 . 12. 

2

5
,

2

1
;

2

1
;0,

2

1
;0;0;

2

1
. 
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4. ДОМИНИРОВАНИЕ СТРАТЕГИЙ 

Иногда на основании простого рассмотрения матрицы игры можно 

сказать, что некоторые чистые стратегии могут войти в оптимальную 

смешанную стратегию лишь с нулевой вероятностью. 

Например, в игре с платежной матрицей 

413

938

471

А  1-му игро-

ку не стоит выбирать стратегию i=3, лучше выбрать i=2 (какую бы стра-

тегию ни выбрал 2-й игрок), а 2-ому игроку не стоит выбирать j=3, луч-

ше выбрать j=1 (почему?). В результате вместо игры ГА с матрицей А 

можно рассмотреть игру АГ  с матрицей 
38

71
А . Легко найти ре-

шение игры АГ : 
11

6
;

11

5*
Аx , 

11

7
;

11

4*
Аy , 

11

53
Av . Можно пред-

положить, что решение игры ГА будет иметь вид: 0;
11

6
;

11

5*
Аx , 

0;
11

7
;

11

4*
Аy , 

11

53
Av . 

Говорят, что i-я стратегия 1-го игрока доминирует его k-ю страте-

гию, если kjij aa  для всех Nj  и хотя бы для одного j kjij aa . В 

этом случае говорят также, что i-я стратегия (или строка) – доминирую-

щая, k-я – доминируемая. 

Говорят, что j-я стратегия 2-го игрока доминирует его l-ю страте-

гию, если для всех Mi  ilij aa  и хотя бы для одного i ilij aa . В 

этом случае j-ю стратегию (столбец) называют доминирующей, l-ю – 

доминируемой. 

В предыдущем примере 2-я стратегия 1-го игрока доминирует его 

3-ю стратегию, 1-я стратегия 2-го игрока доминирует его 3-ю стратегию. 

Доминируемые стратегии исключаются из матрицы игры. 

Стратегия может доминироваться также выпуклой линейной ком-

бинацией других стратегий. Так, i-я стратегия 1-го игрока доминируется 

выпуклой линейной комбинацией остальных стратегий, если 

ik

kjkij aa ; j-я стратегия 2-го игрока доминируется выпуклой линей-

ной комбинацией остальных стратегий, если 
jl

illij aa . 

Например, в матрице 

54

80

024

А  3-я строка строго доминируется 

выпуклой линейной комбинацией 1-ой и 2-ой строк с коэффициентами 

4

1
 и 

4

3
: 213

4

3

4

1
aaa  (проверьте!), поэтому вместо игры ГА можно 

рассмотреть игру АГ , 
80

024
А . Найдя ее решение, получим реше-

ние игры ГА: 0;
4

3
;

4

1*x , 
4

3
;

4

1*y , v=6. 

Если kk Sxxxx ...,,, 21  – некоторая смешанная стратегия, то ее 

расширением на i-ом месте будем называть стратегию вида 

1121 ...,,,0,...,,, kkiii Sxxxxxx . 

Справедлива теорема: пусть ГА – )( nm – игра, в которой i-я стро-

ка доминируема, АГ  – игра с матрицей А , полученной из А вычерки-

ванием i-ой строки. Тогда 

1) АA vv ; 

2) всякая оптимальная стратегия 2-го игрока в игре АГ  является 

оптимальной и в игре ГА; 

3) если x
*
 – оптимальная стратегия 1-го игрока в игре АГ , то *

ix  – 

его оптимальная стратегия в игре ГА. 

Аналогичная теорема имеет место для доминируемого столбца. 

Задачи для самостоятельного решения 

Найдите решения матричных игр, исключив доминируемые страте-

гии: 

1. 

837

948

493

 2. 

5647

6854

7435

 3. 

5109

61110

1165

 

4.

32313

04252

40525

 
5. 

649

538

326

1071

 
6. 

50021

70614

65132
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