
ВВЕДЕНИЕ 
 

 

При выполнении любых действий и при принятии решений в раз-

личных областях деятельности основополагающим желанием является 

получение наилучшего в определенном смысле результата. 

Смысл действий и принятие решений определяются заинтересо-

ванностью в этих действиях и решениях в соответствии с имеющимися 

возможностями. 

Заинтересованность может выражаться в получении максимальной 

прибыли, минимальной себестоимости при заданной производительно-

сти, максимальной производительности при заданных затратах и т.п. 

Одной из важных задач является задача перевода объекта или сис-

темы из одного состояния в другое за минимальное время. 

В учебном пособии можно выделить три раздела. В первом разделе 

излагается понятие экономической системы, отмечаются ее основные 

свойства, возможные состояния, виды критериев оптимальности, дают-

ся понятия оптимизации и оптимального управления экономическими 

системами. Во втором разделе сформулирована задача оптимального 

управления как задача динамической оптимизации в стиле Лагранжа, 

Понтрягина, Беллмана и рассмотрены три метода ее решения: классиче-

ское вариационное исчисление, принцип максимума, динамическое 

программирование в непрерывной форме (уравнение Беллмана). В 

третьем разделе сформулирована задача статической оптимизации и 

рассмотрены методы ее решения: аналитический метод исследования 

функций на экстремум, численные методы решения одномерных и мно-

гомерных задач, динамическое программирование в дискретной форме 

для решения задач большой размерности и симплекс-метод решения 

задач линейного программирования 

Содержание учебного пособия определено стандартом специально-

сти 080116.65 (математические методы в экономике) по дисциплине 

«Теория оптимального управления экономическими системами». При 

разработке данного учебного пособия автор руководствовался желани-

ем не перегружать пособие строгими доказательствами, а изложить в 

наиболее доступной форме базовые теоретические основы методов оп-

тимального управления и оптимизации и снабдить излагаемые методы 

примерами экономического содержания. 
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Тема 1. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
 

 

1.1. Экономическая система. Свойства экономической  
системы 

Существует большое количество определений экономической сис-

темы. Особого внимания заслуживает следующее определение: «эконо-

мическая система» – это система общественного производства, обмена, 

распределения и потребления материальных благ, основной функцией 

которой является максимальное удовлетворение потребностей населе-

ние в товарах и услугах. Экономические системы относятся к так назы-

ваемым большим системам, характеризующимся упорядоченной сово-

купностью большого числа взаимосвязанных и взаимодействующих 

элементов. Принципиальной особенностью больших систем является 

наличие у них такого свойства, которым не обладает ни один элемент 

данной системы в отдельности. Эти системы представляют такой объ-

ект, свойства которого не сводятся просто к совокупности свойств со-

ставляющих его элементов. Принцип появления у целого (системы) 

свойств, не выводимых из наблюдаемых свойств частей (элементов), 

называется принципом эмерджентности.  

Экономическая система в отличие от систем других типов содер-

жит в качестве важнейшего элемента сознательно действующего чело-

века, который выполняет функции управления. В соответствии с этим в 

качестве экономических систем различной степени сложности могут 

рассматриваться различные подразделения предприятий (фирм), сами 

предприятия (фирмы), научно-исследовательские и проектные органи-

зации, объединения, отрасли и, наконец, все народное хозяйство страны 

в целом. 

Из основных свойств экономических систем следует отметить: 

1. Эмерджентность как проявление в наиболее яркой форме свой-

ства целостной системы. Эмерджентность порождается возникновением 

между элементами системы синергетических связей, которые обеспечи-

вают увеличение общего эффекта до величины большей, чем сумма эф-

фектов элементов системы, действующих независимо. Отсюда следует, 

что экономические системы необходимо исследовать в целом.  

2. Массовый характер многих экономических процессов и явле-

ний, что требует анализировать значительное количество наблюдений и 

использовать результаты этих анализов.  

3. Неопределенность в развитии экономических процессов, для 

изучения которой необходимо использование теории нечетких мно-

жеств. 
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4. Динамический характер развития экономических систем, пред-

полагающий оптимизацию траектории их развития во времени под 

влиянием внутренних и внешних воздействий. 

5. Случайность в развитии экономических явлений и процессов, 

исследование которой эффективно лишь с использованием теории веро-

ятности и математической статистики. 

6. Невозможность исследования многих экономических систем 

аналитическими методами. Чрезвычайная сложность таких систем дик-

тует необходимость использования для этой цели так называемых алго-

ритмических подходов. 

7. Многоцелевой характер функционирования, предполагающий 

поиск при управлении сложными экономическими системами опти-

мальных компромиссных решений. 

8. Необходимость структуризации сложных экономических сис-

тем на подсистемы, доступные для непосредственного эффективного 

управления, что требует разработки и использования соответствующих 

методов оптимальной декомпозиции систем и согласования оптималь-

ных решений для отдельных подсистем с целью оптимизации траекто-

рии развития всей системы в целом. 

1.2. Оптимизация экономических систем. Оптимальное  
управление экономическими системами 

Оптимизация и оптимальное управление является основными зада-

чами кибернетики – науки об управлении. В зависимости от области 

применения кибернетики в последние годы бесспорными становятся 

такие направления кибернетики, как техническая, химическая, эконо-

мическая.  

Управление рассматривается как специально организованное воз-

действие на объект управления с целью получения желаемого результа-

та. Под объектом управления подразумевается объект, в котором проте-

кает управляемый процесс. Если специально организованное воздейст-

вие на объект управления приводит к получению наилучшего в опреде-

ленном смысле результата, то такое воздействие называется оптималь-

ным управлением. 

Процесс нахождения оптимального управления называется опти-

мизацией.  

Для решения задачи оптимального управления необходимо иметь в 

той или иной форме математическое описание оптимизируемого объек-

та и метод определения оптимальных управлений (решений).  

Для решения задачи оптимального управления объектами исполь-

зуется метод математического моделирования.  
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Таким образом, рассматривая экономическую систему как объект 

управлении, решение задачи оптимального управления экономической 

системой сводится к: 

1) разработке ее экономическо-математической модели; 

2) моделированию режимов ее функционирования с использовани-

ем соответствующих методов оптимизации для определения оптималь-

ных управлений (решений). 

1.3. Моделирование оптимальных режимов  
функционирования экономической системы  

при предполагаемом характере внешних  
воздействий на систему 

Моделирование рассматривается как процесс воспроизведения по-

ведения объекта управления на его модели. 

Под моделью подразумевается такой объект, который воспроизво-

дит с предельной точностью основные свойства объекта-оригинала в 

поставленной задаче. В дальнейшем под экономико-математической 

моделью будем понимать совокупность взаимосвязанных математиче-

ских зависимостей, формально отражающих условия функционирова-

ния реальных экономических объектов. Математические зависимости, 

как правило, представляют собой уравнения или неравенства. Экономи-

ко-математическая модель должна обеспечить возможность изучения 

функционирования и оценки изменения его эффективности при воз-

можных изменениях характеристик внешней среды. 

Поскольку количественные исследования на модели позволяют по-

лучить наиболее полное представление о том, как будут действовать в 

различных условиях реальные экономические системы, экономико-

математические модели могут дать большой эффект не только для 

структуризации целей управления, но и для самого анализа глубинных 

процессов развития моделирования систем. 

При исследовании принципа экономико-математического модели-

рования могут быть значительно уменьшены материальные и трудовые 

затраты, присущие экспериментальным методам. 

Особую роль экономико-математическое моделирование играет в 

решении проблемы эффективного использования вычислительной тех-

ники в процессе функционирования экономических систем и управле-

ния ими. Следует отметить, что из-за своей чрезвычайной сложности 

экономические процессы слабо формализованы математически, а это 

сдерживает их использование на средствах вычислительной техники, 

требующих, как известно, строгой формализации. Качество решения 

реальных задач ограничивается именно из-за несовершенства экономи-

ческих моделей. 
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По общему целевому назначению экономико-математические мо-

дели делятся на теоретико-аналитические, используемые при изучении 

общих свойств и закономерностей экономических систем, и на при-

кладные, применяемые для решения конкретных экономических задач 

системного анализа. 

По степени агрегирования объектов моделирования модели делятся 

на макроэкономические, описывающие функционирование всей эконо-

мической системы в целом, и микроэкономические, исследующие сис-

темы уровня фирмы, предприятия, отдельного подразделения фирмы и 

т.п. 

По характеру учета фактора времени экономико-математические 

модели подразделяются на статические, в которых все зависимости от-

носятся к единому моменту времени, и динамические, описывающие 

процесс развития экономической системы во времени. По учету фактора 

случайности такие модели классифицируются, как детерминированные, 

если в них результаты на выходе однозначно определяются входными 

воздействиями, и вероятностные (стохастические), если при задании на 

входе модели определенной совокупности значений на ее выходе могут 

получаться различные результаты, зависимые от действия случайного 

фактора (непредсказуемых неизмеряемых воздействий).  

По цели создания и применения выделяют балансовые, оптимиза-

ционные и алгоритмические модели. Балансовые модели выражают 

требования соответствия наличия факторов производства и их исполь-

зования. Оптимизационные модели предназначены для выбора опти-

мального, т.е. наилучшего по конкретному критерию, решения. Алго-

ритмические модели предназначены для использования в режиме ма-

шинной имитации исследуемых экономических моделей. 

Экономико-математические модели эффективны лишь тогда, когда 

они отражают важнейшие черты изучаемого процесса, отвлекаясь от тех 

или иных сторон реального явления, имеющих второстепенное значение 

для решения данной конкретной задачи. 

Таким образом, при построении любой экономико-математической 

модели ее разработчику необходимо стремиться к тому, чтобы выделить 

и воспроизвести только те свойства и характеристики реальных объектов, 

которые необходимы и достаточны для решения поставленной задачи.  

При формализации любой экономико-математической модели не-

обходимо соответствие между целевой установкой и мерой абстракции, 

которая должна быть необходимой и достаточной для реализации имен-

но этой, а не какой-либо другой цели. Сформулированное положение 

может быть названо принципом информационно-целевой адекватности. 

Из данного принципа со всей очевидностью следует, что конкрет-

ную экономико-математическую модель необходимо использовать в 

строго определенной области.  
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Важным практическим требованием, предъявляемым к экономико-

математическим моделям, является требование их эффективной реали-

зуемости. Необходимость соблюдения данного требования заставляет 

при построении конкретной экономико-математической модели стре-

миться к тому, чтобы получить модель, принадлежащую к хорошо изу-

ченному классу математических структур, для которых существует дос-

таточно универсальный и эффективный метод их решения. 

Особенно важно учитывать это обстоятельство при подготовке 

экономико-математической модели для оптимизации экономической 

системы с целью оптимального управления. 

1.4. Принципы управления экономическими системами 

Любое предприятие, производящее и реализующее продукцию, 

представляет иерархическую структуру, включающую, как минимум, 

два уровня. На нижнем уровне решаются технические задачи по полу-

чению из выданного объема сырья при имеющихся технических и энер-

гетических возможностях получить готовую продукцию. На верхнем 

уровне решаются организационно-экономические задачи по обеспече-

нию предприятия оборудованием, материалами, сырьем, энергией, ра-

ботниками и т.п. для функционирования производства, а также по реа-

лизации готовой продукции.  

В связи с этим задачи управления на нижнем уровне для отдельных 

стадий технологического процесса и задача управления на верхнем 

уровне решаются по различным критериям. Так, например, в большин-

стве случаев для отдельных стадий технологического процесса крите-

риями могут быть производительность по продукту заданного качества, 

энергозатраты на получение продукта заданного качества, чистота раз-

деления смеси на отдельные фракции. Для предприятия в целом, как 

правило, критерием является прибыль. 

Управляющими воздействиями на нижнем уровне являются потоки 

энергии или вещества, а на верхнем уровне – решения по планированию 

поставок сырья, материалов, энергоносителей, оборудования, по реали-

зации готовой продукции и т.п.  

В настоящее время достаточно хорошо изучены вопросы управле-

ния технологическими процессами. Имея математическую модель тех-

нологического процесса, можно известными способами синтезировать 

систему управления, обеспечивающую оптимальное ее функционирова-

ние по заданному критерию оптимальности. Ниже будут рассмотрены 

принципы управления технологическими процессами и показано, что с 

учетом особенностей экономической системы как верхнего уровня 

предприятия эти принципы и подходы к созданию систем управления 

технологическими процессами применимы также к экономическим сис-
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темам. Это обусловлено существованием науки кибернетики как науки 

об управлении вообще применительно к любым объектам управления. 

Такими объектами могут быть отдельные технологические аппараты, 

участки производства, предприятия, отрасли промышленности, госу-

дарство, общество и т.д.  

Если объектом управления является техническая система, в кото-

рой протекают технологические процессы, то наука управления ими 

носит название технической кибернетики. В настоящее время в литера-

туре можно встретить название экономической кибернетики, что оправ-

дано спецификой задач управления и способами их решения примени-

тельно к экономическим системам как объектам управления.  

Кибернетический подход предполагает наличие обратной связи в 

системе управления. Результат функционирования в виде выходных 

переменных передается на вход управляющего устройства. В качестве 

управляющего устройства в технических системах используются регу-

ляторы, а в экономических системах – лицо или группа лиц, прини-

мающих решение. 

Основополагающими принципами управления являются два прин-

ципа: принцип управления по отклонению и принцип управления по 

возмущению. 

На рис. 1.1 приведена схема реализации принципа управления по 

отклонению. 

 

Рис. 1.1. Структурная схема системы управления с обратной связью:  

1 – объект управления, 2 – управляющее устройство 

Ставится задача – поддержать выходную переменную )(ty  на за-

данном значении )(tyз . При появлении возмущающего воздействия 

)(tx в  выходная переменная )(ty  отклоняется от заданного значения 

)(tyз , и величина рассогласования )()()( tytyt з   поступает в 
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управляющее устройство, которое по заданному алгоритму формирует 

управляющее воздействие )(tu . Преимущество принципа управления по 

отклонению состоит в том, что не требуется знаний величины возму-

щающего воздействия. К недостатку следует отнести длительность дос-

тижения заданного значения выходной переменной после подачи воз-

мущающего воздействия. 

На рис. 1.2 приведена схема реализации принципа управления по 

возмущению.  

 

Рис. 1.2. Структурная схема инвариантной системы: 

1 – объект управления, 2 – управляющее устройство 

Управляющее устройство 2 здесь носит название компенсатора. 

При возмущении )(tx в  компенсатор должен выработать такое управ-

ляющее воздействие, при котором выходная переменная )(ty  не откло-

нялась бы от своего заданного значения )(tyз , т.е. чтобы обеспечива-

лось условие 0)()()(  tytyt з . В этом случае говорят, что обеспе-

чивается инвариантность выходной переменной )(ty  по отношению к 

возмущающему воздействию )(tx в . Преимущество принципа управле-

ния по возмущению состоит в том, что в идеальном случае выходная 

переменная не реагирует на возмущающее воздействие вообще, а в ре-

альном случае выходная переменная выходит на установившееся значе-

ние на коротком временном интервале. К его недостатку следует отне-

сти отсутствие возможности измерить воздействие с требуемой точно-

стью, а в случае многомерного вектора возмущений (отсутствует воз-

можность измерить) – некоторых из его составляющих (этого вектора). 

Также не всегда принципиально возможно технически реализовать за-

кон формирования управляющего воздействия для обеспечения инвари-

антности. Например, это имеет место, если время чистого (транспортно-

го) запаздывания по каналу передачи воздействия )(tx  на )(ty  меньше 
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времени чистого запаздывания по каналу передачи воздействия )(tu  на 

)(ty . В этом случае требуется реализация чистого опережения.  

Учитывая преимущества и недостатки обоих принципов, в тех слу-

чаях, когда имеется возможность получить информацию об основной 

составляющей вектора возмущающих воздействий, используют одно-

временно оба принципа управления, реализуя их с помощью комбини-

рованной системы управления. На рис. 1.3 приведена схема комбиниро-

ванной системы управления.  

а) 

 

б) 

 

Рис. 1.3. Структурная схема комбинированной системы управления: 

а) выходной сигнал компенсатора )('2 tu  алгебраически суммируется  

с выходным сигналом управляющего устройства )(2 tu ; б) выходной  

сигнал компенсатора )('2 tu  алгебраически суммируется с выходной 

регулируемой переменной )(ty  и ее заданным значением )(tyз  
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Выбирается тот вариант а) или б) комбинированной системы 

управления, при котором проще технически реализовать компенсатор 2'.  

Область применения систем управления с обратной связью, реали-

зующих только принципы управления по отклонению, – это стабилиза-

ция выходных переменных процесса на заданном значении.  

Область применения систем, реализующих принцип управления по 

возмущению, – это как стабилизация выходных переменных на задан-

ном значении при возможности достижения инвариантности, так и оп-

тимизация процесса.  

Во втором случае управляющее устройство выполняет функцию 

оптимизатора, который по математической модели процесса вычисляет 

значения управляющего воздействия )(tu  на объект управления, при 

котором выходная переменная достигает наилучшего, в смысле приня-

того критерия, оптимального значения.  

Областью применения комбинированных систем управления является 

как стабилизация выходной переменной )(ty , так и обеспечение опти-

мального функционирования объекта управления. Во втором случае роль 

компенсатора сводится к выработке такого коррекционного сигнала, по-

ступающего на вход стабилизирующего управляющего устройства, кото-

рый приводит величину задания на выходную переменную к оптимальному 

значению при условиях возмущающего воздействия )(tx .  

Практически в этом случае компенсатор играет роль оптимизатора для 

приведения задающего воздействия к оптимальному значению в статике и 

для возможной компенсации основного возмущения в динамике.  

В настоящее время вопросы устойчивости и качества приведенных 

выше систем управления (рис. 1.1–1.3) систем управления обстоятельно 

изложены в литературе по теории автоматического управления. Причем, 

что касается специфики производственных систем, обусловленной тем, 

что течение времени в них измеряется событиями производственного 

цикла, т.е. дискретно, то в теории автоматического управления развито 

направление теории дискретных и импульсных систем. 

В настоящем пособии изложены методы оптимизации, используе-

мые при решении задач оптимального управления, и проиллюстрирова-

но их применение на примерах задач оптимизации применительно к 

экономическим системам. Следует отметить, что методы статической 

оптимизации имеют место как при решении задачи оптимального 

управления динамическими объектами численными методами, так и 

имеют самостоятельное назначение при решении задач оптимального 

управления системами, рассматриваемыми в статическом состоянии, 

например, представленными в виде сетей, при решении задач оптимиза-

ции производства продукции при заданных запасах сырья, при опреде-

лении оптимального срока службы изделия и т.п.  
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Оптимизация есть процесс нахождения таких управлений или ре-

шений, при которых показатель функционирования объекта управления 

принимает наилучшее (минимальное или максимальное) значение.  

Критерий оптимальности есть количественный показатель функ-

ционирования объекта управления. 

Объект управления есть объект, в котором протекает управляемый 

процесс.  

1.5. Виды критериев оптимальности 

К критериям оптимальности относятся: 

– целевая функция, 

– функционал. 

Целевая функция есть математический оператор )(uF , который 

числу u  на входе ставит в соответствие число Q  на выходе. 

u 
F(u) 

Q 

 

Функционал есть математический оператор 
b

a

))(),((F dxxx UY , ко-

торый функциям )(xY  и )(xU  на входе ставит в соответствие число J  

на выходе.  

    dx
a

xxF
b

 UY ,  

U(x),  

 

Y(x) 

J 

 

1.6. Виды объектов управления 

Различают объекты с сосредоточенными и с распределенными па-

раметрами.  

Объект с сосредоточенными параметрами есть объект, в каждой 

точке которого в рассматриваемый момент времени характеризующие 

его состояние переменные принимают одни и те же значения. 
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Например, емкость, в которой все ингредиенты перемешаны, является 

объектом с сосредоточенными параметрами. В любой точке этого объ-

екта температура, давление, состав смеси и т.п. в рассматриваемый мо-

мент времени имеют одни и те же значения. 

Объект с распределенными параметрами есть объект, в направле-

нии координатных осей которого в рассматриваемый момент времени 

характеризующие его состояние переменные имеют различные значе-

ния (распределены в направлении координатных осей). 

В качестве примера для объекта с распределенными параметрами 

можно взять трубчатый теплообменник, в каждой точке которого по его 

длине в рассматриваемый момент времени температура имеет различ-

ные значения, т.е. имеет место температурный профиль. 

1.7. Состояния объекта управления 

Объект управления может находиться в двух состояниях: статиче-

ском и динамическом. 

Признаком статического состояния объекта управления является 

постоянство во времени переменных, характеризующих состояние объ-

екта управления, т.е. 0/ dtdxi , где ix  – переменные, характеризую-

щие состояние объекта управления. Физически статическое состояние 

есть состояние, при котором имеет место условие:  

Приход (энергии, вещества) = Расход (энергии, вещества).  

Признаком динамического состояния объекта управления является 

изменение во времени переменных, характеризующих состояние объек-

та управления, т.е. 0/ dtdxi . 

Физически динамическое состояние есть состояние, при котором 

имеет место условие: 

Приход (энергии, вещества) – Расход (энергии, вещества)   

= Накопление или истечение (энергии, вещества). 

Объект управления представлен на рис. 1.4. 
 

Объект  

управления 

Х1 Хm 

u1 

yn 

y1 

ur  

Рис. 1.4. Переменные, характеризующие объект управления 
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Из переменных, характеризующих объект управления, выделяют: 

входные переменные: 

a) возмущающие (внешние) воздействия mkxk ,...,2,1,  ; 

b) управляющие воздействия rju j ,...,2,1,  ; 

выходные переменные niyi ,...,2,1,  . 

Возмущающими воздействиями являются воздействия, порожден-

ные внешней средой. На них невозможно влиять с целью приведения 

объекта в желаемое состояние. 

Примером таких воздействий является: скорость изменения потока 

(расхода) сырья в технологический аппарат, изменение температуры 

окружающей среды, поток товаров, поступивших на рынок и т.п.  

Управляющие воздействия формируются с целью приведения объ-

екта в желаемое состояние. 

Примером таких воздействий являются изменение скорости потоков 

энергоносителей, изменение объема инвестиций, вкладываемых в меро-

приятия т.п. 

Выходные переменные отражают результат воздействия возмуще-

ний и управлений на объект управления. 

Примером выходных переменных могут быть расход целевого (или 

товарного) продукта, получаемого в объекте, его состав, объем полу-

ченной денежной массы и т.п. 

1.8. Связь переменных при статическом  
и динамическом состояниях объекта 

Связь переменных при статическом состоянии объекта управления 

с сосредоточенными переменными представляется алгебраическими 

или трансцендентными выражениями 

niuuxxy
rmii

,...,1,,...,,,...,(
11

 ,  (1.1) 

или  

),( uxy  , (1.2) 

где ),...,(),,...,(),,...,( 111 rmn uuxxyy  uxy . 

Связь переменных при динамическом состоянии объекта управле-

ния с сосредоточенными переменными представляется системой обык-

новенных дифференциальных уравнений: 

,,...,1)),(),...,(),(),...,(()( 11 nitututytyfdt/tdy rnii   (1.3) 

или 

))(),((/)( ttfdttd uyy  , (1.4) 



 16 

где 

))(),...,(()),(),...,(()(

),,...,(),/)(,...,/)((/)(

11

1
1

tututytyt

ffdttyddttyddttd

rn

nn





uy

fy

 

Здесь iy  – переменная, характеризующая состояние объекта управле-

ния. 

1.9. Выбор критериев оптимальности для задач  
оптимизации объектов, находящихся в статическом  

и динамическом состояниях 

Результат функционирования объекта управления оценивается ко-

личественно в виде критерия оптимальности. 

Критерий оптимальности для объектов с сосредоточенными пара-

метрами, находящихся в статическом состоянии, есть целевая функция 

в виде 

)YQ(Q   или ),uxQ(Q  ,  (1.5) 

а для объектов с распределенными параметрами – функционал в виде  

 
l

l

dlllQlQ
0

)/)(()( ,  (1.6) 

где l – пространственная координата. 

Критерий оптимальности для объектов с сосредоточенными парамет-

рами, находящихся в динамическом состоянии, есть функционал в виде: 

dtdttdQtQ 
t

t0

)/)(()( ,  (1.7) 

где ))()((/)( t,tFdttdQ ux , t – время. 

1.10. Постановка задачи оптимального управления  
в стиле Лагранжа, Понтрягина, Беллмана  
(как задачи динамической оптимизации) 

Заданы:  

функционал, который требуется улучшить, 

;min(max)))(),...,(),(),...,((
)(

11

1




t

t

t

rn
dttututytyF

u

 (1.8) 
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граничные условия 

;,...,1,)(,)( 0
1 niytyyty k

ikiii    (1.9) 

математическое описание процесса  

))(),...,(),(),...,((/ 11 tututytyfdtdy rnii  , ni ,...,1 ; (1.10) 

ограничения на управления  

,,...,1,)( maxmin rjutuu jjj   (1.11) 

где nityi ,...,1),(  , – функции состояния системы управления, 

rjtu j ,...,1),(  , – функции управления;  – область допустимых 

управлений.  

Требуется найти такие функции управления rjtu j ,...,1),(  , при 

которых система переходит из состояния 0
y  в другое состояние k

y , и 

при этом выполняются указанные выше условия (1.10) и (1.11), а крите-

рий оптимальности принимает минимальное (максимальное) значение.  

Контрольные вопросы  

1. Дать определение оптимизации. 

2. Как называется количественная оценка эффективности объекта 

управления? 

3. В чем отличие целевой функции от функционала? 

4. В чем отличие объекта с сосредоточенными параметрами от 

объекта с распределенными параметрами? 

5. В каких состояниях может находиться объект управления? Ка-

ковы признаки этих состояний? 

6. Какими переменными характеризуется объект управления? 

7. Какими математическими выражениями описываются состоя-

ния объекта управления? 

8. Что понимается под экономической системой? 

9. Какими свойствами обладает экономическая система? 

10. Какое определение можно дать оптимальному управлению 

экономической системой? 

11. Какова классификация экономико-математических моделей, 

используемых при моделировании режимов функционирования эконо-

мических систем? 

12. Моделирования какого вида имеют место при оптимизации 

экономических систем?  

13. Какие принципы управления применимы при управлении эко-

номическими системами? 
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14. В чем сущность принципа управления по возмущению? Как 

называются системы управления, реализующие этот принцип? 

15. В чем сущность принципа управления по отклонению? Как на-

зываются системы управления, реализующие этот принцип?  

16. Как называются системы управления, реализующие оба прин-

ципа одновременно?  

17. Где место решения задачи оптимизации в комбинированной 

системе управления? 

18. Как ставится задача оптимального управления в стиле Лагран-

жа, Понтрягина, Беллмана. 

19. В какой математической форме представляется математическая 

модель объекта управления в постановке задачи оптимального управления? 
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Тема 2. МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ  
ДИНАМИЧЕСКОЙ ОПТИМИЗАЦИИ 

 
 

К методам решения задач динамической оптимизации относятся: 

– классическое вариационное исчисление; 

– принцип максимума; 

– динамическое программирование в непрерывной форме (уравне-

ние Беллмана). 

2.1. Классическое вариационное исчисление 

2.1.1. Уравнение Эйлера для простейшего функционала 

Рассматривается класс непрерывных функций )(xy , имеющих не-

прерывные первые производные (класс функций 
1C ). Здесь х может 

быть пространственной координатой (длина l, радиус R) или временем t. 

Ставится задача  

(min),max)),(),((
)( xy

b

a

dxxxyxyFJ     (2.1) 

где dx/xdyxy )()(  ,  

граничные условия: 

B  y(b) A,  y(a)  .   (2.2) 

Пусть в рассматриваемом классе функций, приведенных на 

рис. 2.1, экстремум функционалу доставляет функция )(xy . Необходи-

мые условия экстремума функционала можно получить при вариации 

функции )(~ xy  относительно функции )(xy  в обе стороны. Заметим, что 

сравниваемые функции в точках a и b имеют одно и то же значение. 

Функционал (2.1), в подынтегральное выражение которого входит одна 

функция и ее первая производная, называется простейшим функциона-

лом.  
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а в x 

y(х) 

?2(х) 

y(х) 

?(х) 

?1(х) 

Х b a 
 

Рис. 2.1. Вариация функции 

Представим процедуру вариации функции )(xy  однопараметриче-

ским семейством функций )()1()(~)( xyxyx,y   . Здесь полагаем, 

что экстремум достигается на функции )(xy . Используя однопарамет-

рическое семейство функций )( x,y  , можно записать  

 
b

a

dxxxyxyFJ )),,(),,((  .  (2.3) 

Введем обозначение )()(~)( xyxyxy  , тогда 

)()(~)(/))(( xyxyyxydxxyd   . Заметим, что из однопарамет-

рического семейства функций функции, доставляющей экстремум 

функционалу, соответствует 0 .  

Необходимое условие экстремума функционала при однопарамет-

рическом представлении варьируемой функции можно записать как 

0dJ/d  , (2.4) 

или  

0)),,(),,((F
d

d
0


 




b

a

dxxxyxy . (2.5) 
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Раскроем подынтегральное выражение в уравнении (2.5)  







dxydyxxyxyF

dxydyxxyxyF

dxxyxyFd

/)),((/)),,(),,(((

/)),((/)),,(),,(((

/)),,(),,(((

'''

'

'







. (2.6) 

Введем обозначения: y/FFy  , yFFy  / . Из (2.6), с учетом 

введенных обозначений и выражения однопараметрического семейства 

функций, получим 

))()),,(),,((

)()),,(),,((

))()(~)(),,(),,((

))()(~)(),,(),,((

/)),,(),,(((

xyxxyxyF

xyxxyxyF

xyxyxxyxyF

xyxyxxyxyF

xxyxyF

y

y

y

y

























'

'

'

'

'

 (2.7) 

Подставим (2.7) в функционал  

0))()),,(),,((

)()),,(),,(((









dxxyxxyxyF

xyxxyxyF

y

b

a

y




 (2.8) 

Из (2.8) выделим вторую составляющую  













b

a

y

b

a

y

xydxxyxyF

dxxyxxyxyF

))(()),(),((

)()),(),((





  (2.9) 

и возьмем интеграл (2.9) по частям  

dxxy
dx

xxyxyydF
xyxxyxyF

xxyxyydFxyxyxxyxyF

xydxxyxyF

b

a

b

ay

b

a

b

ay

b

a

y

)(
))(),((

)()),(),((

))(),(()()()),(),((

))(()),(),((


























 (2.10) 

Учитывая тот факт, что сравниваемые функции имеют одинаковые 

значения в граничных точках, т.е. 0))(())((  byay  , имеем 

0)()),(),(( 
b
ay xyxxyxyF  . 
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Оставшуюся часть dxxy
dx

xxyxyydFb

a

)(
)),(),((



  подставим в функцио-

нал (2.8) и получим 

0))()),(),((

)()),(),(((









dxxyxxyxyF
dx

d

xyxxyxyF

y

b

a

y





 (2.11) 

Приведем подобные члены в (2.11) 

0)())),(),(()),(),((( 
 dxxyxxyxyF

dx

d
xxyxyF

y

b

a

y
 . (2.12)  

В соответствии с леммой вариационного исчисления: если имеет место 

0)()),(),((
b

a

 dxxhxxyxyH , (2.13) 

где )),(),(( xxyxyH   – непрерывная функция, а )(xh  – непрерывная 

функция, на концах интервала обращающаяся в нуль, то  

0)),(),((  xxyxyH . (2.14) 

Имеем аналогию )),(),(()),(),(( xxyxyF
dx

d
xxyxyF yy   из (2.12) с 

)),(),(( xxyxyH   из (2.13) и )(xy  из (2.12) c )(xh  из (2.13). Следова-

тельно, можно записать  

0)),(),(()),(),((   xxyxyF
dx

d
xxyxyF yy . (2.15) 

Полученное уравнение называется уравнением Эйлера для про-

стейшего функционала. Уравнение Эйлера является лишь необходимым 

условием экстремума функционала. Решение уравнения Эйлера носит 

название экстремали. Т.е. в общем случае экстремаль может не достав-

лять экстремум функционалу. Однако, если она доставляет функциона-

лу экстремум, то можно определить, какому значению функционала 

(минимальному или максимальному) соответствует экстремум. С этой 

целью используют условия Лежандра:  

Если
)(

max
xy

J  , то 

.0)),(),((  xxyxyF yy  (2.16)  
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Если
)(

min
xy

J  , то  

.0)),(),(( 
 xxyxyF

yy
  (2.17)  

Уравнения Эйлера для простейшего функционала есть дифферен-

циальное уравнение второго порядка. Покажем это, записав уравне-

ние (2.15) в развернутом виде: 

0
x

)),(),((y

y

)),(),((

y

y

)),(),((
)),(),((























xxyxyF

dx

dxxyxyF

dx

dxxyxyF
xxyxyF

yy

y

y

 (2.18) 

С учетом принятых обозначений уравнение (2.18) принимает вид 

0)),(),((

)()),(),(()()),(),((









xxyxyF

xyxxyxyFxyFxxyxyF

xy

yyyyy

. (2.19) 

При решении дифференциального уравнения (2.19) используют 

граничные условия (2.2). Общий вид решения дифференциального 

уравнения 

),,( 21 CCxyy   (2.20) 

Постоянные интегрирования 1C  и 2C находят из условий  

BCCb

ACCa





),,(y

,),,(y

21

21
 (2.21) 

Пример. Найти экстремаль функционала:   

,]12))('[()]),('),([ 2
1

0

dxxyxyxxyxyJ    

1)1(,0)0(  yy . 

Уравнение Эйлера:  

,0)),(),(()),(),((   xxyxyF
dx

d
xxyxyF yy  

xFy 12 , )(2 xyFy  , y
dx

Fd
y 


2
)(

. 
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Далее 0)(212  xyx , xxy 6)(    

.)3()(

,36)(y

21

3

1

2

1

2

1

CxCxdxCxxy

CxCdxxx








 

Найдем постоянные интегрирования, используя граничные условия:  

000)0( 21  CCy , 02 C , 

10112)1( 1  Cy , 01 C . 

Экстремаль: 3xy  .  

Условия Лежандра: .02)'2(
'


 y

dy

d
yF

yd

d
yyF  

Следовательно, на функции 3xy   функционал имеет минимум.  

2.1.2. Необходимое условие экстремума функционала,  

зависящего от n-функций и от их первых производных 

Рассматривается функционал вида: 

(min)
)(

max)),(),...,(),(),...,(( 11
xy

dxxxyxyxyxyF
b

a
nn   (2.22) 

с граничными условиями: 

niВby

Aay

ii

ii

,...,1,)(

,)(




 

Необходимые условия экстремума функционала в этом случае 

представляют собой систему уравнений Эйлера:  

nixxxF
dx

d
xxxF

ii yy
,...,1,0)),('),(()),('),((   yyyy , (2.23) 

где 

)),(),...,(()(

)),(),...,(()(

1

1

xyxyx

xyxyx

n

n





y

y
 

и условия Лежандра:  

если ,
)(

max
xy

J   то 0)),(),((
11

 xxxyyF yy ,  

0,...,0

1

111

2212

2111











nnn

n

yyFyyF

yyFyyF

yyFyyF

yyFyyF







; (2.24) 



 25 

если ,
)(

min
xy

J   то 0)),(),((
11

 xxxyyF yy , 

0,...,0
,

,

1

111

2212

2111











nnn

n

yyFyyF

yyFyyF

yyFyyF

yyFyyF







. (2.25)  

2.1.3. Необходимое условие экстремума функционала,  

зависящего от функции и от ее n производных 

Рассматривается функционал  

 
b

a xy

n dxxxyxyxyFJ (min)max)),(),...,(),((
)(

)(  (2.26) 

с граничными условиями: 

n
n

n
n BbyAay

BbyAay

BbyAay







 )(,)(

;)(,)(

;)(,)(

)1()1(

22

11


. 

В этом случае необходимое условие экстремума функционала 

представляется в виде уравнения Эйлера-Пуассона: 








n

k

n
yk

k
k

n
y

xxyxyxyF
dx

d

xxyxyxyF

k

1

)(

)(

0)),(),...,(),(()1(

)),(),...,(),((

. (2.27) 

и условий Лежандра:  

если ,
)(

max
xy

J   то  

0)()( nn yy
F , (2.28) 

если ,
)(

min
xy

J   то  

0)()( nn yy
F . (2.29) 
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2.1.4. Необходимое условие экстремума функционала,  

зависящего от n функций и от ее m производных  

для каждой из n функций 

Рассматривается функционал 

dxxxyxyxyxyxyxyFJ m
n

m
b

a
nn )),(),...,(),...,(),...,(),(),...,(( )()(

111   (2.30) 

с граничными условиями: 

.)(,)(,...,)(,)(

,)(,)(,...,)(,)(

)31.2(

,)(,)(,...,)(,)(

,)(,)(..,.,)(,)(

1,
)1(

1,
)1(

1,1
)1(

11,1
)1(

1

,
)(

,
)(

,1
)(

1,1
)(

1

1,1,1,111,11

0,0,0,110,11





















mn
m

nmn
m

nm
m

m
m

kn
k

nkn
k

nk
k

k
k

nnnn

nnnn

BbyAayBbyAay

BbyAayBbyAay

BbyAayBbyAay

BbyAayBbyAay




 

В этом случае необходимое условие экстремума функционала 

представляет собой систему уравнений Эйлера-Пуассона с соответст-

вующими условиями Лежандра.  

Система уравнений Эйлера-Пуассона имеет вид: 

  ,0)),(),...,(),((1

,1)),(),...,(),((

1

)(

)(








m

k

m

yk

k
k

m

xxxxF
dx

d

,...,nixxxxyF

k
i

i

yyy

yyy

 (2.32)  

где ))(),...,(()( 1 xyxyx ny . 

2.1.5. Решение вариационных задач при наличии  

интегральных (изопериметрических), голономных  

и неголономных связей 

Рассматривается функционал  

(min)max)),(),((
)(x

b

a

dxxxxFJ
y

yy   (2.33) 

с граничными условиями  

 
  niВby

,Aay

ii

ii

,...,1, 


, (2.34) 
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при наличии одного из видов связи: 

интегральная связь  

mjldxxxxG j

b

a
j ,...,1,))),(),((  yy ;  (2.35) 

голономная связь  

mjxxj ,...,1,0)),(( y ; (2.36) 

неголономная связь 

mjxxxj ,...,1,0)),(),(( yy . (2.37)  

Заметим, что голономная связь не содержит производных, а в него-

лономной связи наряду с функциями входят также производные этих 

функций. 

2.1.5.1. Решение вариационных задач при наличии  

интегральных связей 

При наличии интегральных связей составляется новое подынте-

гральное выражение вида: 

,)),(),((

)),(),((),),(),((

1








m

j

jj
xxxG

xxxFxxxF

yy

yyλyy


 (2.38) 

где mjj ,...,1,  , есть числа. 

Необходимое условие экстремума функционала 

nixxxyF
dx

d
xxxyF

ii
,...,1,0)),(),((),),(),((  yyλyy . (2.39) 

Эти уравнения решаются совместно с уравнениями интегральных 

связей (2.35) при использовании граничных условий (2.34). 

2.1.5.2. Решение вариационных задач при наличии  

голономных и неголономных связей  

При наличии голономных и неголономных связей составляется но-

вое подынтегральное выражение вида  








m

j
jj xxx

xxxFxxxxF

1

)),(()(

)),(),(()),(),(),((

y

yyλyy


, (2.40) 
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или 

,)),(),(()(

)),(),(()),(),(),((

1








m

j

jj
xxxx

xxxFxxxxF

yy

yyλyy


 (2.41)  

где mjj ,...,1,  , есть функции. 

Необходимое условие экстремума функционала в этом случае 

представляет собой систему уравнений вида 

nidxxxxyFdxxxyF
ii

,...,1,0/)),(),((),),(),((  yyλyy . (2.42)  

Эти уравнения решаются совместно с уравнениями соответственно 

голономных (2.36) и неголономных (2.37) связей при использовании 

граничных условий (2.34). 

Пример. Найти экстремали для функционала:  

.2)(;1)1(,3)1(;0)0(,0)0(

,)))(())((1())(),((

3

22
1

0

xxzyzyzy

dxxzxyxzxyJ



 
 

Запишем уравнение связи в виде  

02)()()),(),(( 3  xxzxyxxzxy . 

Сформируем новое подынтегральное выражение  

)2)()()(())((

))((1)),(),(),(),((

32

2

xxzxyxxz

xyxxzxzxyxyF






 

Уравнения Эйлера в этом случае имеют вид:  

0/)(,0/)(  dxzFdzFdxyFdyF . 

В развернутом виде имеем:  

0/))(2()(

,0/))(2()(





dxxzdx

dxxydx




. 

Решим эти уравнения совместно с условием связи  

02)()( 3  xxzxy  

)()(2

),()(2

xxz

xxy
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или  

2/)()(

,2/)()(

xxz

xxy








 

Возьмем вторую производную от условия связи  

012)()(  xxzxy  

и подставим в полученное выражение )(xy   и )(xz  : 

xxxxx 12)(,0122/)(2/)(   . 

Теперь:  

















43

3

43

2

3

2

3

21

3

21

2

1

2

1

)3()(

,36)(z;6)(

;)3()(

,36)(;6)(

CxCxCdxCxxz

CxCxdxxxxz

CxCxCdxCxxy

CxCxdxxyxxy

 

Найдем 41 CC  , используя граничные условия: 

2,111)1(

;0,000)0(

;2,113)1(

;0,000)0(

343

3

443

121

3

221









CCCz

CCCz

CCCy

CCCy

 

Окончательно имеем 

xxxz,xxxy 2)(2)( 33  .  

2.1.6. Решение задачи оптимального управления  

классическим вариационным исчислением 

Решается задача:  

 
t

t
dtttxFJ

0 )(
(min)max)),(),((

u
uy ,  (2.43) 

k
kt yyyy  )(,)0( 0 , (2.44) 

nittxfdtdy ii ,...,1),),(),((/  uy , (2.45) 

где ))(),...,(()()),(),...,(()( 11 tututtytyt rn  uy . 
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Эта задача является вариационной задачей с неголономными свя-

зями. 

Сформируем новое подынтегральное выражение, соответствующее 

неголономной связи (2.45) 

))),(),((/)((

)),(),(())(),(),((

1








n

i
iii tttfdtdyt

tttFtttF

uy

uyλuy


. (2.46) 

Для функционала с подынтегральным выражением (2.46) необхо-

димые условия экстремума по функциям nkyk ,...,1,   имеют вид: 

nkdttttFdtttF
kk yy ,...,1,0/))(),(),(())(),(),((  λuyλuy . (2.47) 

Для функционала с подынтегральным выражением (2.46) по функ-

циям rju j ,...,1,   необходимые условия экстремума имеют вид: 

rjdttttFdtttF
jj uu ,...,1,0/))(),(),(())(),(),((  λuyλuy . (2.48) 

Запишем необходимые условия экстремума функционала с подын-

тегральным выражением (2.46) в развернутом виде:  

,...,nkdttd

ytttftytttF

k

n

i
kiik

1,0/))((

/)),(),(()(/)),(),((
1



 




 uyuy
 (2.49) 

rjutttftutttF
n

i
jiij ,...,1,0/)),(),(()(/)),(),((

1

 


uyuy  . (2.50) 

Обозначим 01  , )()( tt ii  .  

Теперь необходимые условия экстремума в развернутом виде есть:  







n

i

kii

kk

ytttft

ytttFdttd

1

0

/))),(),(()((

/))),(),(((/))((

uy

uy





 (2.51) 








n

i
jii

j

utttft

utttF

1

0

0/))),(),(()((

/))),(),(((

uy

uy





 (2.52) 

Контрольные вопросы  

1. С каким классом функций оперирует вариационное исчисление? 
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2. Какое условие реализует уравнение Эйлера для простейшего 

функционала? 

3. Привести уравнение Эйлера для простейшего функционала. 

4. Показать, что уравнение Эйлера для простейшего функционала 

является дифференциальным уравнением второго порядка. 

5. С какой целью используют условия Лежандра? Каково их со-

держание для простейшего функционала? 

6. Что представляет собой необходимое условие экстремума 

функционала, зависящего от n функций и их первых производных? 

7. Какова форма условий Лежандра для функционала, зависящего 

от n функций и их первых производных? 

8. Что представляет собой необходимое условие экстремума 

функционала, зависящего от функции и от ее m  производных? 

9. Какова форма условий Лежандра для функционала, зависящего 

от функции и ее m производных? 

10. Что представляет собой необходимое условие экстремума 

функционала, зависящего от n функций и m производных от каждой из 

этих функций? 

11. Как решается вариационная задача при наличии интегральных 

связей? 

12. Как решается вариационная задача при наличии голономных и 

неголономных связей? 

13. Как классифицируется задача оптимального управления при 

применении вариационного исчисления? 

14. Записать уравнение Эйлера по переменным состояния )(tyi  в 

задаче оптимального управления. 

15. Записать уравнение Эйлера по функциям управления )(tui  в 

задаче оптимального управления. 

2.2. Принцип максимума 

Решается задача  

 
t

t
dtttxFJ

0 )(
min)),(),((
u

uy .  (2.53) 

Математическое описание процесса 

nittxfdtdy ii ,...,1),),(),((/  uy . (2.54) 

Граничные условия 

k
kt yyyy  )(,)0( 0 . (2.55) 



 32 

Ограничения на управления 

rjuuu jjj ,...,1,maxmin  . (2.56) 

При применении принципа максимума решение может достигаться 

как в классе непрерывных функций, так и в классе разрывных функций 

с конечными разрывами. Это отличает принцип максимума от классиче-

ского вариационного исчисления.  

При доказательстве необходимых условий минимума функционала 

в принципе максимума используется игольчатая вариация функции 

управления, представленная на рис. 2.2.  

 

)(tU

0t
1t

t

u(t) 

t0 t1 
t 

 

Рис 2.2. Игольчатая функция 

2.2.1. Содержание принципа максимума 

Формируется функция Гамильтона  

,)),(),(()(

)),(),(())(),(),((

1

00







n

i

ii
tttft

tttFtttH

uy

uyψuy





 (2.57) 

где nii ,...,1,0,   подчиняются условиям:  

niytttHdtd ii ,...,0,/))(),(),((/  ψuy . (2.58) 

Математическое описание процесса можно выразить через функцию 

))(),(),(( tttH ψuy  в виде  

nitttHdtdy ii ,...,0,/))(),(),((/  ψuy . (2.59) 

Система дифференциальных уравнений (2.58) и (2.59) носит назва-

ние системы сопряженных уравнений. 
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Представим критерий оптимальности в виде 


t

dttttFty
0

0 )),(),(()( uy .   (2.60) 

Заметим, что 0)0( 0y , а   )),(),((/0 tttFdttdy uy . 

Формулировка принципа максимума: Пусть найдены оптималь-

ные уравнения, минимизирующие функционал (2.53). В этом случае 

система сопряженных уравнений (2.58) и (2.59) имеет ненулевое реше-

ние, при этом выполняются следующие условия:  

1. Функция ))(),(),(( tttH ψuy  принимает максимальное значение, 

т.е.  

))(),(),((max
)(

* tttHH
t

ψuy
u

 .  (2.61) 

2. const)(H* t .  (2.62) 

3. 0const0  .  (2.63) 

2.2.2. Общий алгоритм решения задачи оптимального  

управления с использованием принципа максимума 

1. Максимизируется функция ))(),(),(( tttH ψuy  по управлениям 

)(tu . При этом получают функции управления в виде  

rjttuu jj ,...,1)),(),((**  ψy .  (2.64) 

2. Функции (2.64) подставляют в систему сопряженных уравнений 

(2.58) и (2.59).  

Заметим, что для получения их решения нужно иметь 22 n  по-

стоянных интегрирования, определяемых при использовании 22 n  

граничных условий. Из постановки задачи оптимального управления 

следуют n2  граничных условий и одно граничное условие для функции 

0y . Нужно иметь еще одно граничное условие.  

При максимизации функции ))(),(),(( tttH ψuy  по )(tu  в силу ли-

нейности функции H  относительно nii ,...,1,0,   одна из функций 

)t(i  может быть представлена с точностью до постоянной интегриро-

вания. Учитывая второе условие принципа максимума, можно принять 

само значение функции 0  неположительной константой (принимается 

10  ).  
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3. Теперь решение системы сопряженных уравнений может быть 

найдено:  

)(tyy ii  ,  (2.65) 

niii ,...,1,0),t(   . (2.66) 

4. Подставляются функции (2.65) и (2.66) в (2.64), и получаются 

оптимальные функции управления в виде )(** tuu jj  . 

Эти функции управления можно получать в виде функций от пере-

менных состояния nityi ,...,1,0),(  , т.е. как )(),...,(( 1
** tytyuu njj  .  

В этом случае задача оптимального управления называется задачей 

синтеза оптимального управления.  

Запишем в развернутом виде систему уравнений (2.58) и необхо-

димое условие максимума rjutttH j ,...,1,0/))(),(),((  ψuy , функ-

ции ))(),(),(( tttH ψuy :  

niytttft

ytttFdtd

n

k
ikk

ii

,...,1,/))),(),((()(

/))),(),(((/

1

0








uy

uy





, (2.67) 

rjutttft

utttFutttH

n

k
jkk

jj

,...,1,0/))),(),((()(

/))),(),(((/))),(),(((

1

0








uy

uyuy





. (2.68) 

Заметим, что выражение для производных (2.67) соответствует 

уравнениям Эйлера (2.51), записанным для функций nktyk ,...,1),(  , а 

условие (2.68) соответствует уравнениям Эйлера (2.52), записанным для 

функций rjtu j ,...,1),(  , в классическом вариационном исчислении 

при решении задачи оптимального управления.  

2.2.3. Пример решения задачи оптимального управления  

с использованием принципа максимума 

Пример. Найти управление )(tu , при котором функционал  

dttuty/tutyJ
t

)))(())((21)(),(( 22

0

  , 

1)0( y , 2)( kty , 

принимает минимальное значение.  
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Уравнение динамики объекта )()(/)( tutaydttdy  .  

Пусть на управление не наложено ограничений.  

Введем 0)0(,2/))()((/ 0
22

0  ytutydtdy . 

Составим функцию Гамильтона  

))()(()())()(())()()(( 00 t,utyftt,utyft,t,utyH   . 

В развернутом виде  

))()()((2/))()(())()()(( 1
22

0 tutayttutyt,t,utyH   . 

Примем 10  . Сопряженное уравнение  

)()()(/))(),(),((/ tatytyttutyHdtd   .  

Максимизируем функцию ))(),(),(( ttutyH  . Необходимым усло-

вием ее экстремума является 0t)(/))(),(),((  uttutyH  , откуда 

0)()(  ttu  , т. е. )()( ttu  . 

Подставим )(tu  в систему сопряженных уравнений:  

)()(/)( ttaydttdy  , 

)()(/)( tatydttd   . 

Решение этих двух уравнений с использованием граничных усло-

вий дает )(tyy  , )(t  .  

2.2.4. Численное решение задачи оптимального управления  

с использованием принципа максимума 

В тех случаях, когда система сопряженных уравнений не может 

быть решена аналитически или аналитическое решение получить труд-

но, она решается численно. Принимается, что  

ttkytkiydttdy itkti 


/))())1(((/)( 


, (2.69) 

ttktkdttd iitkti 


/))())1(((/)(  


. (2.70) 

Тогда для системы уравнений: 

nki,ttHdttdy
tktitkti ,...,1,0,/))(),(),((/)( 

 
tψuy  

в соответствии с (2.69) имеем: 

nkitttH

Δt

tkΔytky

tkti

ii

,...,1,0,,/))(),(),((

)())1((






 



ψuy

 (2.71) 
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Откуда 

nkitttHt

tkytky

tkti

ii

,...,1,0,,/))(),(),((

)())1((





 




ψuy
. (2.72) 

Для системы уравнений  

n,...,1,,/)),(),((/)( 


kiytttHdttd itkti uy


  

в соответствии с (2.70) имеем 

nkiytttH

t

tktk

tkti

ii

,...,1,0,,/)),(),((

))())1(((






 





uy



 (2.73) 

Откуда 

nkiytttHt

tktk

tkti

ii

,...,1,0,,/))(),(),((

)())1((





 




ψuy


 (2.74) 

Алгоритм решения задачи оптимального управления численным 

методом с использованием принципа максимума 

1. Произвольно задаются nii ,...,1,0),0(   и полагается 10  . 

2. Из граничных условий выбираются niyi ,...,1,0),0(  .  

3. Подставляются выбранные niyi ,...,1,0),0(),0(, i0   в функ-

цию (2.57), т.е. ))(),0(),0(( tH uψy , и (2.57) максимизируется. При этом 

получают ))0(),...,0(()0( 1 ruuu . 

4. Вычисляют niy i ,...,1),t(),t(i   , т.е. )( tyi   и )t(i  при 

1k  по уравнениям (2.72) и (2.73). 

5. Найденные значения )( tkyi   и )t( ki , ni ,...,1  подставляют 

в функцию (2.57) и ее максимизируют. 

При этом получают ))(),...,(()( 1 tkutkutk r  u  при 1k . Пунк-

ты 4 и 5 выполняются до Nk  , где N соответствует условию tktN  .  

6. Проверяют выполнение условий:  

nitNyty i
p
iki ,...,1,)()(   , (2.75) 

или  

 


N

i

p
iki tNy

1

2))()t(y( , (2.76) 

где 
p
iy  – рассчитанное значение iy , а i  и   – требуемая точность 

вычислений. Если условия пункта 6 не выполняются, то задаются новые 
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значения ))0(),...,0(()0( 1 nΨ  и происходит переход к пункту 2 для 

последовательного выполнения всех пунктов алгоритма.  

2.2.5. Особенности решения задач на максимальное  

быстродействие 

В задаче на максимальное быстродействие функционал имеет вид:  

,
0
t
dtJ  (2.77) 

т.е. подынтегральное выражение 1)),(),(( tttF uy .  

При этом функция Гамильтона (2.57) принимает вид  

)),(),(()())(),(),((
1

0 tttfttttH
n

k
kk uyuy 



  , (2.78) 

или  

)),(),(()(

))(),(),(())(),(),((
~

1

0

tttft

tttHtttH

n

k
kk uy

uyuy












 (2.79) 

Функция (2.79) называется укороченной функцией Гамильтона. 

Решение задачи выполняется по вышеприведенному алгоритму для 

укороченной функции Гамильтона (2.79). 

Пример решения задачи на максимальное быстродействие. Реша-

ется задача перевода системы из состояния 0
11 )0( yy   и 0

22 )0( yy   в 

состояние k
k yty 11 )(   и k

k yty 22 )(   за минимальное время.  

Математическое описание процесса:  

1)(1

),()())(),(),((),(/)(

),()())(),(),((),(/)(

22122

2121121







tu

tutytutytyftudttdy

tytytutytyftydttdy

 

Составим укороченную функцию Гамильтона 

)()()()(

))(),(),(()())(),(),(()(
~

221

21222111

tuttyt

tutytyfttutytyftH








  

Максимизируем функцию Гамильтона. Учитывая линейность 

функции H  относительно )(tu , при ограничении 1)(1  tu , имеем 

))(Sign()( 2
* ttu  .  
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Сопряженные уравнения 

)()(/))(),(),((
~

/)(

,0)(/))(),(),((
~

/)(

122

11

ttytttHdttd

tytttHdttd









ψuy

ψuy
. 

Решение этих уравнений дает 11 const C ,  

  21212 )()( CtCCdttt  . 

Учитывая линейность функции )(2 t , при оптимальном управлении 

возможно лишь одно переключение )(tu  либо с -1 на 1, либо с 1 на -1 

(рис. 2.2).  

 

Рис. 2.3. Графики функций )(2 t  и )(опт tU  

В соответствии с ))(Sign()( 2
* ttu   оптимальное управление тоже 

только один раз меняет знак и может переключаться со значения (-1) на 

(+1) или со значения (+1) на (-1). 

Решение системы уравнений математического описания рассмот-

рим при 1u  и при 1u .  

Пусть 1u , тогда )(/)( 21 tydttdy  , 1/)(2 dttdy .  

Поделим первое уравнение на второе: )()(/)( 221 tytdytdy  , или 

)()()( 221 tdytytdy  , тогда  

3

2

23221
2/)()()( CtyCdytyty   . 

Пусть 1u , тогда 4
2
21 2/)()( Ctyty  .  

Пусть конечное состояние системы определено условиями 

0)(1 kty  и 0)(2 kty . Тогда для ktt   и 1u  имеем 
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31 2/)()( Ctyty 2
2k  , 03 C , а для 1u  имеем 

41 2/)()( Ctyty 2
2k  , 04 C . 

Траектории движения системы при различных начальных условиях 

приведены на рис 2.4. 

 

 

y2 

y1 

N 

 
M 

U=-1 

 

U=1 
 

Рис. 2.4. Траектории движения системы 

Следовательно, через конечную точку проходят траектории движе-

ния: при 1u  будет 2/)()(1 tyty 2
2k  ,  

а при 1u  имеем 2/)()(1 tyty 2
2k  . 

Чтобы из произвольной точки ))(),(()( 21 tytyty   попасть в конеч-

ную точку по оптимальной траектории, нужно из этой точки пойти по 

траектории, выводящей систему на линию переключения 

2/)())(Sign()(y 2
21

2
tytyt  .  

При достижении этой линии знак управляющего воздействия нуж-

но сменить на противоположный.  

Оптимальное управление соответствует условию  

)2/)(y))(ySign()(ySign()( 2
21

2

* ttttu  . 
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2.2.6. Применение принципа максимума для решения задачи 

максимизации интеграла от функции полезности  

с использованием модели макроэкономики Солоу 

Рассмотрим модель функционирования экономической системы, 

предложенную Солоу. Формирование фонда непроизводственного по-

требления показано на рис. 2.5.  

 

Х=F(K,L) 
L 

aX 

I=(1-a)X 

C=(1-)(1-a)X 

 

 

Рис. 2.5. Формирование фонда непроизводственного потребления 

Здесь L – число занятых, Х – валовой общественный продукт 

(ВОП), I – инвестиции, К – фонды, С – фонд непроизводственного по-

требления,  – годовой темп прироста числа занятых,  – доля выбыв-

ших за год основных производственных фондов, а – коэффициент пря-

мых затрат (доля промежуточного продукта в ВОП),  – норма накопле-

ния (доля валовых инвестиций в ВОП). 

11   , 10   , 10  a , 10   . 

В каждый момент времени годовой выпуск определяется функцией 

),( LKFX  . Эта функция является функцией Кобба-Дугласа  

  1),( LKALKF , 10   . 

Введем относительные показатели (на одного работника) 

LKk / , LXx / , LIi / , LCc / , 

тогда  

)(/),( kfLLKFх  , xai )1(   , xac )1)(1(   . 

Модель Солоу имеет вид 

)()1(/ kfakdtdk   ,  (2.80) 

где   , const , ))()1/((1 kfac  .  
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Теперь с учѐтом выражения   получаем модель Солоу в виде 

)()1(/ kfackdtdk   . (2.81) 

Эта модель является моделью динамики системы. 

Постановка задачи оптимального управления: Максимизировать 

дисконтированную полезность от потребления за длительный интервал 

времени  



   )(
0

max))((
tc

t

t dttcueI   (2.82) 

с ограничениями 

)()(0 min kftcc  ,  (2.83) 

где  – параметр дисконтирования, )(tu  – функция полезности, удовле-

творяющая условиям: 

0u , 0/ dcdu , 0/ 22 dcud , 




dcdu
c

/lim
0

, 0/lim 


dcdu
c

. 

Типовая функция полезности представлена на рис. 2.6. 

 

с 

u(c) 

 

Рис. 2.6. Функция полезности 

Модель динамики системы )()1()(/ kfatckdtdk   . 

Рассматривается решение этой задачи с использованием принципа 

максимума. 

Алгоритм максимизации интеграла функции полезности 

От задачи максимизации исходного функционала перейдѐм к задаче 

минимизации: 



  
)(0

min))((
tc

t
t dttcueJ-  , (2.84) 
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)()(0 min kftcc  ,  (2.85) 

)()1()(/ kfatckdtdk   .  (2.86) 

Формируется функция Гамильтона 

tt ekfatckttcueH     ))()1()()(())((( 10 . (2.87) 

Принимая 10  , получим 

))()1()(()))((( 1 kfackttcueH t    . (2.88) 

Введѐм обозначение tettq   )()( 1 . 

Запишем сопряженное уравнение 

))/)()1)(()(((// 11 dkkdfattekHdtdq t    . (2.89) 

Развернем левую часть уравнения (2.89) с учѐтом обозначе-

ния )(tq  

)).()1()((()()()( 111 kfatetedt/tde ttt      (2.90) 

Уравнение (2.90) приведем к виду  

)()()1()()()( 111 tkfatdt/td   . (2.91) 

Дополним уравнение (2.91) математическим описанием систе-

мы (2.86). 

Далее нужно максимизировать функцию (2.88) по функции управ-

ления )(tc  и решить совместно уравнения (2.86) и (2.91). Учитывая не-

линейность вышеприведѐнных уравнений, решение целесообразно вы-

полнять численно, используя выражения: 

tkfat

titi

tittit










)]}()()1[()({

))1(()(

)1()1(1

11




, (2.92) 

tck

kfatiktik

tittit

tit









]

)()1[())1(()(

)1()1(

)1(










 (2.93) 

в приведѐнной ниже последовательности:  

1. Задаются исходные значения функций )0(k  и )0(  при 1i . 

2. Они подставляются в функцию Гамильтона и она максимизиру-

ется по c . При этом будет получено значение )0(c . 

3. При )0(k , )0(c  и )0(  по вышеприведѐнным формулам (2.92) и 

(2.93) вычисляются значения )1(  и )1(k  при 2i . 
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4. Процедуры, выполненные в пунктах 2 и 3, повторяются далее 

для значений ,...5,4,3i   

Расчѐт )(ik  и )(i  прекращается при достижении условия ktti   

или при достижении установившегося состояния системы по признаку 

11 /)(   iii kkk , если верхний предел интеграла не задан. 

5. Выполнение граничного условия 2)()(  k
зад tktik   прове-

ряется.  

Если оно не выполняется, то задают новое значение )0( , исход-

ное (начальное) значение )0(k  и осуществляется переход к пункту 2.  

2.2.7. Некоторые варианты постановки и решения задач  

оптимального управления 

Ниже представлены правила использования математического аппа-

рата принципа максимума для решения задач оптимального управления 

при некоторых условиях, отличных от условий рассмотренных выше. 

Рассматривается управляемый процесс, описываемый системой 

дифференциальных уравнений 

nittfdttdy ii ,...,1)),(),((/)(  uY .  (2.94) 

Задача 1. Требуется найти оптимальное управление )(* tu , перево-

дящее процесс из начального состояния, заданного неполным набором 

значений переменных )( 0tyi  

nnniyty 0
ii  0

1
0
1

0 ,,...,1,)( , (2.95) 

в конечное состояние, которое также задано неполным набором значе-

ний переменных )( ki ty  за минимальное время 

nnniyty kkk
iki  11 ,,...,1,)( . (2.96) 

Схема решения. Составляется функция H  

))(),(()()](),(),([
1

ttfttttH
n

k

kk
uYuYψ 



   (2.97) 

и записывается система уравнений для функций )(ti : 

niyttft

yHtdd

i

n

k

kk

ii

,...,1,/))(),(()(

//

1








uY



 (2.98) 
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Оптимальное управление при интегрировании систем уравнений 

(2.94) и (2.98) выбирается из условия 

]),(),([max)](),(),([ * uYψuYψ
u

ttHtttH


 . (2.99) 

Для оптимальной траектории при этом выполняется соотношение 

0const)](),(),([ * tttH uYψ . (2.100) 

При совместном интегрировании систем уравнений (2.94) и (2.98), 

в процессе которого из соотношения (2.99) находится оптимальное 

управление *u , недостающие граничные условия получаются заданием 

граничных значений по следующему правилу. 

Если для функции )(tyi , у которой условиями (2.95) и (2.96) на-

чальное или конечное значение или оба вместе не фиксируются, то для 

функции )(ti  начальное или конечное значение или оба вместе пола-

гаются равными нулю. При этом к системе knn 1
0
1   граничных условий 

(2.95) и (2.96) для )(tyi  добавляется система knn-n 1
0
12   граничных 

условий для функции )(ti : 

nni,ti ,...,10)( 0
10  , (2.101) 

nni,t k
ki ,...,10)( 1  . (2.102) 

В дальнейшем при интегрировании систем уравнений (2.94) и 

(2.98) подбираются начальные значения для функций )(tyi :  

nni,yi ,...,10
1

0  ,  (2.103) 

nni,y kk
i ,...,11  ,  (2.104) 

чтобы обеспечить выполнение условий (2.96) и (2.102) для конечного 

состояния процесса.  

Задача 2. Требуется найти оптимальное управление )(* tu , перево-

дящее процесс из заданного некоторым образом начального состояния в 

конечное состояние так, чтобы функционал  

tdttFJ
kt

t



0

))(),(( uY   (2.105) 

принимал минимальное значение. 

Выбор начальных условий для интегрирования систем сопряжен-

ных уравнений осуществляется так же, как и в задаче 1, причем, если 



 45 

конечное значение независимой переменной t  фиксировано, то на оп-

тимальной траектории соблюдается условие  

0const)](),(),(,[ *
0 tttH uYψ . (2.106) 

Если же значение kt  не задано, то вместо неравенства (2.106) выполня-

ется условие  

0)](),(),(,[ *
0 tttH uYψ . (2.107) 

Контрольные вопросы  

1. Для какого класса функций применим принцип максимума? 

2. Сформулировать принцип максимума. 

3. Записать математическое описание объекта управления с ис-

пользованием функции Гамильтона. 

4. Перечислить этапы общего алгоритма решения задачи опти-

мального управления с использованием принципа максимума. 

5. В чем сущность численного алгоритма решения задачи опти-

мального управления с использованием принцип максимума?  

6. В чем заключается особенность задачи на максимальное быст-

родействие? 

7. Чем отличается алгоритм решения задачи с использованием 

принципа максимума, если начальные и конечные условия заданы не на 

все переменные состояния? 

8. Каково содержание модели макроэкономики Солоу и как фор-

мулируется задача оптимального управления с использованием этой 

модели? 

9. Каким образом осуществляется переход к вспомогательной 

функции Гамильтона для учета дисконтирования? 

10. Каким условиям должна отвечать функция полезности, исполь-

зуемая в задаче оптимального управления экономической системой? 

2.3. Динамическое программирование  
в непрерывной форме. Уравнение Беллмана 

Решается задача оптимального управления  

 
(max)min)),(),((

0
t

t

dttttFJ
u

uy   , (2.108) 

Математическое описание процесса:  

nittxfdt/dy ii ,...,1),),(),((  uy . (2.109) 
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Граничные условия 

k
kt yyyy  )(,)0( 0 . (2.110) 

Ограничения на управления 

r1,...,j,UtUU jjj  maxmin )( . (2.111) 

В основе динамического программирования лежит принцип опти-

мальности: оптимальная стратегия обладает таким свойством, что неза-

висимо от того, каким образом система пришла в это состояние, после-

дующее решение должно быть оптимальным по отношению к этому 

состоянию, в которое система пришла в результате предыдущего реше-

ния. Иллюстрация к принципу оптимальности приведена на рис. 2.7. В 

соответствии с принципом оптимальности нужно оптимальным образом 

перевести систему из состояния )(y  в конечное состояние )( kty  не 

зависимо от того, каким образом система пришла из исходного состоя-

ния )0(y  в состояние )(y .  

 

)(ty

)0(y

)(ty

0


kt t

)(* ty

)(* ty

 

Рис. 2.7. Иллюстрация к принципу оптимальности 

Математически принцип оптимальности реализуется через выра-

жение 

])),(),((
)(

min

)),(),(([
)(

min
)(

min
0

dttttF
t

dttttF
t

J
t

t

uy

uy

u

uu













. (2.112) 
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Пусть   – малая величина. Обозначим  

dttttF
t

t

)),(),((
)(

min))(,( * uyy
u




 , (2.113) 

dttttF
t

t

)),(),((
)(

min))0(,0(
0

* uyy
u

 . (2.114) 

Тогда 

))](,()),(),(([
)(

min))0(,0(
0

* 


yuyy
u

  dttttF
t

. (2.115) 

Разложим функцию (2.113) в ряд Тейлора относительно состояния 

0t , 0)0( yy   по степеням )(ty  и t  

)0(
0

))(,(

)0(
0

))(,(
))0(0())(,(

1

yy

yy

y

y
yy












 


 

tt

tt
t

ty

tt
y

n

i i
i








,

. (2.116) 

Примем, что t . Заметим, что tdttdyty ii   )()( , или 

ttttfty ii   )),(),(()( uy . 

С учетом малости  можно записать  




)),(),0(()),(),0(()),(),((
0

ttFtttFdttttF uyuyuy   . (2.117) 

Теперь, с учетом выражений (2.115), (2.116) и (2.117), можно запи-

сать:  

]/))(,((

))),(),((
1

)/))(,(((

))0(0()),(),0(([
)(

min))0(0(

)0(
0

)0(
0

**

yy

yy

y

uyy

yuy
u

y
















t

t

ttt

tttif
n

i
iytt

ttF
t





 ,,

 (2.118) 
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Так как ))0(,0( y  не зависит от )(tu , а   содержится во всех со-

ставляющих правой части записанного выше уравнения, то уравнение 

(2.118) приводится к виду  

]))),(),(()/))(,(((

)),(),0(([min/))(,((

)0(
0

1

)0(
0

)()0(
0

yy

yyuyy

uyy

uyy

















 ti

n

i
i

t
t

t

tttfytt

ttFttt





. (2.119) 

Учтем тот факт, что разложение условно оптимальной величины 

функционала, записанной для условного состояния в какой-то момент 

времени t  (в приведенном случае )(y ), можно разложить в ряд Тейло-

ра относительно оптимального состояния системы в момент времени 

t  при )(* ty , т.е.  

))]),(),(()/))(,(((

)),(),(([min/))(,((

1

)(

tttfytt

tttFttt

i

n

i
i

t

uyy

uyy
u








 



  (2.120) 

Полученное уравнение называется уравнением Беллмана. Оно яв-

ляется уравнением в частных производных.  

Решением этого уравнения являются функции )(* tu , доставляю-

щие экстремум функционалу, и функции состояния системы )(* ty , 

описывающие оптимальную траекторию движения системы из исходно-

го состояния 0
y  в конечное состояние k

y .  

2.3.1. Алгоритм решения задачи оптимального управления  

методом динамического программирования  

в непрерывной форме 

Для решения уравнения Беллмана, кроме условий 0)0( yy   и 

k
kt yy )( , нужно иметь значение функции ))(,( tt y  и значения ее про-

изводных niy/tt i ,...,1,))(,(  y , и t/tt  ))(,( y  в один из граничных 

моментов времени ntt  или ktt  . 

Заметим, что 0))(,( kk tt y  по определению.  
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В силу этого имеет место тождество  

niytt

k

k
t

tti ,...,1,0/))(,(
)(





yy

y . (2.121) 

Теперь из самого уравнения Беллмана следует  

)()(

)),(),(((max/))(,(

k

k

k

k
t

tt
t

tt tttFttt
yyuyy

uyy




   . (2.122) 

Получены все условия для решения уравнения Беллмана.  

Решение уравнение Беллмана выполняется известными методами 

решения систем дифференциальных уравнений в частных производных. 

Покажем, что уравнение Беллмана при некоторых допущениях может 

быть приведено к уравнениям Эйлера. 

Запишем уравнение Беллмана в виде двух видов уравнений 

Первый вид 

)),(*),(()/))(,((

)),(*),((/))(,(

1

tttfytt

tttFttt

i

n

i

i
uyy

uyy












 (2.123) 

Второй вид: 

rj
u

tttf
ytt

utttF

n

i j

i
i

j

,...,1,0/
)),(),((

/))(,(

/)),(),((

1


 







uy

y

uy


. (2.124) 

Управления, удовлетворяющие уравнениям (2.124), обозначим 

)(* tu . В уравнении (2.123) управления )(* tu  удовлетворяют условиям 

правой части уравнения Беллмана, выраженным уравнениями (2.123).  

Теперь продифференцируем уравнение (2.123) по переменным со-

стояния ky  и, введя обозначения  

,1

,,...,1,/))(,(

0






 nkytyt
kk

 

получим: 

nk

ytttfytt

tttfyytt

ytttFy
t

tt

n

i

kii

i

n

i

ki

kk

,...,1

,)/)),(*),((()/))(,((

)),(*),((/)/))(,((

/)),(*),((/)
))(,(

(

1

1





















uyy

uyy

uy
y







 (2.125) 
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Выражение (2.125) перепишем в виде  

)),(),((/)/))(,((

/)),(),((

)/)),(),((()/))(,((

/)
))(,(

(

*

*

*

1

1

tttfyytt

ytttF

ytttfytt

y
t

tt

i

n

i
ki

k

n

i
kii

k

uYY

uy

uYY

Y



























 (2.126) 

Заметим, что левая часть выражения (2.126) при изменении порядка 

дифференцирования есть полная производная  

tytt

dt

dy
yytt

y

tt

dt

d

k

n

i

i
ik

k










 

/)/))(,((

/)/))(,(()
))(,(

(
1

Y

Y
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 (2.127) 

С учетом выражения )),(),((/)( tttfdttdy ii uY  при )()( * tt uu  в 

полной производной (2.127) уравнение (2.126) принимает вид  












n

i
kii

kk

ytttfytt

ytttFy
t

tt

1

)/)),(),((()/))(,((

/)),(),((/)
))(,(

(

*

*

uYY

uy
Y





 (2.128) 

Используя в (2.128) и (2.124) приведенные выше обозначения, по-

лучим  

,,...,1

,/)),(),(()((

/)),(),(((/)(

1

0

*

*

nk

ytttft

ytttFtdtd

n

i
kii

kk








 uy
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 (2.129) 

.,...,1

,0)/)),(),(((

/)),(),(((

1

0

*

rj

utttf

utttF

n

i
jii

j








 uy

uy





 (2.130)  



 51 

Полученные уравнения идентичны уравнениям Эйлера в задаче оп-

тимального управления, т.е. уравнения (2.129) есть уравнения Эйлера 

(2.51), и уравнения (2.130) есть уравнения Эйлера (2.52). 

Таким образом, показано, что классическое вариационное исчисле-

ние, принцип максимума и уравнение Беллмана позволяют выразить 

условия экстремума функционала в задаче оптимального управления 

идентичными уравнениями. 

Контрольные вопросы  

1. В чем сущность принципа оптимальности? 

2. Каким математическим выражением реализуется принцип опти-

мальности? 

3. Записать уравнение Беллмана. К какому виду дифференциаль-

ных уравнений оно относится? 

4. Какие граничные условия нужно иметь для решения уравнения 

Беллмана? 

5. Почему уравнение Беллмана, полученное при 0t   и 

)0()( YY t , справедливо для произвольного значения t  и вектора 

)(tY ?  

6. Какова последовательность решения задачи оптимального 

управления с использованием уравнения Беллмана? 

7. Какими действиями показывают связь уравнений Беллмана с 

принципом максимума и с классическим вариационным исчислением? 
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Тема 3. СТАТИЧЕСКАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ 
 

 

Статическая оптимизация имеет место как при решении задач ди-

намической оптимизации с использованием численных методов, а также 

имеет самостоятельное назначение при решении задач оптимизации 

объектов и систем, находящихся в статическом состоянии. 

3.1. Виды функций 

По количеству экстремумов различают унимодальные и полимо-

дальные функции. 

Унимодальные функции – это функции, имеющие один экстремум. 

Полимодальные функции – это функции, имеющие более одного 

экстремума. 

3.2. Виды экстремумов и наилучших значений функции 

Локальный минимум полимодальной функции в точке 

),...,(
***

1
i
r

ii uuu  имеет место, если )()()(
***

j
ii

j
i uQQuQ   uuu , 

или 0/)( * 
 j

i u
j

i dudQ
u

u  и 0/)( * 
 j

i
i

u
jdudQ

u
u . 

Локальный максимум полимодальной функции в точке 
*i

u  имеет 

место, если )()()(
***

j
ii

j
i uQQuQ   uuu , или 

0/)( * 
 j

i u
j

i dudQ
u

u  и 0/)( * 
 j

i
i

u
jdudQ

u
u , rj ,...,1 ,  

где ,...,ki 1  – число локальных экстремумов. 

Если ))(),(),((max)( maxminmin

maxmin,,
uuuu QQQQ i

i
 , то при minu  имеет 

место супремум ( )(sup uQ ). 

Супремум ( )(sup uQ ) при minu  имеет место, если 

))(),(),((max)( maxminmin

maxmin,,
uuuu QQQQ i

i
 . 

Супремум ( )(sup uQ ) при xamu  имеет место, если 

))(),(),((max)( maxminimax QQQQ
i,min,max

uuuu  . 
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Инфимум ( )(inf uQ ) при minu  имеет место, если 

))(),(),((min)( maxminimin QQQQ
i,min,max

uuuu  . 

Инфимум ( )(inf uQ ) при xamu  имеет место, если 

))(),(),((min)( maxminimax QQQQ
i,min,max

uuuu  . 

Глобальный минимум в точке gu  имеет место, если 

))(),(),((min)( *

21,

maxming QQQQ i

,...,k,,ii,min,max
uuuu


 . 

Глобальный максимум в точке gu  имеет место, если 

))(),(),((max)( *

21,

maxming QQQQ i

,...,k,,ii,min,max
uuuu


 . 

3.3. Постановка задачи статической оптимизации 

В математической форме постановка задачи статической оптимиза-

ции представляется следующими выражениями: 

(max)min),(



U

UXQ   (3.1) 

niy ii ,...,1),,(  UX ,  (3.2) 

kiyy зад
ii ,...,1,  , nppkiyy зад

ii  ,,...,1, , (3.3) 

rjUUU max
jj

min
j ,...,1,  ,  (3.4) 

где ),...,( 1 mxxX  – вектор внешних возмущающих воздействий, 

),...,( 1 ruuU  – вектор управляющих воздействий, ),...,( 1 pyyY  – 

вектор выходных переменных, зад
iy  – заданные значения выходных 

переменных,   – область допустимых управлений. 

Она формулируется следующим образом: требуется найти такие 

значения управляющих воздействий ),...,( ***
r1 uuU , при которых вы-

полняются приведенные выше условия, а критерий оптимальности Q  

принимает минимальное (максимальное) значение. 

3.4. Методы статической оптимизации 

К методам статической оптимизации относятся: 

1. Классический метод исследования функции на экстремум. 
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2. Методы нелинейного программирования: 

– численные методы решения одномерной задачи статической оп-

тимизации; 

– численные методы решения многомерной задачи статической оп-

тимизации. 

3. Линейное программирование. 

4. Динамическое программирование в дискретной форме. 

3.4.1. Классический метод исследования функций  

на экстремум 

3.4.1.1. Классический метод исследования функций одной  

переменной на экстремум 

Необходимые и достаточные условия экстремума функции од-

ной переменной  

Необходимое условие: )(uQQ  . (3.5) 

Достаточное условие: 0/)( * uduudQ . (3.6) 

Если при *uu   впервые в порядке возрастания k  имеет место 

0/)( * u
kk duuQd , где k  – четное, то (3.5) имеет экстремум. Причем, 

если 0/)( * uduudQ , то min)( uQ , а если 0/)( * uduudQ , то 

max)( uQ . 

Если при *uu   впервые в порядке возрастания k  имеет место 

0/)( * u
kk duuQd , где k  – нечетное, то (3.5) не имеет экстремума.  

Примеры исследования функции одной переменной на экстремум.  

Пример 1. 3)1( uQ  .  

Необходимое условие экстремума 0/)( * 
u

duudQ  дает 

0)1()1(3 2*  u , и 1* u . 

Достаточное условие экстремума 0/)( * 
u

kk duuQd  дает 

0)11(6)1(6/)( *
*

22  uduuQd
u

, 06/)( *

33 
u

duuQd , где 

3k  – нечетное. 

Ответ: при 1* u  исследуемая функция не имеет экстремума. 
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Пример 2. 4)1( uQ  .  

Необходимое условие экстремума 0/)( *u
duudQ  дает 

0)1()1(4/)( 3*  uduudQ *u
, и 1* u . 

Достаточное условие экстремума 0/)( *u

kk duuQd  дает 

0)11(12)1()1(12/)( 22222 *  uduuQd *u
, 

0)11(24)1(24/)( 33  *
* uduuQd

u
, 024/)( 44 *u

duuQd , 

где 4k  – четное. 

Ответ: при 1* u  исследуемая функция имеет минимум. 

3.4.1.2. Определение оптимальной долговечности изделия  

аналитическим методом 

Постановка задачи 

Решается задача определения оптимальной долговечности (срока 

службы) изделия, участвующего в технологическом процессе, при кото-

ром затраты на планируемом временном отрезке Т при использовании 

изделия с долговечностью Т  будут минимальны. 

Суммарные затраты: 

mТТС
Т

mТ
ТСТСТТС ГЭПно 


 


 )()()(),( 11 , (3.7) 

где )()()( 001   ТТKTSТC ноно  –  (3.8) 

стоимость НИОКР;  

2
0201021 )()()()(   ТТКТТKТSТС ППП   (3.9) 

стоимость серийного производства одного изделия с долговечностью 

Т ;  

)()()( 01031   ТТКТSТС ГЭГЭ  –  (310) 

стоимость годовой эксплуатации одного изделия с долговечностью Т ; 

0Т  – выбранное базовое значение долговечности; 

S1, S2, S3 – стоимости соответственно НИОКР, серийного производства 

одного изделия, стоимости годовой эксплуатации одного изделия при 

долговечности 0  ТТ . 
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Задаются:  

.,,,,,,,,,, 0121321 mTTКККKSSS ГЭППно    

После подстановки выражений (3.8–3.10) в (3.7) с заданными коэф-

фициентами и значениями T и m выражение (3.7) примет вид:  

 

 
 

тТТКтТТКтТТS

Т

тТТК

Т

тТТТК

Т

mТТК

Т

mТТК

Т

mТTК

Т

mТТS
ТКТКTS

mТТТКТS

Т

mТ
ТТКТТКТS

ТТКТSС

ГЭГЭ

ПП

ППdП

ноно

ГЭ

ПП

но
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020102
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)()(

 

После его преобразования получим 

















ТтТТКтТТКтТТS

тТКтТККТ

тТКтТККТ

тТТSтТКТSС

ПП

ГЭПно

ГЭПно

П

/))((

)(

)2(

)()(

2
020102

12

120

03101

 (3.11) 

Необходимые условия экстремума:  

0/ dТdС , (3.12) 

или 

,0)

)((/1

2

0201

02

2

12















тТТКтТТК

тТТSТ

тТКтТКК
dТ

dС

ПП

ГЭПно

 (3.13)  

т.е. 

тТКтТККтТТК

тТТКтТТSТ

ГЭПноП

П









12
2
02

0102
2

)

)((/1
.  (3.14) 
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Из (3.14) имеем  

тТКтТКК

ТКТКТSтТ
Т

ГЭПно

ПП




 


12

2
020102 ))((

* . (3.15) 

Пусть заданы:  

.50

,10

,3

,25.152015.1150

,1015015.110

,203015.1200

,6.40015.140

,2.375701.13720

,7070001.11070

,2020001.11020

0

1

3
3

2

1

2

3

3
1























m

T

T

К

S

К

К

S

K

S

ГЭ

П

П

но

 

Подставив заданные значения в выражение (3.11), получим  

.44725/273120096075

,548000)197575(3/273120096075

5010101550106.4020200

)501025.1525010203270700(3

/)95010203501036.4050102.3757(

)501025.152501020370700(





















TTC

TT

T

TС





 (3.16) 

Из (3.15) оптимальное значение долговечности будет равно 

33.5427.28
96075

2731200

2537570700

4.5462500

5010)20325.152(70700

36.4092032.3757(5010
*












T

.  

Подставим полученное значение в выражение затрат (3.16) 

9797754472533.5/273120033.596075 C . 
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3.4.1.3. Классический метод исследования функций многих  

переменных на экстремум 

Необходимые и достаточные условия экстремума функции не-

скольких переменных  

),...,()( 1 ruuQQQ  U . (3.17) 

Необходимое условие:  

),...,(,,...,1,0/)( ***
* 1 rj uurjuQ  UU

U
. (3.18) 

Достаточное условие: 

Если при *UU   все диагональные миноры матрицы Гессе (Г)  









































rrr

r

uu

Q

uu

Q

uu

Q

uu

Q

)()(

)()(

2

1

2

1

2

11

2

UU

UU







 (3.19) 

являются строго положительными, то функция (3.7) имеет минимум. 

Если при *UU   нечетные диагональные миноры матрицы (3.9) строго 

отрицательные, а четные строго положительные, то функция (3.7) имеет 

максимум. Положительность или отрицательность матрицы Гессе соот-

ветствует положительности или отрицательности квадратичной формы, 

получаемой разложением функции )(UQ  в ряд Тейлора, содержащий 

члены не выше второго порядка. Разложение проводится относительно 

точки, в которой выполняется необходимое условие экстремума (3.8). 

Примеры исследования функции нескольких переменных на экс-

тремум классическим методом 

Пример 1. 21
2
22

2
11 342 uuuuuuQ  .  

Необходимое условие экстремума: 

0/)( *
2

*

1
,1 
uu

uQ U  дает 0341/)( **
*
2

*
1

21,1  uuuQ
uu

U  и  

0381/)( **
*
2

*
1

12,2  uuuQ
uu

U ,  

Для решения системы полученных уравнений, приведенных к виду 

,183

134

**

**

21

21





uu

uu
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воспользуемся формулой Крамера  

 /11
* u ,  /22

* u ,  

где 23932
83

34
 , 538

81

31
1 




 , 

235/11
* /u    и 134

13

14
2 




 , 23/1/22

*  u   

Достаточное условие экстремума:  

4/)( *
2

*
1 ,11

2 
uu

uuQ U , 3/)( *
2

*
1 ,21

2 
uu

uuQ U ,  

3/)( *
2

*
1 ,12

2 
uu

uuQ U , 8/)( *
2

*
1 ,22

2 
uu

uuQ U .  

Матрица (Г): 















































83

34

)()(

)()(

22

2

12

2

21

2

11

2

uu

Q

uu

Q

uu

Q

uu

Q

UU

UU

. 

Первый диагональный минор равен 04  , второй диагональный 

минор равен 0239323384   

Ответ: при 235*
1 /u  , 231*

2 /u   исследуемая функция имеет 

минимум. 

Пример 2. 21
2
22

2
11 342 uuuuuuQ  .  

Необходимое условие экстремума: 

0/)( *
2

*
1 ,1 

uu
uQ U  дает 0341/)( **

*
2

*
1

21,1  uuuQ
uu

U  и  

0381/)( **
*
2

*
1

12,2  uuuQ
uu

U ,  

Для решения системы полученных уравнений, приведенных к виду 

183

134

**

**

21

21





uu

uu
, 

воспользуемся формулой Крамера:  /11
* u ,  /22

* u ,  
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где 41932
83

34



 , 538

81

31
1 




 , 

415/11
* /u    734

13

14
2 




 , 41/7/22

*  u . 

Достаточное условие экстремума:  

4/)( *
2

*
1 ,11

2 
uu

uuQ U , 3/)( *
2

*
1 ,21

2 
uu

uuQ U ,  

3/)( *
2

*
1 ,12

2 
uu

uuQ U , 8/)( *
2

*
1 ,22

2 
uu

uuQ U .  

Матрица (Г):  








 






































83

34

)()(

)()(

22

2

12

2

21

2

11

2

uu

Q

uu

Q

uu

Q

uu

Q

UU

UU

. 

Первый диагональный минор равен 04  , второй диагональный 

минор равен 0419323384   

Ответ: при 415*
1 /u  , 417*

2 /u   исследуемая функция не имеет 

экстремума. 

3.4.2. Аналитическое решение задачи на условный экстремум 

В задачах статической оптимизации условия могут быть двух ви-

дов: в форме равенств и в форме неравенств. 

3.4.2.1. Аналитическое решение задачи на условный экстремум  

при условии в форме равенств 

В этом случае задача решается методом множителей Лагранжа. 

Метод множителей Лагранжа 

Решается задача на условный экстремум  

)min)(



U

UQQ   (3.20) 

при условиях: 

rmuumj rj  ),,...,(,,...,1,0)( 1UU . (3.21) 
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В этом случае составляется функция Лагранжа  





m

j
jjQL

1

)()(),( UUλU  ,  (3.22) 

где mjj ,...,1,   – множители Лагранжа. 

Затем совместно решается система уравнений 

riuL i ,...,1,0/),(  λU ,  (3.23) 

mjj ,...,1,0)( U .  (3.24) 

Пример решения задачи методом множителей Лагранжа 

22

21
uuQ  , 

0121  uu . 

Функция Лагранжа 

)1(),(),( 21
22

2121
21

 uuuuuuλuuQL  , 

02/

,02/

*

*

22

11









uuL

uuL
. 

Пусть 0 , тогда 2/1 u , 2/2 u ,  

21 uu  , 0121  uu , 5.0**
21  uu . 

Пример использования метода множителей Лагранжа для оп-

ределения оптимального набора благ, обеспечивающего максимиза-

цию предельной полезности.  

В основу теории предельной полезности положено введение функ-

ции полезности в виде зависимости ее от количества благ 

),...,,...,,( 21 mi xxxxuu  .  (3.25) 

Количество блага измеряется в физических единицах (килограм-

мах, литрах и т.п.). 

Полезность блага измеряется в специально введенных единицах – 

ютилях. Эта единица условная. Она различна для различных людей, 

Предполагается, что любой человек в состоянии признать полезность 

какого-либо количества блага за единицу (ютиль) и в этих единицах 

измерять полезность всех других благ.  

Введем понятие предельной полезности. 
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Пусть дано некоторое количество блага ix  и его полезность iu .  

Предельная полезность блага определяется как  

iiii
x

i xuxuuM
i




/)/(lim
0




, (3.26)  

т.е. iuM  есть частная производная от функции полезности блага по его 

количеству.  

Функция полезности от каждого блага  

)( iii xuu   (3.27) 

обладает следующими свойствами: непрерывна, дифференцируема, 

0)0( iu , 0/  ii xu , 0/ 22 
i

xui .  

Перед потребителем возникает задача – определить набор благ, 

обеспечивающих наибольшую полезность при ограничении по бюджету 

max),...,,...,( 1  mi xxxuu . (3.28) 

при условии  





m

i
ii BxP

1

, (3.29) 

mixi ,...,1,0  , (3.30) 

где iP  – цена i-го блага, B – бюджет потребителя. Смысл первого огра-

ничения состоит в расходовании денег по объему, строго равному бюд-

жету. Смысл второго ограничения состоит в том, что ix  благо либо по-

купается, либо не покупается, но не продается. 

Сформулированная задача является задачей на условный экстре-

мум при условии типа равенство.  

Составим функцию Лагранжа  

)(),...,(
1

1 



m

i
iim xPBxxuL  . (3.31) 

Величина множителя Лагранжа имеет экономический смысл как пре-

дельная полезность оставшихся денег суммой )(
1





m

i
ii xPB . 
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Из необходимого условия экстремума функции L по ix  и λ имеем  




























0/

0//

0//

0//

1

111

m

i
ii

mmm

iii

xPBL

PxuxL

PxuxL

PxuxL













.  (3.32) 

Решив систему этих ( 1m ) уравнений, найдем все искомые пере-

менные **

1
,...,

m
xx . 

Приведенную выше систему уравнений (3.32) перепишем с учетом 

выражений предельной полезности:  




























BxP

PuM

PuM

PuM

m

i
ii

mm

ii

1

11

/

/

/











.  (3.33) 

Рассматривая ii Pu /  как предельную эффективность в смысле 

предельной полезности, полученной от единицы вложенных денег на 

покупку блага ix , приходим к выводу, что предельная эффективность 

от покупки любого блага ix  есть величина постоянная и равная пре-

дельной полезности оставшихся денег. 

Пусть функция полезности имеет вид 21
210
aa

xxau  , условие 

BxPxP  2211 , где 12,10 a ; 65,01 a ; 47,02 a ; 200B ; 501 P ; 

222 P .  

Требуется найти оптимальный набор благ и его полезность.  

Решим задачу в общем виде, а затем подставим численные значе-

ния коэффициентов. 

)( 22110
2

2

1

1
xPxPBxxaL

aa
  . 
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Запишем необходимые условия экстремума функции L: 

0/ 1
1

101
2

2

1

1



PxxaaxL

aa
 , 

0/ 2
1

202
2

2

1

1



PxxaaxL

aa
 , 

02211  xPxPB . 

Преобразуем эту систему  























BxPxP

Pxxaa

Pxxaa

aa

aa

2211

2
1

20

1
1

10

2

2

1

1

2

2

1

1





. 

Разделим первое уравнение на второе 

211221 /)/)(/( PPxxaa  . 

Отсюда 

112212 )/)(/( xaaPPx  . 

Дополним его уравнением 

BxPxP  2211  

и решим совместную систему этих двух уравнений: 

1211 /)/(*

1
PBaaax  , 2212 /)/(*

2
PBaaax  . 

Подставив численные значения коэффициентов, получим опти-

мальный набор благ: 

32,2*

1
x ; 82,3*

2
x . 

Полезность оптимального набора при этом составит: 

63,382,332,212,1 47,065,0* u . 

3.4.2.2. Аналитическое решение задачи на условный экстремум  

при условиях типа неравенств 

В этом случае задача решается с использованием условий Куна-

Таккера. 
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Условия Куна-Таккера  
Решается задача выпуклого программирования на условный экс-

тремум  

)min)(



U

UQQ  (3.34) 

при условиях: 

),...,(,...,1,0)( 1 mj uu,mj  UU . (3.35) 

где )(UQ  и )(Uj  – выпуклые дифференцируемые функции. 

В этом случае составляется функция Лагранжа:  





m

j
jjQL

1

)()(),( UUλU  ,  (3.36) 

где mjj ,...,1,  , – множители Лагранжа. 

Затем совместно решается система уравнений и неравенств:  

riuL i ,...,1,0/),(  λU ,  (3.37) 

mjjj ,...,1,0)( U ,  (3.38) 

mjj ,...,1,0  ,  (3.39) 

mjj ,...,1,0)( U .  (3.40) 

К определению выпуклости функции 

Пусть 10   . 

Произвольную точку на линии ab  можно описать как 

baaba )1()1)((   , т.е. при 0  это точка b , а при 1  

это точка a .  

В случае нелинейной функции ее значение в точке )1( bac    

есть ])1([ baQ   . 
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Значение линейной функции, проходящей через точки a  и b , в 

точке a  равно 

)()))(()(()()( a-b/a-caQbQaQcQ  .  (3.41) 

)()1()()1))(()(()(

)(])1())[()(()(

bQaQ-a - QbQaQ

ab/abaaQbQaQ








.  (3.42) 

Сравнивая значения исходной функции с линейной функцией в 

точке c , можно записать условие выпуклости функции вниз:  

если имеет место  

)()1()())1(( bQaQbaQ   , (3.43) 

то исходная функция выпукла вниз (лежит ниже линейной функции на 

отрезке ],[ ba ).  

Примеры решения задачи с использованием условия Куна-Таккера  

Пример 1. 
21

min2
2

2
1

,uu
 u uQ  , 

121   u u , или 01),( 2121   u uuu , 

)1(),(),( 21
2
2

2
12121   uuu uuuuuQL  . 

Условия Куна-Таккера: 

0*  , 0/),(  iuλL U , 0),( **
21

*  uu  , 0),( 21  uu  , 21,j  .  

Решение: 02 *
11  uuL/ , 02 *

22  uuL/ ,  

0)1( 21   u u , 0121   u u . 

Пусть 0 , тогда 0,0 **
21  uu .  

Ограничение 0121   u u  в точке )00(),( 21 ,uu U  выполня-

ется, причем имеет место 0121   u u , а точка )00(),( 21 ,uu U  

лежит внутри допустимой области, т.е. ограничение пассивно. 

Пусть 0 , тогда 0121   u u ,  

λu 12 ; так как 0 , то 01 u ; 

λu 22 ; так как 0 , то 02 u . 

В этом случае не выполняется условие 0121   u u . 

Пример 2. 
21

min2
2

2
1

,uu
 u uQ   
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121   u u , или 01),( 2121   uu uu , 

)1(),(),( 21
2
2

2
12121   uuu uuuuuQL  . 

Условия Куна-Таккера: 

0*  , 0/),(  iuλL U , 0),( ***
21  uu  , 0),( 21  uu  , 21,j  .  

Решение: 02 *
11  uuL/ , 02 *

22  uuL/ ,  

0)1( 21   u u , 0121   u u . 

Пусть 0 , тогда 0121   u u . 

Ограничение 0121   u u  в точке 00 21   u, u  не выполняется. 

Пусть 0 , тогда 21 λ/ u  , 22 λ/ u  , 

т.е. 21 u u  , 0121   uu , 5.01 *u , 5.02 *u .  

Ограничение 0121   uu  в точке )5.0,5.0(),( 21  uuU  активно, 

так как эта точка лежит на границе. 

Контрольные вопросы  

1. Какова классификация функций по количеству экстремумов? 

2. Какова классификация наилучших значений функции? 

3. Сформулировать постановку задачи статической оптимизации.  

4. Какими условиями формируется область допустимых управлений? 

5. Перечислить основные методы статической оптимизации. 

6. Сформулировать необходимое и достаточное условия миниму-

ма функции одной переменной.  

7. Сформулировать необходимое и достаточное условия максиму-

ма функции одной переменной. 

8. Сформулировать необходимое и достаточное условия миниму-

ма функции нескольких переменных. 

9. Сформулировать необходимое и достаточное условия максиму-

ма функции нескольких переменных. 

10. Какое математическое выражение имеет квадратичная форма? 

11. Как формулируется условие положительности квадратичной 

формы? 

12. Как формулируется условие отрицательности квадратичной 

формы? 

13. В чем сущность метода множителей Лагранжа? Какова область 

его применения? 

14. В чем сущность условий Куна-Таккера? Какова область их при-

менения? 
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15. Как математически описать положение точки, принадлежащей 

отрезку ab ? 

16. Записать условия выпуклости функции кверху и книзу. 

3.4.3. Методы нелинейного программирования 

К нелинейному программированию относятся задачи статической 

оптимизации, в которых целевая функция или условия связи или целе-

вая функция и условия связи являются нелинейными. Из методов нели-

нейного программирования ниже будут рассмотрены:  

1) численные методы решения одномерных задач статической оп-

тимизации; 

2) численные методы решения многомерных задач статической оп-

тимизации 

3.4.3.1. Численные методы решения одномерных задач  

статической оптимизации 

В этом разделе будут рассмотрены методы:  

1) сканирования (с постоянным и переменным шагом); 

2) половинного деления исходного интервала, содержащего экс-

тремум; 

3) «золотого» сечения; 

4) с использованием чисел Фибоначчи. 

Во всех методах поиск экстремума функции продолжается до при-

ближения к экстремуму с заданной точностью   по варьируемой пере-

менной. Эффективность метода оценивается числом обращений к целе-

вой функции (ее вычислений) в процессе поиска экстремума до задан-

ной степени точности  . 

Решается задача 

(min) max )u(Q
u

 , bua  . (3.44) 

Метод сканирования с постоянным шагом 

Алгоритм поиска 

1. Задается точность   вычисления оптимального значения *uu  .  

2. Интервал )( ab  делится на N  отрезков, /)( abN  . 

3. В каждой точке NiNabiau ,...1,0,/)(i   вычисляется 

функция )u(Q i  и выбирается )u(Q *  из условия: 

)u(Q max )( i
u i

 uQ *  или )u(Q min )( i
u i

 uQ *  
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Метод применим для поиска экстремума как унимодальных, так и 

полимодальных функций. 

Число обращений к функции в этом методе равно  

1/)(  abM .  (3.45) 

Метод сканирования с переменным шагом 

Алгоритм поиска 

1. Задается точность   вычисления оптимального значения *uu  . 

2. Интервал )( ab  делится на S  отрезков, /)( abS  . 

3. В каждой точке Sia)/S,i(baui ,...,1,01   вычисляется функ-

ция )( 1
iuQ  и выбирается )( *1uQ  из условия: 

)u(Q max )( 1

u

*1
i

i

 uQ   или )u(Q min )( 1

u

*1
i

i

 uQ  . 

4. Назначают границы нового интервала поиска 1a  и 1b  из условия: 

1
11  kua , 1

11  kub , где 1
1ku  и 1

1ku  есть значения, соседние с 

1*1 u
k

 u  . 

При максимизации функции 
u

Q max)u(Q    и  

)u()()u()u( 1
1

11
1

*1
  kkk QuQQQ . 

При минимизации функции 
u

Q min)u(Q    и  

)u()()u()u( 1
1

11
1

*1
  kkk QuQQQ . 

5. Пункты 2–4 повторяются для интервалов )( 11 ab  , 

)( 22 ab  ,…, )( ii ab  . 

6. Расчет заканчивается при условии  )( ii ab .  

Заметим, что при сканировании исходного интервала )( ab  вели-

чина шага составляет /S)(1 ab  . При сканировании суженых интер-

валов например, )( ii ab  , величина шага составляет  

1
1i 2)( 
  ii /Sab , ji ,...,2,1 , 

а величина самого интервала  

/Saba iii )(2b 11i    
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или 

ii
i /Saba 2)(bi  . 

Число обращений M  к функции при достижении экстремума с за-

данной точностью составит при четном S   

j)(S)(SM  21 , (3.46) 

А при нечетном S  

j)(S)(SM  11 . (3.47) 

Метод применим для поиска экстремума унимодальных функций, а 

также для поиска экстремума полимодальных функций с соответст-

вующим выбором исходного числа интервалов S . 

Метод половинного деления  

Метод применим для поиска экстремума унимодальных функций. 

Иллюстрация метода половинного деления представлена на 

рис. 3.1. 
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Рис. 3.1. Поиск методом половинного деления 

Деление отрезка пополам носит название дихотомии. В основе ме-

тода лежит условие, что для унимодальных функций наличие двух то-

чек с известными значениями в них функции в исследуемом интервале 

определения функции дает возможность сузить интервал поиска. При 

этом одна из этих точек, в которой функция имеет худшее значение, 

будет одной из границ суженного интервала. Другая граница соответст-

вует той граничной точке предыдущего интервала, которая вместе с 
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выбранной границей суженного интервала составляет отрезок, заклю-

чающий в себе вторую точку с лучшим значением функции. Таким об-

разом, одна из двух выбранных точек внутри исходного интервала, зна-

чение функции в которой лучше, должна оставаться внутри суженного 

интервала. В методе половинного деления эти точки выбираются на 

малом расстоянии от середины исследуемого интервала и соответствен-

но на малом расстоянии одна от другой. 

Алгоритм поиска 

1. Делится интервал )( ab  пополам, 2/)(1 abau  .  

2. Внутри интервала выбираются две точки  11
1 uu  и 

 11
2 uu , где  )25.001.0(  . 

3. Рассчитываются )( 1
1uQ  и )( 1

2uQ .  

4. Определяются границы нового интервала 1a  и 1b . 

Если max)(  uQQ , то при )()( 1
2

1
1 uQuQ   выбираем aa 1 , 

1
21 ub  ; при )()( 1

2
1
1 uQuQ   выбираем 1

11 ua  , bb 1 . 

Если min)(  uQQ , то )()( 1
2

1
1 uQuQ   выбираем 1

11 ua  , 

bb 1 ; при )()( 1
2

1
1 uQuQ   выбираем 1

11 ua  , 1
21 ub  . 

5. Проверяется условие окончания поиска  )( 11 ab .  

6. Для каждого нового интервала )( ii ab   повторяются пункты 1-4 

до выполнения условия  )( ii ab .  

Количество обращений к функции для достижения экстремума с 

заданной точностью определяется из условия  

 jab 5.0)(   (3.48) 

как  

jM 2 ,  (3.49) 

где j  – число процедур половинного деления. 

Метод «золотого» сечения  

Метод применим для поиска экстремума унимодальных функций. 

К «золотому» сечению приводит деление исходного отрезка ab  на две 

неравные части ac  и cb  такие, что отношение длины всего отрезка к 
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длине его большой части равно отношению длины его большой части к 

длине меньшей части, т.е. 

cbacacab //  .  (3.50) 

В этом случае имеем 

62.02/))(53(  abac , (3.51) 

38.02/))(51(  abcb . (3.52) 

При делении большей части, ac , по стратегии «золотого» сечения 

на больший отрезок ad  и меньший отрезок dc  имеет место равенство 

cbad  . Это следует из соотношений 

cdadadaccbacacab ////  .  (3.53) 

В основе метода лежит тот же принцип выбора двух точек внутри 

исследуемого интервала для его сужения, что и в методе половинного 

деления. В отличие от метода половинного деления для выбора точек 

здесь используется стратегия «золотого» сечения при делении всего 

исследуемого отрезка и при делении его большей части. При этом от 

левой a  и правой b  границ интервала ab  откладывают внутрь интер-

вала отрезки величиной 2/))(51( ab .  

Иллюстрация метода «золотого» сечения представлена на рис. 3.2.  
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Рис. 3.2. Поиск методом «золотого» сечения 
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Алгоритм поиска 

1. Внутри интервала )( ab  выбираются две точки 

2/))(53(1
1 abau 

 и 2/))(53(1
2 abbu  .  

2. Вычисляются )( 1
1uQ  и )( 1

2uQ . 

3. Определяются границы 1a  и 1b  нового интервала. 

Если max)(  uQQ , то при )()( 1
2

1
1 uQuQ   выбираем aa 1 , 

1
21 ub  ; при )()( 1

2
1
1 uQuQ   выбираем 

1
11 ua  , bb 1 . 

Если min)(  uQQ , то при )()( 1
2

1
1 uQuQ   выбираем 

1
11 ua  , 

bb 1 ; при )()( 1
2

1
1 uQuQ   выбираем aa 1 , 

1
21 ub  . 

4. Проверяется условие окончания поиска  )( 11 ab .  

5. Если условие окончания поиска в пункте 4 не выполняется, на 

интервале )( 11 ab   со стороны, не смежной с меньшим отрезком, от 

граничной точки откладывается длина меньшего отрезка. 

6. Проводится перенумерация точек:  

– ближайшая к левой границе точка обозначается 2
1u ; 

– ближайшая к правой границе точка обозначается 2
2u .  

7. Для каждого нового интервала )( ii ab   повторяются пункты 2–6 

до выполнения условия  )( ii ab .  

Количество обращений к функции для достижения экстремума с 

заданной точностью определяется из условия  

 j/ab )2)53(()(  (3.54) 

как  

1 jM ,  (3.55) 

где j  – число процедур сужения интервала методом «золотого» сечения. 

Метод с использованием чисел Фибоначчи  

Метод применим для поиска экстремума унимодальных функций. 

В основе метода лежит формирование шагов пропорционально 

числам Фибоначчи. 

Ряд чисел Фибоначчи представляет собой последовательность чи-

сел 

10 F , 11 F , 21   iii FFF , ,...3,2i  (3.56) 
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Иллюстрация метода с использованием чисел Фибоначчи пред-

ставлена на рис. 3.3. 
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Рис. 3.3. Поиск с использованием чисел Фибоначчи 

Алгоритм поиска 

1. Определяется число N , /)( abN  . 

2. В ряду чисел Фибоначчи находят sFNF 1-s , где 110  FF , 

21   iii FFF , ,...3,2i  

3. Вычисляется 

sFab /)(  . (3.57) 

4. Выполняется 1-й шаг: 

11  sFau  (3.58) 

и вычисляется )( 1uQQ  . 

5. Выполняется 2-й шаг: 

112  sFau   (3.59) 

и вычисляется )( 2uQQ  . 

6. Дальнейшие шаги: 

isiiii FuQuQuuuu i   21-1-1 ))()(sign()sign(l  , (3.60) 

где lu  – значение u , при котором достигнуто наилучшее значение 

функции.  
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Знак плюс (+) ставится в задаче max)(  uQQ , знак минус (-) 

ставится в задаче min)(  uQQ . 

На каждом шаге вычисляется функция )(uQ . Поиск заканчивается 

после использования числа Фибоначчи 0F , т.е. когда будут исчерпаны 

все числа Фибоначчи от 2sF  до 0F .  

Количество обращений к функции для достижения экстремума с 

заданной точностью определяется из условия  

,1 sM  (3.61) 

где s  – индекс ближайшего числа Фибоначчи, удовлетворяющего усло-

вию  

sFab  /)( . (3.62) 

Из методов половинного деления, «золотого» сечения и с исполь-

зованием чисел Фибоначчи последний является наиболее эффективным. 

Метод «золотого» сечения уступает ему по эффективности незначи-

тельно.  

Контрольные вопросы  

1. В чем сущность метода сканирования с постоянным шагом? 

2. В чем сущность метода сканирования с переменным шагом? 

Область его применения. Оценка эффективности. 

3. В чем сущность метода половинного деления? Область его 

применения. Оценка эффективности. 

4. В чем сущность метода «золотого» сечения? Область его при-

менения. Оценка эффективности. 

5. Что общего в методах половинного деления и «золотого» сече-

ния? В чем их различие? 

6. В чем сущность метода с использованием чисел Фибоначчи? 

Область его применения. Оценка эффективности. 

7. Что общего в методах «золотого» сечения и с использованием 

чисел Фибоначчи? В чем их различие? 

3.4.3.2. Численные методы решения многомерных задач  

статической оптимизации 

Решается задача  

(min)max)()u,...,u( 1
u

u  QQ r  (3.63) 

ri
ii ,...,1,uuu maxmin

1
 . (3.64) 
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Функция двух переменных )u,u( 21Q  представлена на рис. 3.4.  
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Рис. 3.4. Двумерная функция 

Для иллюстрации методов поиска рассматривают функцию двух 

переменных )u,u(Q 21Q  в виде проекции сечения еѐ поверхности 

плоскостями, параллельными основанию. В этом случае функция 

)u,u(Q 21Q  представляется в виде линий уровня. Во всех точках, 

находящихся на одной линии уровня, функция )u,u(Q 21Q  имеет 

одно и то же значение.  

Формирование линий уровня представлено на рис. 3.5.  
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Рис. 3.5. Формирование линий уровня многомерной функции  
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Из численных методов решения многомерных задач статической 

оптимизации ниже рассматриваются методы: Гаусса-Зейделя, градиен-

та, наискорейшего спуска (подъема), случайного поиска. 

Метод Гаусса-Зейделя  

Сущность метода заключается в следующем. 

Из выбранной точки поиска движение осуществляется в направле-

нии выбранной координатной оси (рис.3.6.) до значения варьируемой 

переменной, при которой скорость изменения функции обращается в 

ноль (или достигает очень малого наперѐд заданного значения). Затем 

движение осуществляется по другой переменной до достижения ука-

занного выше условия. Выбор переменной, по которой нужно осущест-

влять движение, выполняется в ранее установленной последовательно-

сти или по той переменной, скорость изменения функции по которой 

максимальная (в этом случае модификация метода Гаусса-Зейделя но-

сит название метода релаксаций). 

u1 

u2 

u
1 

 

Рис. 3.6. Поиск методом Гаусса-Зейделя 

Алгоритм поиска (заданы значения i ,  ):  

1. Выбирается исходная точка поиска ),...,( 11
1

1
ruuu  и вычисляет-

ся )(Q 1uQ . 

2. Из точки 1u  осуществляется движение по переменной 1
1u  с ша-

гом 1h . 

))/()(sign( 111
1
1

2
1 uu

 uQhuu   (3.65) 

до выполнения условия 11/ uQ  . 

Знак плюс (+) принимается в задаче максимизации, а знак минус (-) 

принимается в задаче минимизации функции )(uQ . 
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3. Пункт 2 повторяется из полученной точки для переменной 2u . 

Аналогично осуществляется движение по всем оставшимся переменным 

ruuu ,...,, 43 . 

4. Проверяется выполнение условия окончания поиска 

 


2

1

)/( iuQ
r

i

. (3.66) 

5. В случае невыполнения пункта 4 повторяются пункты 1-4, при-

нимая за исходную точку поиска ту, в которую пришли в пункте 4. 

Недостатком метода является возможность остановиться вдали от 

экстремума в случае вытянутых линий уровня не в направлении коор-

динатных осей. 

Метод применим для поиска экстремума унимодальных функций. 

Метод градиента  

Градиент функции )(uQ  

,
)(

)(
1

uu
u

u
i

i
u

Q
KQGrad

r

i 


 



 (3.67) 

где iK  – вектор, определяющий направление по i -й координатной оси. 

Модуль градиента  























r

i iu

Q
QGrad

1

2
)(

)( uu
u

u . (3.68) 

Направление градиента  

rj
QGrad

uQ j

j ,...,1,
)(

/)(
cos 


 u

u

u
 . (3.69) 

Градиент обладает тем свойством, что в его направлении функция 

)u...,,u(Q 1 rQ  изменяется с наибольшей скоростью. Графически это-

му соответствует направление перпендикуляра, проведѐнного к каса-

тельной для линии уровня в выбранной точке. Сущность метода заклю-

чается в том, что из выбранной точки определяется направление гради-

ента и в этом направлении выполняется рабочий шаг. Сравниваются 

значения функции, вычисленные в предыдущей и последующей точках. 

Если значение функции улучшилось, то из полученной точки опре-

деляется направление градиента и поиск продолжается. Если значение 

функции не улучшилось, то возвращаются в предыдущую точку и из 

неѐ повторяют в направлении градиента шаг с уменьшенной величиной. 

Шаг в направлении градиента может формироваться различными спо-

собами. Наиболее распространенным способом является формирование 
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шага пропорционально модулю градиента. В этом случае выбирается 

базовое значение шага 0h . Рабочий шаг, пропорциональный в выбран-

ной точке 
k

u модулю градиента 
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равен kQGrad uu u)(hh 0 . Проекция этого шага на координатную ось 

определяется выражением  
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QGrad
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)(cos

0

0
. (3.70) 

Признаком окончания поиска является достижение модулем гради-

ента наперѐд заданной малой величины. Иллюстрация поиска методом 

градиента изображена на рис. 3.7.  

 

u
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Рис. 3.7. Поиск методом градиента 

Алгоритм поиска (задано  ) 

1. Выбирается исходная точка поиска ),...,( 11
1

1
ruuu .  

2. Вычисляется  
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Q
QGrad

1

2
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)(
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uu

u
u . (3.71) 

3. Проверяется выполнение условия окончания поиска  

)( kGradQ u . (3.72) 

4. Если условие окончания поиска выполнено, то поиск окончен.  
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5. Если условие окончания поиска не выполнено, то выполняется 

шаг jk
k
ii huu cos1k   в направлении градиента, где знак плюс (+) 

для задачи 
u

u max)( Q , знак минус (-) для задачи 
u

u min)( Q , 

riuQuQ k

r

j

ki ii ,...,1,)/)((//)(cos 2

1

 


u
uu

u
 . (3.73) 

Если )(0
kk GradQhh u , то 

ki
k
ii uQhuu

u
u )/)((0

1k  ,  

где 0h  – базовое значение шага. 

Сравниваются значения функций )( kQ u  и )( 1kQ u . 

Если для 
u

u max)( Q  выполняется )()( 1 kk QQ uu   или для 

u
u min)( Q  выполняется )()( 1 kk QQ uu  , то пункты 2–6 повторяются 

до выполнения условия окончания поиска в пункте 3. 

Если для 
u

u max)( Q  имеет место неравенство )()( 1 kk QQ uu   

или для 
u

u min)( Q  имеет место неравенство )()( 1 kk QQ uu  , то воз-

вращаются в точку kuu  , уменьшают шаг 0h  и переходят к пункту 5.  

Метод применим для поиска экстремума унимодальных функций. 

Метод наискорейшего спуска (подъема) 

Иллюстрация поиска методом наискорейшего спуска изображена 

на рис. 3.8.  

 

u2 

u1 

u1 

 

Рис. 3.8. Поиск методом наискорейшего спуска 
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Поиск методом наискорейшего спуска отличается от метода гради-

ента тем, что движение из выбранной точки ku  в направлении n  гра-

диента производится до выполнения условия  

ri
u

Q

u

Q
ik

i
k

i

,...,1,
)()(





 

uu

uu




. (3.74) 

Заметим, что остановка движения в выбранном направлении до 

достижения указанного условия осуществляется так же, как в методе 

Гаусса-Зейделя. 

Метод применим для поиска экстремума унимодальных функций. 

Метод движения по дну оврага 

Иллюстрация поиска методом движения по дну оврага изображена 

на рис. 3.9.  

u1 

u2 

u
8

 

u3
 

u
2

 

u
4

 

u
5

 

u
6

 

u
7
 

u1
 

 

Рис. 3.9. Поиск методом движения по дну оврага 

Овраги (при минимизации функций) или хребты (при максимиза-

ции функции) имеют место в тех случаях, когда скорости изменения 

функции по различным переменным сильно отличаются, т.е. отличие 

чувствительности функции к различным переменным велико. Сущность 

метода заключается в том, что спускаются на дно оврага и через две 

ближайшие точки, лежащие на дне оврага, проводят направление, по 

которому выполняется рабочий шаг. Из полученной точки спускаются 

на дно оврага. Сравнивают значение функции из предыдущей точки, 

лежащей на дне оврага, со значением функции в последней точке, ле-
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жащей на дне оврага. Если значение функции улучшилось, то описан-

ную выше процедуру повторяют, вводя в рассмотрение последнюю точку 

на дне оврага. Если значение функции не улучшилось, то повторяют шаг с 

уменьшенной величиной. Признаком окончания поиска является достиже-

ние величины рабочего шага наперѐд заданного малого значения. 

Алгоритм поиска 

1. Задание minh .  

2. Выбор исходной точки поиска ),...,( 11
1

1
ruuu  и спуск из нее в 

направлении )( 1uGradQ  на дно оврага в точку 2u . 

3. Смещение из точки 1u  в точку 3u  на небольшое расстояние ор-

тогонально направлению )( 1uGradQ  и спуск из нее в направлении 

)( 3uGradQ  на дно оврага в точку 4u .  

4. Сравнение значений функций )( 2uQ  и )( 4uQ  в точках 2u  и 

4u , лежащих на дне оврага.  

5. Если для 
u

u max)( Q  имеет место )()( 24 uu QQ   или для 

u
u min)( Q  имеет место )()( 24 uu QQ  , то в направлении от точки 

2u  к точке 4u  из точки 4u  выполняется рабочий шаг h  и переход в 

точку 5u , лежащую на склоне оврага (хребта).  

6. Спуск на дно оврага из точки 5u  в точку 6u . 

Все точки, лежащие на дне оврага, имеют четные индексы и обо-

значаются ,...2,1,0,22  iiu  Все точки, лежащие на склоне оврага (хреб-

та), имеют нечетные индексы и обозначаются ,...2,1,0,23  iiu   

7. Сравнение значений функций в соседних точках i22u  и i22u , 

лежащих на дне оврага.  

8. Если для 
u

u max)( Q  имеет место )()( 22)1(22 ii QQ   uu  или 

для 
u

u min)( Q  имеет место )()( 22)1(22 ii QQ   uu , то в направлении 

от i22u  к )1(22  iu из точки )1(22  iu  выполняется рабочий шаг h  и пе-

реход в точку )1(23  iu , лежащую на склоне оврага (хребта).  
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9. Если для 
u

u max)( Q (или 
u

u min)( Q ) имеет место 

)()( 22)1(22 ii QQ   uu  (соответственно )()( 22)1(22 ii QQ   uu ), то вы-

полняется возврат в точку i23u  и уменьшение рабочего шага h , на-

пример, вдвое.  

10. Проверяется выполнение условия minhh  . 

11. Если условие окончания поиска выполнено, то за оптимальное 

значение *u  принимается i22u . 

12. Если условие окончания поиска не выполнено, то осуществля-

ется движение из точки i22u  с полученным шагом по направлению от 

)1(22  iu  к i22u  и переход в точку i23u , а из нее спуск на дно оврага в 

точку )1(22  iu .  

13. Переход к пункту 7. 

Решение задач оптимизации на условный экстремум методом 

штрафных функций  

Как и в аналитическом методе, здесь будут рассмотрены условия 

типа равенства и условия типа неравенства. 

Решение задач оптимизации при условии типа равенства  

Решается задача  

(min)max),...,()( 1
u

u  ruuQ ,  (3.75) 

mjuu rj ,...,1,0),...,( 1  .  (3.76) 

Формируется штрафная функция  

)()()( uuu HQ  , (3.77) 

где  

)()(
1

2



m

j
jH uu  , (3.78) 

0  – большое число, при котором, за исключением малой  -

окрестности около границ mjj ,...,1,0)( u , должно выполняться 

условие 

riuHuQ ii ,...,1,/)(/)(  uu  . (3.79) 
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Знак плюс (+) принимается для задачи 
u

u min)( Q , знак минус (-) 

принимается для задачи 
u

u max)( Q . 

Линии уровня функции )(uQ  трансформируются в линии уровня 

функции )(u  за счет штрафной составляющей )(uH , уплотняясь 

вдоль границы. Чем больше величина   и чем больше нарушаются ог-

раничения, тем линии уровня ближе к границе.  

Трансформирование линии уровня изображено на рис. 3.10.  

 

 

u1 

 

  

 

 

u2 

Q1(u) 



1(u) 

(u1,u2)=0 

( u1,u2)<0 

(u1

,u2)>0 

 

Рис. 3.10. Трансформирование линии уровня при условиях  

типа равенства 

Решение задач оптимизации при условии типа неравенства  

Решается задача  

(min)max),...,()( 1
u

u  ruuQ , (3.80) 

mjuu rj ,...,1,0),...,( 1  . (3.81) 

Формируется штрафная функция  

)())(sign1()()(
1

uuuu j

r

j

jQ 


 , (3.82) 

где 1)(sign uj , если 0)( uj ; 1)(sign uj , если 0)( uj ; 

  – большое положительное число. 

Знак плюс (+) принимается для задачи 
u

u min)( Q , знак минус (-) 

принимается для задачи 
u

u max)( Q . 
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Линии уровня функции )(uQ  за счет штрафной составляющей 

)())(sign1(
1

uu j

m

j

j 


  трансформируются в линии уровня функции 

)(u , уплотняясь со стороны запретной области вдоль границ 

mjuu rj ,...,1,0),...,( 1  .  

Чем больше коэффициент   и чем сильнее нарушаются ограниче-

ния, тем плотнее линии уровня функции )(u  приближаются к границе 

со стороны запретной области.  

Трансформирование линии уровня изображено на рис. 3.11. 
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3.11. Трансформирование линии уровня при условиях  

типа неравенства 

Методы случайного поиска 

Решается задача, сформулированная в виде  

(min)max)()u,...,u( 1
u

u  QQ r  (3.83) 

ri
i

ii ,...,1,uuu maxmin  . (3.84) 

Рассмотрим два метода случайного поиска: 

1) метод слепого поиска; 

2) метод случайных направлений. 

Метод слепого поиска 

Заданы: объем области 
rv , определяющей точность вычисления 

вектора оптимальных управлений )u,...,u( 1
*

ru  в допустимой области 

V изменения переменных riu ,...,1,i  , объемом 1V ; вероятность  , с 

которой требуется попасть в область v  расположения вектора *u .  
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Сущность метода слепого поиска заключается в том, что задаѐтся 

вероятность  , с которой требуется попасть в заданную область распо-

ложения экстремума. Требуется определить такое число точек, выбран-

ных случайным образом в области допустимых управлений, при кото-

ром обеспечивается попадание хотя бы одной из этих точек в заданную 

область расположения экстремума v . В выбранных точках вычисляется 

целевая функция и выбирается точка с наилучшим значением функции. 

Алгоритм поиска  

1. Вычисляется число точек s  в области допустимых значений 

riui ,...,1,  , при котором гарантируется попадание хотя бы одной из 

них в область v . Из выражения  

sv)1(1    (3.85) 

имеем 

)1/ln()1ln( vs   . (3.86) 

2. Выбираются s  совокупностей случайных чисел riui ,...,1,  , оп-

ределяющих skk ,...,1, u .  

3. Вычисляются значения функции skQQ k ,...,1),(  u , и выбира-

ется наилучшее из них. 

Метод применим для поиска экстремума полимодальных функций.  

Метод случайных направлений  

Сущность метода состоит в том, что рабочий шаг выполняется в 

случайном направлении. Затем сравниваются значения функции в пре-

дыдущей и последующей точках. Если значение функции в последую-

щей точке улучшилось, то из этой точки формируется случайное на-

правление и выполняется рабочий шаг. Если значение функции в после-

дующей точке не улучшилось, то возвращаются в точку с лучшим значени-

ем функции и из этой точки выполняют в ранее сформированном случай-

ном направлении рабочий шаг с уменьшенной величиной. При достижении 

наперѐд заданной малой величины шага из точки с лучшим значением 

функции формируется новое случайное направление и описанная выше 

процедура повторяется. Признаком окончания поиска является равенство 

заданному значению числа неудачных направлений из одной точки при 

достижении рабочим шагом наперѐд заданной малой величины.  

Вектор случайных направлений )( 1 r,...,α  формируется его 

составляющими 



r

j

jii
1

2/  . Здесь i , j  – случайные веществен-

ные числа, они могут быть положительными или отрицательными, 
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дробными или целыми. Поиск методом случайных направлений иллю-

стрируется на рис. 3.12.  

u1 

u2 

u1 

 

Рис. 3.12. Поиск методом случайных направлений 

Алгоритм поиска 

1. Задаются minh  и S  неудачных направлений из одной точки. 

2. Выбирается исходная точка поиска 1u  и вычисляется 

)( 1uQQ  .  

3. Из выбранной точки выполняется шаг kh  в случайном направ-

лении rihuu i
kk

i
k
i ,...,1,1   , и вычисляется )( 1 kQQ u  (для 

первого шага 1k ). 

4. Сравниваются значения функций )( kQ u  и )( 1kQ u .  

5. Если для 
u

u max)( Q  имеет место )()( 1 kk QQ uu   или для 

u
u min)( Q  имеет место )()( 1 kk QQ uu  , то для точки 

1ku  выпол-

няются пункты 3–4.  

6. Если для 
u

u max)( Q  имеет место )()( 1 kk QQ uu   или для 

u
u min)( Q  имеет место )()( 1 kk QQ uu  , то возвращение в точку ku . 

7. Проверяется выполнение условия окончания поиска Ss   при 

minhh  , где s  – число неудачных направлений из точки ku . 

8. Если условие пункта 7 выполняется, то оптимальное kuu * . 
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9. Если условие пункта 7 не выполняется, то длина последнего ша-

га уменьшается, например, вдвое, и для точки kuu   выполняются 

пункты 3–9. 

Метод применим для поиска экстремума унимодальных функций.  

Контрольные вопросы  

1. Что отображают линии уровня? 

2. Показать в плоскости двух переменных качественную картину 

отображения унимодальной и полимодальной функций.  

3. Какой точке в плоскости представления функции соответствует 

наилучшее значение этой функции?  

4. В чем сущность метода Гаусса-Зейделя? Область его применения.  

5. В чем сущность метода релаксаций? Область применения метода. 

6. В чем сущность метода градиента? Область применения метода. 

7. В чем сущность метода наискорейшего спуска? Область приме-

нения метода.  

8. Что общего в методах Гаусса-Зейделя и наискорейшего спуска? 

В чем отличие между ними? 

9. Что общего в методах градиента и наискорейшего спуска? В чем 

отличие между ними? 

10. В чем сущность метода движения по дну оврага? Область при-

менения метода.  

11. В чем сущность метода штрафных функций при оптимизации с 

условиями в виде равенств? 

12. В чем сущность метода штрафных функций при оптимизации с 

условиями в виде неравенств? 

13. В чем сущность метода слепого поиска? Область применения 

метода.  

14. В чем сущность метода случайных направлений? Область при-

менения метода.  

15. Каким образом формируется случайное направление? Область 

применения метода. 

3.4.4. Динамическое программирование в дискретной форме 

В дискретной форме динамическое программирование является де-

композиционным методом решения задач статической оптимизации. 

Особенность динамического программирования в дискретной форме 

позволяет свести задачу большой размерности к ряду подзадач меньшей 

размерности.  

В динамическом программировании критерий оптимальности 

),...,()( 1 rQQ uuu   должен быть функцией Марковского типа, т.е. он 
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может быть представлен в виде функции от состояния ),...,( 11  ruuSS , 

в которое приходит последний объект в результате воздействия )1( r  

управлений, и от оставшегося управления ru , т.е. ),( rQQ uS .  

Предполагается, что процесс, протекающий в исследуемом объек-

те, можно рассматривать как многостадийный (на рис. 3.13. показан N -

стадийный процесс).  

 

Рис. 3.13. Многостадийный процесс 

Здесь: 1iS  – состояние перед i -й стадией; iu  – управление на i -й 

стадии; ),( 1 ii iq uS   – составляющая критерия оптимальности, получен-

ная на i -й стадии. 

Состояния соседних стадий связаны выражением  

Niiii i ,...1),,( 1   uSSS . (3.87) 

Рассматривается аддитивный критерий оптимальности в виде  





N

i
i iiqQ

1
1 ),( uS . (3.88) 

В основе динамического программирования лежит принцип опти-

мальности: оптимальная стратегия обладает таким свойством, что для 

любых значений управлений kuu ,...,1 , при которых система пришла в 

состояние ),...,,( 10 kkk uuSSS  , оставшиеся управления rk uu ,...,1  

должны принимать такие значения, при которых критерий оптимально-

сти является наилучшим относительно состояния kS . 

Алгоритм решения задачи оптимизации методом динамическо-

го программирования  

Принцип оптимальности реализуется по шагам следующим образом: 

1. Задаются условно значения 1,...,1),,...,( 1  NiSS n
i ii

S  вектора 

состояний. Составляющие nkNiSk ,...,1;1,...,1,i   есть значения пе-
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ременных состояния, выбранные в допустимом диапазоне изменения 
max
ii

min
i SSS k  . 

2. На первом шаге оптимизируется N -ая составляющая критерия 

оптимальности как решение задачи. 

N
NN

Q
u

uS max),(
1




. (3.89) 

При этом получают  

)],([max)(
11,1 NN

N

NnNN qF uSS
u


 , (3.90) 

)( 1
*

 NNN Sψu . (3.91) 

На втором шаге оптимизируется совместное функционирование 

( 1N )-й и N -й стадий процесса с учетом результата оптимизации, 

полученного на первом шаге, в виде 

)](),([max)( 1,11212,2
1

 


NNNNNNNNN FqF
N

SuSS
u

, (3.92) 

При этом получают 

)( 211
*

  NNN Sψu . (3.93) 

Заметим, что в состояние 1NS  приходят в соответствии с  

),( 1211   NNNN uSSS . (3.94) 

3. На последующих шагах оптимизируется совместное функциони-

рование вновь вводимой стадии процесса со стадиями процесса, рас-

смотренными на предыдущем шаге по функциональному уравнению 

динамического программирования  

.,...,4,3,2

)],(),([max

)(

,1

1,1

Nk

Fq

F

kNNkNkNkNkN

kNNkN

kN













SuS

S

u
 (3.95) 

При этом получают  

)( 1
*

  kNkNkN Sψu , (3.96) 

а в состояние kNS  приходят в соответствии с  

),( 1 kNkNkNkN   uSSS . (3.97) 

4. На последнем (N -ом) шаге имеем  

)](),([max)( 1,11010,0
1

SuSS
u

NN FqF  ,  (3.98) 

)( 01
*
1 Sψu  .  (3.99) 
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5. Выделяются оптимальные значения управлений Ni ,...,1,*
i u  

следующим образом. 

Для заданного состояния 0S  после выполнения N-го шага оптими-

зации при )( 011
* Sψu   переходят в оптимальное состояние 

),( *
1

*
1 01 uSSS  . Далее используется выражение )( **

122 Sψu  . 

Оптимальные значения остальных управлений Ni ,...,4,3,*
i u , вы-

деляются поочередным использованием выражений ),( **
1 kkkk uSSS   

и Nkkkk ,...,3,2),( **
11   Sψu . 

3.4.4.1. Решение задач оптимального вложения инвестиций  

методом динамического программирования 

Постановка задачи. 

Задан объем инвестиций А. Требуется распределить этот объем на N  

мероприятий. Эффективность каждого мероприятия от вложенных инве-

стиций оценивается величиной прибыли Niuq ii ,...,1),(   (рис. 3.14). 

 

Рис. 3.14. Распределение инвестиций 

Решается задача 


 

 u
max)(

1

N

i
ii uqQ  (3.100) 
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при условии  

Au
N

i
i 

1

,  (3.101) 

причем в каждое из мероприятий может быть вложен весь объем инве-

стиций А.  

Число степеней свободы в данной задаче равно 1N .  

Общую задачу оптимизации с размерностью равной 1N  разбива-

ем на 1N  подзадач с размерностью равной 1.  

На каждом шаге оптимизации задается условно общий объем инве-

стиций, вкладываемых в рассматриваемое число мероприятий: 

kk uuS
21

k
1  ; 

kkkk uuuS
321

2  ;…;
kkkk

N
N

uuuS
12

...12


 ; 

AuuuS kkkk
N

N
 ...

21
1 ; 00 jS ; 1,...,2,1  Nj ; n,...,2,1,0k . 

Величины объема инвестиций изменяют с приращением A/n  

как  

nPPukS P
i

k
j ,...,2,1,0,,   . (3.102) 

Задача решается пошагово. На первом шаге решается задача рас-

пределения инвестиций на два мероприятия: 

nkuSquqSF kkk

u

k

k
,...,2,1,0)],()([max)(

2

2

1122121  , (3.103) 

kkk uuS 21 1
 .  (3.104) 

В результате получают  

)( 122
* kk Su  , (3.105) 

**

211
kkk uSu  . (3.106) 

На втором шаге решается задача распределения инвестиций на три 

мероприятия: 

nkSFuqSF k

u

k ,...,2,1,0)],()([max)( 121
k
332321

k
3

  , (3.107) 

kk SuS 1
k
32  . (3.108) 

В результате получают  

)( 233
* kk Su  . (3.109) 
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Последующие шаги выполняются в соответствии с функциональ-

ным уравнением: 

,,...,4,3;,...,2,1,0

)],()([max)( 2121121

Nmnk

SFuqSF k
m...m

k
m

u

k
m...m mk

m



 

 (3.110) 

k
m

kk
m SuS

m 21   . (3.111) 

В результате получают  

)( 1
* k

mm
k
m Su   . (3.112) 

На последнем шаге получают оптимальную величину прибыли 

)()( 21121 AFSF ...NN...N    и  

)()( 1
* ASu NNNN    . (3.113) 

Далее выделяют истинно оптимальные объемы инвестиций, вкла-

дываемые в каждое из мероприятий, используя соотношения: 

)S(S
***

12
k
j

k
j

k
j u   , (3.114) 

3,...,1,),( 211

*
  NNjSu k

jj
k
j  , (3.115) 

***

211
kkk uSu  . (3.116) 

3.4.4.2. Выбор оптимального пути на сетевой модели 

Задачу выбора оптимального пути на сетевой модели сведем к задаче 
выбора оптимальной траектории перехода из исходного события (состоя-
ния) в конечное событие (состояние). Для этого нужно определить число 
этапов перехода, состояние, предшествующее очередному этапу перехода, 
и пути (управления), по которым осуществляется переход из выбранного 
состояния в соседнее состояние по направлению переходов. 

Исходная сетевая модель трансформируется к виду, позволяющему 
представить ее как описание (представление) N стадийного процесса 
перехода с указанием состояний, из которых осуществляется переход, и 
состояний, в которые осуществляется переход. 

Перед построением трансформированной модели целесообразно 
составить полную таблицу состояний для каждого этапа, в которой вы-
деляются состояния рассматриваемой сетевой модели. 

Число этапов N принимается равным максимальному числу пере-

ходов из исходного состояния в конечное состояние. Для каждого этапа 

K, K = 1,…,N выделяют состояния 


1-kS . Индекс μ принимает целочис-

ленные значения μ = 1,…,m в пределах m размерности вектора наи-

большего числа состояний из всех рассматриваемых этапов. 
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Таблица состояний 

 
Номера состояний 

1 2 … μ … m-1 m 

Н
о

м
ер

а 
эт

ап
о

в
 

1 1
1S  

2
1S  … 

1S  … 1
1
mS  

mS1  

2 1
2S  

2
2S  … 

2S  … 1
2
mS  

mS2  

… … … … … … … … 

K 1
kS  

2
kS  … 

kS  … 1m
kS  

m
kS  

… … … … … … … … 

N-1 1
1NS  

2
1NS  … 

1NS  … 1
1



m
NS  

m
NS 1  

N 1
NS  

2
NS  … 


NS  … 1m

NS  
m
NS  

 

В качестве управлений принимается перевод из одного состояния в 

другое соседнее состояние.  

Например, управлению 
,

, jku  соответствует однонаправленный пе-

ревод из состояния 

kS  в 


jS  ( Nk ,...,1 ; Nj ,...,1 ; m,...,1 ; 

m,...,1 ). 

Критерий оптимальности, отражающий затраты на переход из исход-

ного состояния 1
0S  в конечное состояние 1

NS , можно записать в виде 

),(),( 1
1

1
0 jj

N

j
j uSqSQ 



u ,  (3.117) 

jNiNjuSSS jjijij   ,...,1,0;,...,1),,( 1 , (3.118) 

где ),...,( 1 m
j

jj
SSS   – вектор состояний для j+1 стадии. 

),...,...;;,...,...;

...;,...,;,...,;,...,(

,
1,1

1,1
1,1

,
1,1

1,
1,1

,2
1,1

1,2
1,1

,1
1,1

1,1
1,1

,1
,1

1,1
,1

mm
NjNj

mm
jj

m
jj

m
jjjj

m
jjjj

m
jjjjj

uuuu

uuuuuu



u
 –  

вектор управлений. Вектор управлений ju  сформирован в общем случае 

составляющими, каждая из которых осуществляет переход из любого со-

стояния 


1jS  ( Nj ,...,2 ; m,...,1 ) в любое состояние 
kS  

( Njjk ,...,1,  ; m,...,1 ) каждой из последующих стадий (этапов). 
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Заметим, что в формировании критерия оптимальности (3.117) реаль-

но принимают участие только те составляющие, которые формируют тра-

екторию перехода из выбранного состояния 

kS  в конечное состояние 1

NS . 

Поскольку управление 
,

, jku  перехода из состояния 

kS  в последующее 

состояние 

jS  отражает затраты на этот переход, то составляющие крите-

рия оптимальности 
,

,1 ijjq   ( Nj ,...,1 ; 1,...,1,0  jNi ), формирую-

щие соответствующие ),( 1 jjjq uS  , есть ни что иное как ,
,1 ijju 

.  

С учетом этого функциональные управления динамического про-

граммирования пошагово, начиная с вектора состояния 1NS  последней 

стадии, будут иметь вид: 

Для первого шага: 

mSFuSF NNNNNNNN ,...,1)),((max)( 1
,

1,
,11,1   





 . (3.119) 

Однако, учитывая, что для конечного состояния 1
NS  приращения 

критерия оптимальности не существуют, имеем  

0)( 1
, NNN SF . (3.120) 

Отметем также тот факт, что для выбранного состояния 


1NS  воз-

можен переход в конечное состояние 1
NS  только при одном управлении 

1,
,1


NNu   для заданного μ в выбранном состоянии 


1NS . Следовательно, 

для первого шага решения задачи функциональное уравнение динами-

ческого программирования принимает вид  
1,

,11,1 )(


NNNNN uSF   . (3.121) 

Управление на первом шаге обозначим  

)()( 11
* 

   NNNN SSu . (3.122) 

Для шага 2:  

1,0;,...,1;,...,1

)),((max)( ,1
,

1,2
,

2,2



 

imm

SFuSF iNNNiNN
i

NNN









. (3.123) 

В результате оптимизации на втором шаге получим 

)()( 2121
* 

   NNNN SSu . (3.124) 
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Для k-го шага (k=3,4,…,N)  

.,...,4,3;,...,1,0;,...,1;,...,1

)],([max

)(

1,1
,

1,
,

,

Nkkimm

SFu

SF

ikNNikNikNkN
i

kNNkN



















 (3.125) 

В результате оптимизации на k-м шаге получим  

)()( 11
* 

 kNkNkNkN SSu   . (3.126) 

Последний шаг оптимизации выполняется при k = N. На последнем 

шаге получим  

)()( 1
01

1
01

* SSu  . (3.127) 

Выражения (3.122), (3.124), (3.126) описывают условно оптималь-

ные управления для каждой из составляющих вектора состояний соот-

ветствующей стадии, начиная со второй. 

Полученное оптимальное управление для первой стадии относи-

тельно состояния 
1
0S

 (3.127) дает возможность выделить оптимальную тра-

екторию перехода из состояния 
1
0S

 в состояние 
1
NS

 следующим образом. 

Полученное значение управления (3.127) для первой стадии подставляют в 

(3.118) и получают оптимальное состояние 
*

ijS  . Затем 
*

ijS   подставляют 

в соответствующее ему выражение (3.126) при 
KNij 

 и получают 

оптимальное управление 
*

1 iju
. Таким образом, при поочередном исполь-

зовании выражений (3.118) и (3.126) будет выделена оптимальная траекто-

рия, обеспечивающая максимальное значение критерия оптимальности при 

переходе из состояния 
1
0S  в состояние 

1
NS . 

Решение задачи по описанному алгоритму возможно программным 

путем, так как основные этапы ее решения достаточно формализованы 

для составления программы. 

Однако можно решение задачи выполнить табличным способом, реа-

лизуя функциональные управления динамического программирования в 

виде таблиц. Принцип составления таблиц заключается в следующем. 

Начиная с первого шага, записывают возможные состояния 


1NS  

( m,...,1 ), из которых возможен переход в конечное состояние 1
NS , а 

также записывают управления 
1,

,1


NNu  , обеспечивающие этот переход и 

являющиеся одновременно оценкой эффективности перехода. 
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Для второго шага записывают возможные состояния 


2NS  

( m,...,1 ), из которых возможен переход или в состояние вектора 

1NS , или в конечное состояние 1
NS , а также записывают управления, 

обеспечивающие соответствующий переход.  

Далее записывают оценку эффективности соответствующего пере-

хода и суммарную оценку эффективности перехода из состояния 


2NS  

( m,...,1 ) в состояние 
1NS  ( m,...,1 ) и суммарную оценку эффек-

тивности перехода из состояния 
2NS  в состояние 1

NS . В том случае, 

когда из состояния 


2NS  имеет место переход сразу в состояние 1
NS , 

оценка эффективности определяется управлением 
1,

,2


NNu  . 

Затем выбирается условно оптимальный путь перехода из заданно-

го состояния в конечное состояние, обеспечивающий максимальную 

эффективность. 

Для последующих шагов записывают возможные состояния 


kNS   

( m,...,1 ), из которых возможен переход в любое последующее состоя-

ние 
ikNS  1  ( ;1,...,1,0  ki m,...,1 ), а также записывают управле-

ния, обеспечивающие этот переход. Затем записывают оценку эффективно-

сти соответствующего перехода, максимальную величину эффективности 

перехода из последующего состояния 
ikNS  1  в конечное состояние 1

NS , 

записывают суммарное значение указанных эффективностей и выбирают 

путь условно оптимального перехода из состояния 
ikNS  1  в конечное 

состояние 1
NS  по максимальной величине указанных эффективностей.  

Ниже приведем таблицы для первого, второго и последующих ша-

гов решения задачи. 

Первый шаг. Функциональное уравнение (3.121). Ему соответст-

вует таблица. 

Состояние Переход 
Эффективность 

перехода 
)( 1,1


 NNN SF  

1
1NS  

…….. 


1NS  

……. 

m
NS 1  

1,1
,1 NNu 

 

………. 
1,

,1


NNu 
 

………. 
1,

,1
m

NNu   

1,1
,1 NNu   

……… 
1,

,1


NNu 
 

………. 
1,

,1
m

NNu 
 

1,1
,1 NNu   

………. 
1,

,1


NNu 
 

………. 
1,

,1
m

NNu 
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Второй шаг. Функциональное уравнение (3.123). Ему соответствует таблица 

Состоя-

ние 
Переход 

Эффектив-

ность пе-

рехода 

Переход в 

состояние 


1NS

 

)( 1,1

 NNN SF  


1Nu + )( 1,1


 NNN SF  

)( 1,1

 NNN SF = 

= ])(max[ 1,11

  NNNN SFu  

1
2NS  

1,1
1,2  NNu  

1,1
1,2  NNu  1

1NS  )( 1
1,1  NNN SF  

1,1
1,2  NNu + )( 1

1,1  NNN SF  

m
NNu

,1
1,2  + )( 1,1

m
NNN SF   

…….. ………….. ……… ………….. ……………….…… 

m
NNu

,1
1,2   

m
NNu

,1
1,2   m

NS 1  )( 1,1
m
NNN SF   

m
NNu

,1
1,2  + )( 1,1

m
NNN SF   

1,1
,2 NNu   

1,1
,2 NNu   1

NS  0 
1,1

,2 NNu   

..…... ………….. ………….. ……… ………….. …………………………. ….…………………… 

m
NS 2  

1,
1,2

m
NNu   

1,
1,2

m
NNu   1

1NS  )( 1
1,1  NNN SF  

1,
1,2

m
NNu  + )( 1

1,1  NNN SF  

1,
,2

m
NNu   

………….. ………….. ……… ………….. ……………….…….. 

mm
NNu

,
1,2   

mm
NNu

,
1,2   m

NS 1  )( 1,1
m
NNN SF   

mm
NNu

,
1,2  + )( 1,1

m
NNN SF   

1,
,2

m
NNu   

1,
,2

m
NNu   1

NS  0 
1,

,2
m

NNu   
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К-ый шаг. Функциональное уравнение (3.125). Ему соответствует таблица.  

Состоя-

ние 
Переход 

Эффективность 

перехода 

Приход в 

состояние 
)( 1,1


iKNNiKN SF   

,
1, iKNiKNu  + 

)( 1,1


iKNNiKN SF   

)(,


KNNKN SF 

= 

= 

,
1,max[ iKNiKNu  

])( 1,1


iKNNiKN SF   

1 2 3 4 5 6 7 

1
KNS   

1,1
1,  KNKNu  1,1

1,  KNKNu  1
1KNS  

)( 1
1,1  KNNKN SF

 

1,1
1,  KNKNu + 

)( 1
1,1  KNNKN SF  

)( 1
, KNNKN SF   


1,1

,max[ NKNu

)]( 1
2,2  KNNKN SF  

…………….. ………… ………… …………….. …………….. 

m
KNKNu

,1
1, 
 m

KNKNu
,1

1,   m
KNS 1  

)( 1,1
m

KNNKN SF 

 

m
KNKNu ,1

1,  + 

)( 1,1
m

KNNKN SF   

1,1
2,  KNKNu  1,1

2,  KNKNu  1
2KNS  

)( 1
2,2  KNNKN SF

 

1,1
2,  KNKNu + 

)( 1
2,2  KNNKN SF  

…………….. ………… ………… …………….. …………….. 

1,1
,NKNu 

 1,1
,NKNu 

 1
NS  )( 1

, NNN SF =0 )( 1
,

1,1
, NNNNKN SFu 

 

…………….. ………… ………… …………….. …………….. 

m
NKNu ,1

,
 m

NKNu ,1
,  m

NS 1  )( 1,1
m
NNN SF   

m
NKNu ,1

,
+ )(,

m
NNN SF  
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1 2 3 4 5 6 7 

……. …………….. ………… ………… …………….. …………….. ……………………… 

m
KNS   

1,
1,

m
KNKNu 

 

1,
1,

m
KNKNu   1

1KNS  
)( 1

1,1  KNNKN SF

 

1,
1,

m
KNKNu  + 

+ )( 1
1,1  KNNKN SF  

)(,
m

KNNKN SF   


1,

,max[ m
NKNu  

)]( 1,1
m
NNN SF   

1,
,

m
NKNu   

…………….. ………… ………… …………….. …………….. 

mm
KNKNu ,

1, 

 

mm
KNKNu ,

1,   m
KNS 1  

)( 1,1
m

KNNKN SF 

 

mm
KNKNu ,

1,  + 

+ )( 1,1
m

KNNKN SF   

1,
2,

m
KNKNu 

 

1,
2,

m
KNKNu   1

2KNS  
)( 1

2,2  KNNKN SF

 

1,
2,

m
KNKNu  + 

+

)( 1
2,2  KNNKN SF  

…………….. ………… ………… …………….. …………….. 

m
NKNu ,  

m
NKNu ,  1

NS  )( 1
, NNN SF =0 )( 1

,
1,

, NNN
m

NKN SFu   

…………….. ………… ………… …………….. …………….. 

mm
NKNu ,

1,   
mm

NKNu ,
1,   m

NS 1  )( 1,1
m
NNN SF   

mm
NKNu ,

1,  + 

+ )( 1,1
m
NNN SF   
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N-ый (последний) шаг. Функциональное уравнение (3.125) при K = N. Ему соответствует таблица 

Состоя-

ние 
Переход 

Эффектив-

ность перехода 

Приход в 

состояние 
)( 1,1


iNi SF   

,
1 iu  + )( 1,1


iNi SF   

)( 1
0,0 SF N = 

])(max[ 1,1
,

1


iNii SFu    

1
0S  

1,1
1,0u  

1,1
1,0u  1

1S  )( 1
1,1 SF N  )( 1

1,1
1,1
1,0 SFu N  

])([max

)(

2,2
,1
2,0

1
0,0




SFu

SF

N

N




 

..….. …… ..… ….………. ….…………….. 

mu ,1
1,0  

mu ,1
1,0  mS1  )( 1,1

m
N SF  )( 1,1

,1
1,0

m
N

m SFu   

1,1
2,0u  

1,1
2,0u  1

2S  )( 1
2,2 SF N  )( 1

2,2
1,1
2,0 SFu N  

…….. …… …… ….…….. ……………….. 

,1
2,0u  

,1
2,0u  

2S  )( 2,2
SF N  )( 2,2

,1
2,0

 SFu N  

…….. …… …… ….…….. ……………….. 

mu ,1
2,0  

mu ,1
2,0  mS2  )( 2,2

m
N SF  )( 2,2

,1
2,0

m
N

m SFu   

…….. …… …… ….……….. ……………….. 

1,1
21,0 Nu  

1,1
21,0 Nu  1

21 NS  
)( 1

21,21  NNN SF

 

1,1
1,0 Nu + )( 1

21,1  NNN SF  

.…….. …...…… ……… ……….….…….. …..……………….. 

m
Nu ,1

1,0   
m
Nu ,1

1,0   m
NS 1  )( 1,11

m
NNN SF   

m
Nu ,1

1,0  + )( 1,11
m
NN SF   
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Для состояния 1
2NS  условно оптимальный путь в 1

NS  проходит, 

например, через состояние m
NS 1  при 

m
NNu

,1
1,2  , 

1,
,1

m
NNu   и обеспечивает 

приращение критерия оптимальности, равное )( 1
2,2  NNN SF  = 

)( 1,1
,1

1,2
m
NNN

m
NN SFu   . 

Для состояния m
NS 2  условно оптимальный путь в 1

NS , например, 

проходит сразу при 
1,

,2
m

NNu   и обеспечивает приращение критерия оп-

тимальности, равное 
1,

,22,1 )( m
NN

m
NNN uSF   . 

Для состояния, например, 1
KNS   на К -ом шаге принятия решений 

условно оптимальный путь в 1
NS  проходит через состояние 1

2KNS , 

для которого величина )( 1
2,2  KNNKN SF  вычислена на предыдущем 

шаге при условно оптимальном управлении, обеспечивающем переход 

из состояния 1
2KNS  в последующее состояние по условно оптималь-

ной траектории.  

Для состояния, например, m
KNS   на К -ом шаге принятия решений 

условно оптимальный путь в состояние 1
NS  проходит сразу в состояние 

1
NS . При этом условно оптимальная величина приращения критерия 

оптимальности составит 
1,

,, )( m
NKN

m
KNNKN uSF   . 

Для исходного состояния 1
0S  на N -ом шаге принятия решений ус-

ловно оптимальный путь в состояние 1
NS  проходит через состояние 


2S , для которого величина )( 2,2

SF N  вычислена на предыдущем шаге 

при условно оптимальном управлении, обеспечивающем переход из 

состояния 
2S  в последующее состояние по условно оптимальной тра-

ектории.  

Выделение оптимальной траектории осуществляется из состояния 

1
0S  через оптимальное управление 

,1
,01

*
juu   переходом в последующее 

оптимальное состояние, например 

KS , из которого через оптимальное 

управление 
,

,
*

jKu  переходят в последующее оптимальное состояние 

jS  

и т.д. до достижение конечного состояния 1
NS . 
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Пример выбора оптимального пути на сетевой модели  
На рис. 3.15 представлена сетевая модель, состоящая из 8 событий 

и 13 работ, продолжительность которых указана над (под) работами.  

 

Рис. 3.15. Исходная сетевая модель 

Составим таблицу событий  

Этапы 
События 

1 2 3 4 5 6 7 8 

0 1
0S         

1  1
1S   2

1S      

2   1
2S    2

2S    

3     1
3S   2

3S   

4        1
4S  

 

На рис. 3.16 представлена трансформированная по этапам расчета 

сетевая модель. 
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Рис. 3.16. Трансформированная сетевая модель 

Рассмотрим пошаговое решение задачи перехода из состояния 1
0S  в 

состояние 1
4S  по траектории, обеспечивающей максимальное значение 

эффективности.  

Первый шаг. Функциональное уравнение 
1,
4,334,3 )(


uSF  .  

Состояние Переход 
Эффективность 

перехода 
)( 34,3


SF  

1
3S  

2
3S  

)( 1
4

1
3 SSu   

)( 1
4

2
3 SSu   

21,1
4,3 u  

31,2
4,3 u  

21,1
4,3 u  

31,2
4,3 u  
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Второй шаг. Функциональное уравнение )]([max)( 34,3
,
3,224,2






iii SFuSF   . 

С
о

ст
о

я
н

и
е 

i Переход 

Эффектив-

ность пере-

хода 

Пере-

ход в 

состоя-

ние  

)( 34,3


ii SF   
,
3,2 iu  + )( 34,3


ii SF   

)( 24,2


SF = 

= ])([max 34,3
,
3,2




iii SFu    

  )( 1
3

1
2 SSu   41,1

3,2 u  1
3S  2)( 1

34,3 SF  
1,1
3,2u + 624)( 1

34,3 SF  

)( 1
24,2 SF =

2,1
3,2u + )( 2

34,3 SF =8 
1
2S  0 )( 2

3
1
2 SSu   52,1

3,2 u  2
3S  3)( 2

34,3 SF  
2,1
3,2u + 835)( 2

34,3 SF  

2
2S  

0 

1 

)( 2
3

2
2 SSu   42,2

3,2 u  2
3S  3)( 2

34,3 SF  
2,2
3,2u + 734)( 2

34,3 SF  

)( 2
24,2 SF

2,2
3,2u + )( 2

34,3 SF =7 

)( 1
4

2
2 SSu   61,2

4,2 u  1
4S  0)( 1

44,4 SF  
1,2
4,2u + 660)( 1

44,4 SF  
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Третий шаг. Функциональное уравнение )]([max)( 24,2
,
2,114,1






iii SFuSF   . 
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о

ст
о

я
н

и
е 

i Переход 

Э
ф

ф
ек

ти
в
-

н
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ь
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о
-

д
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П
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ех
о

д
 в

 

со
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о
я
н

и
е 

 

)( 24,2


ii SF   
,

2,1 iu  + )( 24,2


ii SF   

)( 14,1


SF = 

= ])([max 24,2
,
2,1




iii SFu    

1
1S  

0 )( 1
2

1
1 SSu   31,1

2,1 u  1
2S  8)( 1

24,32 SF  
1,1
2,1u + 1183)( 2

34,2 SF  

)( 1
14,1 SF =

2,1
2,1u + )( 2

24,2 SF =12 

0 )( 2
2

1
1 SSu   52,1

2,1 u  2
2S  7)( 2

24,2 SF  
2,1
2,1u + 1275)( 2

24,2 SF  

2
1S  

1 )( 1
3

2
1 SSu   81,2

3,1 u  1
3S  2)( 1

34,3 SF  
1,2
3,1u + 1028)( 1

34,3 SF  

)( 2
14,1 SF

2,2
2,1u + )( 2

24,2 SF =11 

0 )( 2
2

2
1 SSu   42,2

2,1 u  2
2S  7)( 2

24,2 SF  
2,2

2,1u + 1174)( 2
24,2 SF  
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Четвертый шаг. Функциональное уравнение )]([max)( 14,1
,1
1,0

1
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ii SF   

)( 0
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= ])([max 14,1
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iii SFu    

1
0S  

0 )( 1
1

1
0 SSu   21,1

1,0 u  1
1S  12)( 1

14,1 SF  
1,1
1,0u + 14122)( 1

14,1 SF  

)( 0
14,0 SF

1,1
2,0u + )( 1

24,2 SF =15 0 )( 2
1

1
0 SSu   32,1

1,0 u  2
1S

 
11)( 2

14,1 SF  
2,1
1,0u + 14113)( 2

14,1 SF  

1 )( 1
2

1
0 SSu   71,1

2,0 u  2
1S

 
8)( 1

24,2 SF  
1,1
2,0u + 1587)( 1

24,2 SF  
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Выделим оптимальную траекторию. Из состояния 1
0S  в соответст-

вии с таблицей четвертого шага имеем 71,1
2,0 u , что соответствует уча-

стку оптимальной территории )( 1
2

1
0 SSu  . Затем выделяем оптималь-

ное управление перехода из состояния 1
2S  в состояние 2

3S  по таблице 

второго шага оптимизации 52,1
3,2 u . Далее для состояния 2

3S  по табли-

це первого шага определяем оптимальное управление 31,2
4,3 u  перехода 

и из состояния 2
3S  в состояние 1

4S .  

Покажем оптимальную траекторию перехода из состояния 1
0S  в со-

стояние 1
4S  на трансформированной сетевой модели (рис. 3.17).  

 

Рис. 3.17. Оптимальная траектория перехода на трансформированной  

сетевой модели 

Оптимальная траектория для исходной сетевой модели имеет вид 

(рис. 3.18).  

 

Рис. 3.18. Оптимальная траектория перехода на исходной  

сетевой модели 

3.4.4.3. Выбор оптимальной стратегии использования  

оборудования на предприятии  

Оптимизация стратегии обновления (замены) оборудования на 

предприятии является одним из важнейших направлений совершенство-
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вания структуры основных производственных фондов. В самом общем 

виде проблема оптимизации стратегии замены оборудования на пред-

приятии состоит в том, что для заданного горизонта управления (плани-

рования) необходимо найти такую стратегию замены или сохранения 

того или иного вида оборудования, при которой обеспечивается макси-

мальное значение суммарной прибыли.  

Горизонт управления представляется в дискретном виде через вы-

бранный интервал времени, например через один год.  

Для формирования целевой функции введем следующие обозначе-

ния: 

)(iS j  – состояние рассматриваемой системы прогнозирования за-

мены оборудования, где j – длительность горизонта управления 

( Nj ,...,2,1 ), i – срок использования или возраст рассматриваемого 

вида оборудования ( Ki ,...,2,1,0 );  

)(1 iu j  – управление относительно состояния )(iS j , т.е. принятие 

решения оставить находящееся в эксплуатации оборудование (закоди-

руем его как 0)(1  iu j ) или же заменить его новым оборудованием 

(закодируем его как 1)(1  iu j );  

)(iq j  – прибыль, получаемая от реализации продукции, произве-

денной за один интервал (шаг) дискретизации, например, за один год, на 

данном оборудовании, имеющем возраст i лет; 

)(ir j  – годовые эксплуатационные расходы предприятия по содер-

жанию оборудования возраста i лет относительно состояния )(iS j ; 

)(il j  – ликвидационная стоимость оборудования возраста i лет от-

носительно состояния )(iS j ; 

jP  – цена нового оборудования относительно состояния )(iS j . 

В общем виде ставится задача  

u
uS max),(),(

1
1  




N

j
jjjN uSqQ , (3.128) 

где NS  – вектор исходных состояний в начале горизонта управления, 

))(),...,1(),0(( KSSS NNNN S ; u – вектор управлений, 

),...,,,( 1210  Nuuuuu , причем Nju j ,...,1,1   может принимать лишь 

одно из двух дискретных значений (0 или 1) в соответствии с принятой 

кодировкой. 
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Составляющие критерия оптимальности (целевой функции) вычис-

ляются как  

)()(),( 1 iriquSq jjjjj  , (3.129) 

если 01 ju , т.е. при сохранении оборудования, и  

)()0()(),( 1 irqPiluSq jjjjjjj  , (3.130) 

если 11 ju , т.е. при замене оборудования.  

Функциональные уравнения динамического программирования при 

пошаговом принятии решений от конца процесса к его началу имеют 

вид: 

для первого шага 










1),0()0()(

,0),()(
max))((

01111

011
11

0 urqPil

uiriq
iSF

u
; (3.131) 

для последующих шагов 
















 1),1()0()0()(

,0),1()()(
max))((

01

01

1 uFrqPil

uiFiriq
iSF

jjjjj

jjj

u
jj

j

, (3.132) 

где Nj ,...,3,2 ; Ki ,...,2,1,0 .  

Этапы решения задачи представлены на рис. 3.19.  

 

Рис. 3.19. Этапы решения задачи выбора оптимальной  

стратегии использования оборудования 

Для упрощения иллюстраций пошагового решения задачи методом 

динамического программирования примем следующие допущения: 

– длительность горизонта планирования 5N  лет; 

– может быть использовано оборудование с возрастом i = 0, 1, 2, 3, 

4 лет; 

– цена оборудования не меняется во времени и составляет 

10 PPj  единиц; 

– ликвидационная стоимость оборудования равна нулю ( 0)( il j );  
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– прибыль, получаемая от реализации продукции, производимой за 

один год на данном оборудовании, зависит только от его возраста, т.е. 

)()( iqiq j  ;  

–  годовые эксплуатационные расходы также зависят только от воз-

раста оборудования, т.е. )()( irir j  . 

Значения )(iq j , )(ir j , и )()( iriq jj   сведены в таблицу 

Показатель 
i 

0 1 2 3 4 

)()( iqiq j   20 20 19 18 17 

)()( irir j   10 12 13 14 15 

)()( iriq jj  = 

= )()( iriq   
10 8 7 4 2 

 

Рассмотрим последовательно решение задачи с принятыми усло-

виями и допущениями. 

Первый шаг. Функциональное уравнение  










1),0()0()(

,0),()(
max))((

01111

011
11

0 urqPil

uiriq
iSF

u
. 

Таблица для формирования величины ))(( 11 iSF . 

i 
Состояние  

)(1 iS  

Управление 

1u  

))(( 10 iSf = 

)()( 11 iriq   

))(( 11 iSf = 

11 )( Pil  + 

)0()0( 11 rq   

))(( 11 iSF = 





))((

))((
max

11

10

iSf

iSf
 

0 )0(1S  
0 

1 

10 

– 

– 

0 
10 

1 )1(1S  
0 

1 

8 

– 

– 

0 
8 

2 )2(1S  
0 

1 

6 

– 

– 

0 
6 

3 )3(1S  
0 

1 

4 

– 

– 

0 
4 

4 )4(1S  
0 

1 

2 

– 

– 

0 
2 
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Второй шаг. Функциональное уравнение 









1),1()0()0()(

,0),()(
max))((

12222

22
22

uFrqPil

uiriq
iSF

u
. 

Таблица для формирования величины ))(( 22 iSF  

i 
Состояние  

)(2 iS  

Управление 

1u  
),( 122 uSq  

Переход в 

),( 121 uSS  
))1(( 11 iSF  

)( 20 Sf = 

),( 122 uSq + 

))1(( 11 iSF  

)( 21 Sf = 

),( 122 uSq + 

)1(1F  

))(( 22 iSF
= 





),(

),(
max

121

120

uSf

uSf

u
 

0 )0(2S  
0 

1 

10 

0 

)1(1S  

)1(1S  

8 

– 

18 

– 

– 

8 
18 

1 )1(2S  
0 

1 

8 

0 

)2(1S  

)1(1S  

6 

– 

14 

– 

– 

8 
14 

2 )2(2S  
0 

1 

6 

0 

)3(1S  

)1(1S  

4 

– 

10 

– 

– 

8 
10 

3 )3(2S  
0 

1 

4 

0 

)4(1S  

)1(1S  

2 

– 

6 

– 

– 

8 
8 

4 )4(2S  
0 

1 

2 

0 

—— 

)1(1S  
0 

– 

2 

– 

– 

8 
8 
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Третий шаг. Функциональное уравнение 









1),1()0()0()(

,0),1()()(
max))((

23333

233
33

uFrqPil

uiFiriq
iSF

u
. 

Таблица для формирования величины ))(( 33 iSF  

i 
Состояние  

)(3 iS  

Управление 

2u  
),( 233 uSq  

Переход в 

),( 232 uSS  

))1(( 22 iSF

 

)( 30 Sf = 

),( 233 uSq + 

))1(( 22 iSF  

)( 31 Sf = 

),( 233 uSq + 

)1(2F  

))(( 33 iSF = 





),(

),(
max

231

230

uSf

uSf

u
 

0 )0(3S  
0 

1 

10 

0 

)1(2S  

)1(2S  

14 

– 

24 

– 

– 

8 
24 

1 )1(3S  
0 
1 

8 
0 

)2(2S  

)1(2S  

10 
– 

18 
– 

– 
8 

18 

2 )2(3S  
0 

1 

6 

0 

)3(2S  

)1(2S  

8 

– 

14 

– 

– 

8 
14 

3 )3(3S  
0 

1 

4 

0 

)4(2S  

)1(2S  

8 

– 

12 

– 

– 

8 
14 

4 )4(3S  
0 

1 

2 

0 

)5(2S  

)1(2S  

8 

– 

10 

– 

– 

8 
14 
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Четвертый шаг. Функциональное уравнение 









1),1()0()0()(

,0),1()()(
max))((

34444

344
44

uFrqPil

uiFiriq
iSF

u
. 

Таблица для формирования величины ))(( 44 iSF  

i 
Состояние  

)(4 iS  

Управление 

3u  

),( 344 uSq

 

Переход в 

состояние 

),( 343 uSS  

))1(( 33 iSF

 

)( 40 Sf = 

),( 344 uSq + 

))1(( 33 iSF  

)( 41 Sf = 

),( 344 uSq + 

)1(3F  

))(( 44 iSF = 





),(

),(
max

341

340

uSf

uSf

u
 

0 )0(4S  
0 

1 

10 

0 

)1(3S
 

)1(3S
 

18 

– 

28 

– 

– 

18 
24 

1 )1(4S  
0 
1 

8 
0 

)2(3S
 

)1(3S
 

14 
– 

22 
– 

– 
18 

22 

2 )2(4S  
0 

1 

6 

0 

)3(3S
 

)1(3S
 

14 

– 

20 

– 

– 

18 
20 

3 )3(4S  
0 

1 

4 

0 

)4(3S
 

)1(3S
 

14 

– 

18 

– 

– 

18 
18 

4 )4(4S  
0 

1 

2 

0 

)5(3S
 

)1(3S
 

14 

– 

16 

– 

– 

18 
18 
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Пятый шаг. Функциональное уравнение 









1),1()0()0()(

,0),1()()(
max))((

45555

455
55

uFrqPil

uiFiriq
iSF

u
. 

Таблица для формирования величины ))(( 55 iSF  

i 
Состояние  

)(5 iS  

Управление 

4u  

),( 455 uSq

 

Переход в 

состояние 

),( 454 uSS  

))1(( 44 iSF

 

)( 50 Sf = 

),( 455 uSq + 

))1(( 44 iSF  

)( 51 Sf = 

),( 455 uSq + 

)1(4F  

))(( 55 iSF = 





),(

),(
max

451

450

uSf

uSf

u
 

0 )0(5S  
0 

1 

10 

0 

)1(4S  

)1(4S  

22 

– 

32 

– 

– 

22 
32 

1 )1(5S  
0 
1 

8 
0 

)2(4S  

)1(4S  

20 
– 

28 
– 

– 
22 

28 

2 )2(5S  
0 

1 

6 

0 

)3(4S  

)1(4S  

18 

– 

24 

– 

– 

22 
24 

3 )3(5S  
0 

1 

4 

0 

)4(4S  

)1(4S  

18 

– 

22 

– 

– 

22 
22 

4 )4(5S  
0 

1 

2 

0 

)5(4S  

)1(4S  

18 

– 

20 

– 

– 

22 
22 
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Для выбранного исходного состояния системы прогнозирования на за-

данный горизонт прогноза оптимальная стратегия формулируется следую-

щим образом. Из таблицы последнего шага принятия решений по управле-

нию, соответствующему максимальной величине критерия оптимальности 

)(11
*

NNN Suu   , осуществляют переход в оптимальное состояние систе-

мы с уменьшенным горизонтом прогноза на один шаг (один год), т.е. 

),( *

1

*

1
1




NN
uNN SSS  и далее, поочередно используя соотношения 

0,1,...,3,2
),,(

),(

**

*

1

1









NNj

u

Suu

jjjj

jjj

SSS
, 

получают стратегию оптимального прогноза (рис. 3.20).  

 

Рис. 3.20. Стратегия оптимального прогноза по использованию  

оборудования 

Для приведенного примера имеем оптимальный прогноз, представ-

ленный на рис. 3.21. 

 

Рис. 3.21. Стратегия оптимального прогноза по использованию  

оборудования в рассматриваемом примере 
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Прокомментируем результаты оптимизации.  

Если на пятилетний срок работы предприятия вначале введено: 

– новое оборудование, то его нужно заменить на новое один раз че-

рез три года эксплуатации;  

– оборудование, находившееся в эксплуатации один год, то его 

также нужно заменить на новое один раз через три года эксплуатации;  

– оборудование, находившееся в эксплуатации два года, то его 

нужно заменить на новое один раз через два года эксплуатации;  

– оборудование, находившееся в эксплуатации три года, то его 

нужно заменить на новое один раз через один год эксплуатации;  

– оборудование, находившееся в эксплуатации четыре года, то 

нужно дважды произвести замену оборудования на новое: сразу же и 

через два года работы предприятия после замены оборудования.  

Контрольные вопросы  

1. Какие требования предъявляются к целевой функции для приме-

нения динамического программирования в дискретной форме при оп-

тимизации?  

2. Что понимают под состоянием системы (объекта) в динамиче-

ском программировании в дискретной форме?  

3. Что понимается под стадией в динамическом программирова-

нии?  

4. Что понимается под шагом решения задачи в динамическом про-

граммировании?  

5. Каково содержание функциональных уравнений динамического 

программирования в дискретной форме?  

6. Каков алгоритм решения задачи оптимизации для многостадий-

ного процесса при последовательных преобразованиях состояний?  

7. Каков алгоритм решения задачи оптимизации при параллельных 

преобразованиях состояний (в задачах распределения)?  

8. Каков алгоритм выделения оптимальных управлений в динами-

ческом программировании?  

3.4.5. Линейное программирование  

Линейное программирование – это математическая теория, изу-

чающая методы решения линейных экстремальных задач, т.е. задач на-

хождения экстремума (максимума или минимума) целевой функции 





n

i
iiuCCQ

1
0)(u , которая линейно зависит от управляющих пере-

менных, причѐм уравнения связей тоже линейны. Здесь nCC ,....0  – по-

стоянные.  
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3.4.5.1. Особенности задач линейного программирования 

Линейность целевой функции и линейность условий связи варьи-

руемых переменных являются основной особенностью задач линейного 

программирования.  

Задача линейного программирования формулируется следующим 

образом:  

(max)min...)( 110
u

u  nnuCuCCQ  (3.133) 

при условиях: 

mnnmmm

nn

nn

buauaua

buauaua

buauaua







...

...

...

2211

22222121

11212111


, (3.134) 

niui ,...,1,0  .  (3.135) 

В пространстве переменных niui ,...,1,   геометрическая фигура 

целевой функции, изображающая условие constQ )(u , есть гиперпло-

скость, а область допустимых значений переменных в соответствии с 

приведенными выше условиями является многогранником. Грани мно-

гогранника – плоскости, а ребра многогранника – прямые линии, при-

чем эта область выпуклая.  

Для двумерной задачи область допустимых управлений приведена 

на рис. 3.22. 

 

 

Q(u) = Const 

u6=0 

u5=0 

u4=0 
u3=0 

 

u2=0 

u1 

u2 

u* 

 

u1=0 
 

Рис. 3.22. Область допустимых управлений в задаче  

линейного программирования 
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В связи с вышеизложенным оптимальному состоянию системы в 

задаче линейного программирования соответствует одна из вершин 

многогранника ограничений или оптимальное решение имеет бесчис-

ленное множество точек, принадлежащих одной из граней многогран-

ника ограничений. 

Последнее имеет место в том случае, когда коэффициенты при соот-

ветствующих переменных niui ,...,1,   в целевой функции пропорцио-

нальны коэффициентам при тех же переменных в одном из условий связи. 

В задачах линейного программирования целевая функция называ-

ется линейной формой.  

Систему неравенств, связывающих переменные, можно переписать 

в канонической форме 

mmnnnmmm

nnn

nnn

buuauaua

buuauaua

buuauaua













...

...

...

2211

222222121

111212111


, (3.136) 

nju jn ,...,1,0  . (3.137) 

Теперь уравнения границ, получаемых при обращении исходных 

условий связи из неравенств в равенства, можно записать в виде 

mnnnkuk  ,...,1,,...,1,0 . 

Рассматривая общее число переменных mnnn uuuuu  ,...,,,...,, 121 , 

отметим следующее свойство задач линейного программирования: в 

вершинах многогранника ограничений ровно столько переменных об-

ращается в нуль, сколько степеней свободы имеет система, а остальные 

переменные в нуль не обращаются. 

Анализ числа степеней свободы системы показывает, что имеется 

m  уравнений, связывающих mn   переменных mnkuk  ,...,1, . Сле-

довательно, число степеней свободы ровно nmmn  . Таким обра-

зом, в вершине многогранника ограничений ровно n  переменных из 

mnkuk  ,...,1,  обращаются в нуль. Эти переменные называются сво-

бодными переменными. Остальные m  переменных в нуль не обраща-

ются и называются базисными переменными. Вершины многогранника 

ограничений называются базисами.  

3.4.5.2. Симплекс-метод решения задач линейного  

программирования 

Двумерная задача линейного программирования может быть реше-

на геометрически путѐм построения области допустимых управлений и 
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построения линии уровня (постоянного значения линейной формы). В 

общем случае для решения задач линейного программирования исполь-

зуется симплекс-метод.  

Сущность симплекс-метода состоит в том, что из исходного базиса пе-

реходят за один шаг в соседний с ним базис. Проверяют выполнение усло-

вий оптимальности в этом базисе. Если условие оптимальности не выпол-

няется, то из этого базиса переходят в другой соседний с ним базис.  

Алгоритм решения задачи симплекс-методом  

1. Выбирается исходный базис с координатами 

),...,,0,...,0(),...,,,...,,( 1121
1

mmnnn bbuuuuu  u .  

2. Систему связи, взятую в канонической форме, записывают в виде 

выражений базисных переменных через свободные, т.е. 

mkuauauabu nknkkkk ,...,1,...2211  . 

Линейная форма также выражается через свободные переменные 

nniiiiii uCuCuCuCuCCQ   ......)( 1111110u  

3. В выражении линейной формы выбирается та переменная iu , 

увеличение которой в области 0u   относительно исходного базиса 

вызывает улучшение линейной формы. 

4. Рассматриваются построчно отношения константы kb  к коэффи-

циенту kia  при переменной iu , причем, при коэффициенте kia  должен 

быть отрицательный знак. 

5. Выбирается j -ая строка из системы связей, удовлетворяющая 

условию )/(min/
0;,...,1

kik
ank

jij abab
ki 

 . 

nnmiimiimiimmmmn

nnjiij

iijiijjjjn

nnjiijiijiijjjjn

nnjiij

iijiijjjjn

nniiiiiin

uauauauauabu

uaua

uauauabu

uauauauauabu

uaua

uauauabu

uauauauauabu





























......

...

...

)138.3(.......

...

...

......

111111

1111

111111111

111111

1111

111111111

1111111111111





 

В выбранной строке коэффициент jia  называется разрешающим 

элементом, а сама строка называется строкой, содержащей разрешаю-

щий элемент.  
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Заметим, что когда переменная iu  принимает значение jiii abu / , 

переменная jnu   обращается в нуль. 

Следовательно, осуществлен переход в соседний базис, где перемен-

ная iu  приняла значение, равное нулю, т.е. стала свободной. При указан-

ном значении jiii abu /  условие mku kn ,...,1,0   выполняется.  

6. Из строки, содержащей разрешающий элемент, iu  выражается как  

nijnjiijij

jnijiijjjijjijii

uaauaa

uauaauaaabu

)/(...)/(

)/1()/(...)/(/

11

1111








 

и подставляется в остальные строки системы уравнений связи. 

После приведения подобных членов получается  

nnmiim

jnjnmiimmmmn

nnjiij

jnjnjiijjjjn

jn

nnjiij

jnjnjiijjjjn

nnii

jnjniin

uaua

uauauabu

uaua

uauauabu

u

uaua

uauauabu

uaua

uauauabu





































...

...

...

...

0

...

...

...

...

11

1111

1111

111111111

1111

111111111

1111

111111111





. (3.139) 

7. Выражение iu  подставляется в линейную форму. После приве-

дения подобных членов получается:  

nmnmii

jnjnii

uCuC

uCuCuCCQ









...

...)(

11

11110u
  (3.140) 

8. Записываются координаты базиса, в который пришли  

),...,,/,,...,,0,...,0,0,0,...,0(

),...,,,,...,,,...,,,,...,(

111

111111

2

mnjijiij

mnjnijninijni

bbabbbb

uuuuuuuuuu









u

.  
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Значение линейной формы в этом базисе 0CQ  . 

9. Проверяется условие оптимальности базиса 2
u . 

Если для базиса 2
u  в задаче min)( uQ  имеет место 0iC , а в 

задаче max)( uQ  имеет место 0iC , где iC  – любой из коэффици-

ентов линейной формы, исключая 0C , то базис 2
u  является оптималь-

ным.  

10. Если условие оптимальности не выполняется, то в выражении 

линейной формы )(uQ  выбирается переменная, улучшающая линейную 

форму при возрастании этой переменной, и повторяются пункты 4–9. 

При практической реализации симплекс-метода переход от одного 

базиса к другому и проверка базиса на оптимальность формализуются с 

использованием упрощающих приемов в форме симплекс-таблиц.  

3.4.5.3. Симплекс-таблицы 

Система ограничений представляется в виде  

mnnm

iimiimiimmmn

jnnj

iijiijiijjjn

jnnjiijiijiijjjn

jnnj

iijiijiijjjn

nniiiiiin

bua

uauauauau

bua

uauauauau

buauauauauau

bua

uauauauau

buauauauauau





































......

...

......

......

...

......

......

111111

11

11111111111

111111

11

11111111111

1111111111111

, (3.141) 

а линейная форма представляется в виде  

011i11i11 ......)( CuCuCuCuCuCQ nniiii  u   (3.142) 

В приведенных уравнениях свободными переменными являются 

nuu ,...,1 . Координаты исходного базиса  

),...,,0,...,0(),...,,,...,,( 1121
1

mmnnn bbuuuuu  u . 

Этому состоянию соответствует симплекс-таблица 1 . 
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(Симплекс – таблица 1) 

Базисные 

перем. 
Своб.члены 

Переменные 

un+1 … un+j-1 un+j un+j+1 … un+m u1 … ui-1 ui ui+1 … un 

un+1 b1 1 … 0 0 0 … 0 a11 … a1 i-1 a1 i a1 i+1 … a1n 

… … … … … … … … … … … … … … … … 

un+j-1 bj-1 0 … 1 0 0 … 0 aj-1 1 … aj-1 i-1 aj-1 i aj-1 i+1 … aj-1 n 

un+j bj 0 … 0 1 0 … 0 aj 1 … aj i-1 aj i aj i+1 … aj n 

un+j+1 bj+1 0 … 0 0 1 … 0 aj+1 1 … aj+1 i-1 aj+1 i 
aj+1 

i+1 
… aj+1 n 

… … … … … … … … … … … … … … … … 

un+m bm 0 … 0 0 0 … 1 am 1 … am i-1 am i am i+1 … am n 

линейн. 

форма Q 
C0 0 … 0 0 0 … 0 -C1 … -Ci-1 -Ci -Ci+1 … -Cn 
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Пусть разрешающим элементом является ija . Тогда очередной 

шаг симплекс-метода состоит в переходе от базиса 1
u  к базису 2

u  

),...,,0,,...,,0,...,0,/,0,...,0(

),...,,,,...,,,...,,,,...,(

111

111111

mjjijj

mnjnjnjnnniii

bbbbab

uuuuuuuuuu








  

через систему  

mnnm

iimjnjmiimmmn

jnnj

iijjnjjiijjjn

inniiiijnjiiiiii

jnnj

iijjnjjiijjjn

nniijnjiiin

bua

uauauauau

bua

uauauauau

buauauauauau

bua

uauauauau

buauauauauau

~~

...~~~...~

~~...

...~~~...~

~~...~~~...~

~~...

...~~~...~

~~...~~~...~

111111

11

11111111111

111111

11

11111111111

111111111111





































. (3.143) 

При этом линейная форма принимает вид: 

0111111
~~

...
~~~

...
~

CuCuCuCuCuC nniijnjii   . (3.144) 

Базису 
2

u  соответствует симплекс-таблица 2. 

 

 

 


