Лекция 33. Алгоритмы обработки данных. 

Краткая аннотация лекции. 

В лекции рассматриваются понятие ресурсной эффективности алгоритмов посредством анализа асимптотических функций временной и емкостной сложности, приводится классификация алгоритмов на основе функции временной сложности, рассматриваются общие методы оценки трудоемкости алгоритмов.
Цель лекции: изучить понятие и классификации алгоритмов обработки данных, трудоемкости алгоритмов и методов ее оценки, научиться выработке критериев и оценке трудоемкости алгоритмов с учетом критериев на примере реализаций и задач на языке C++.

Текст лекции.
Использование вычислительной техники при решении задач в течение многих десятилетий позволило выстроить общую схему подхода к работе над сформулированной проблемой. Решение поставленных задач укладывается в так называемые этапы решения задач, которые начинаются с информационной модели (работа над условием) и завершаются построением компьютерной модели (реализация алгоритма средствами языков программирования).

Понятие «алгоритм обработки данных» в компьютерных науках используется для описания метода решения задачи, который в дальнейшем возможно реализовать в выбранной среде программирования. Тщательная разработка алгоритма является весьма эффективной частью процесса решения задачи в любой области применения. При разработке алгоритма для реальной задачи значительные усилия должны быть потрачены на осознание степени ее сложности, выяснение ограничений на входные данные, разбиение задачи на менее трудоемкие подзадачи.

Алгоритм не должен быть привязан к конкретной реализации. В силу разнообразия используемых средств программирования, их требований к аппаратным ресурсам и платформенной зависимости сходные по структуре, но различные в реализации, алгоритмы могут выдавать отличающиеся по эффективности результаты. При этом некоторые среды программирования содержат встроенные библиотечные функции, реализующие базовые алгоритмы обработки данных (например, в MS Visual Studio 2010 в библиотеки С++ входит функция быстрой сортировки массивов данных). Чтобы решения были переносимыми и оставались актуальными, не рекомендуется их ориентировать на процедурную реализацию среды. Поэтому главным в рассматриваемом подходе является выбор метода решения с учетом специфики задачи. Адаптация к среде осуществляется позднее.

Выбор того или иного метода обработки данных определяется не только сложностью задачи. Учитывать необходимо и массовость применения разработанного кода: при однократном или редком обращении к реализации предпочтительнее бывают простые алгоритмы, которые несложны в разработке. При этом, однако, допускается возможным увеличение времени работы программы.

Массовое использование алгоритмов обработки данных требует поиска наилучшего алгоритма решения. Такой процесс бывает весьма сложен, так как требует выработки критериев оценки и применения математических методов для получения количественных характеристик. Направление компьютерных наук, занимающееся изучением оценки эффективности алгоритмов, называется анализом алгоритмов.
Ресурсная эффективность алгоритмов

Определение ресурсной эффективности алгоритмов – необходимая составляющая этапа анализа разработанного программного обеспечения. Повышение ресурсной эффективности вычислительных алгоритмов актуально при обработке больших объемов данных, когда аппаратных и/или программных ресурсов может быть недостаточно для корректного завершения работы программного кода.

Наиболее значимыми характеристиками ресурсной эффективности алгоритмов являются оценки временной и емкостной сложности, отражающие ресурсы процессора, оперативной памяти, а также внешних носителей данных (при использовании). 

Под трудоемкостью алгоритма А на входе D будем понимать количество элементарных операций, которые учитываются при анализе алгоритма. Под худшим случаем трудоемкости понимают наибольшее количество операций, задаваемых алгоритмом А на всех входах D определенной размерности n. Определим лучший случай трудоемкости, как наименьшее количество операций в аналогичном алгоритме и при той же размерности входа. Средний случай трудоемкости определяется средним количеством операций рассматриваемого алгоритма и входных данных. Зависимость трудоемкости алгоритма А от значения параметров на входе D определяет функцию трудоемкости алгоритма А для входа D.
Классический анализ алгоритмов в данном контексте связан, прежде всего, с оценкой временной сложности. Большинство алгоритмов имеют основной параметр, который в значительной степени влияет на время выполнения операций. Если же определяющих параметров несколько, то, как правило, один их них выражается как функция от остальных. Иногда используют и такой подход: рассматривают только один параметр, считая остальные константами.

Результатом анализа является асимптотическая оценка выполняемых алгоритмом операций в зависимости от длины входа, которая указывает порядок роста функции и результаты сравнения работы алгоритмов для больших данных. При этом оценка на реальных данных отличается от асимптотической тем, что она ориентирована на конкретные длины входов и число выполняемых алгоритмом операций. 

Временная сложность алгоритма определяется асимптотической оценкой функции трудоемкости алгоритма для худшего случая, обозначается 
[image: image268.bmp] и читается как «О большое» или «О-нотация». Асимптотический класс функций О включает в себя как средний, так и лучший случай, потому что запись 
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 обозначает класс функций, скорость роста которых не более, чем 
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 с точностью до некоторой положительной константы. В зависимости от вида функции 
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 выделяют следующие классы сложности алгоритмов.

Классы сложности алгоритмов в зависимости от функции трудоемкости

	Вид 
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	Характеристика класса алгоритмов

	1
	Большинство инструкций большинства функций запускается один или несколько раз. Если все инструкции программы обладают таким свойством, то время выполнения программы постоянно.
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	Когда время выполнения программы является логарифмическим, программа становится медленнее с ростом N. Такое время выполнения обычно присуще программам, которые сводят большую задачу к набору меньших подзадач, уменьшая на каждом шаге размер задачи на некоторый постоянный фактор. Будем рассматривать время выполнения, являющееся небольшой по величине константой. Изменение основания не сильно сказывается на изменении значения логарифма: при N=1 000, 
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, если основание равно 10, или порядка 10, если основание равно 2; когда N=1 000 000, значения 
[image: image8.wmf]N

log

 увеличивается в два раза. При удвоении значения параметра 
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 растет на постоянную величину, а удваивается лишь тогда, когда N достигает 
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	Когда время выполнения программы является линейным, это обычно значит, что каждый входной элемент подвергается небольшой обработке. Когда N равно миллиону, таким же и является время выполнения. Когда N удваивается, то же происходит и со временем выполнения. Эта ситуация оптимальна для алгоритма, который должен обработать N вводов (или произвести N выводов).
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	Время выполнения, пропорциональное 
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, возникает тогда, когда алгоритм решает задачу, разбивая ее на меньшие подзадачи, решая их независимо и затем объединяя решения. Время выполнения такого алгоритма равно 
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. Когда N удваивается, тогда время выполнения более чем удваивается.
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	Когда время выполнения алгоритма является квадратичным, он полезен для практического использования при решении относительно небольших задач. Квадратичное время выполнения обычно появляется в алгоритмах, которые обрабатывают все пары элементов данных (возможно, в цикле двойного уровня вложенности). Когда N=1 000, время выполнения равно одному миллиону. Когда N удваивается, время выполнения увеличивается вчетверо. 
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	Похожий алгоритм, который обрабатывает тройки элементов данных (возможно, в цикле тройного уровня вложенности), имеет кубическое время выполнения и практически применим лишь для малых задач. Когда N =100, время выполнения равно одному миллиону. Когда N удваивается, время выполнения увеличивается в восемь раз.
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	Лишь несколько алгоритмов с экспоненциальным временем выполнения имеет практическое применение, хотя такие алгоритмы возникают естественным образом при попытках прямого решения задачи, например полного перебора. Когда N=20, время выполнения имеет порядок одного миллиона. Когда N удваивается, время выполнения увеличивается экспоненциально.


На основании математических методов исследования асимптотических функций трудоемкости на бесконечности выделены пять классов алгоритмов.

Класс π0 – это класс быстрых алгоритмов с постоянным временем выполнения, их функция трудоемкости 
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. Промежуточное состояние занимают алгоритмы со сложностью 
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, которые также относят к данному классу.
Класс πР – это класс рациональных или полиномиальных алгоритмов, функция трудоемкости которых определяется полиномиально от входных параметров. Например, 
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Класс πL – это класс субэкспоненциальных алгоритмов со степенью трудоемкости 
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Класс πE – это класс собственно экспоненциальных алгоритмов со степенью трудоемкости 
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Класс πF – это класс собственно надэкспоненциальных алгоритмов. Существуют алгоритмы с факториальной трудоемкостью, но они в основном не имеют практического применения.
Состояние памяти при выполнении алгоритма определяется значениями, требующими для размещения определенных участков. При этом в ходе решения задачи может быть задействовано дополнительное количество ячеек. Под объемом памяти, требуемым алгоритмом А для входа D, понимаем максимальное количество ячеек памяти, задействованных в ходе выполнения алгоритма. Емкостная сложность алгоритма определяется как асимптотическая оценка функции объема памяти алгоритма для худшего случая.

Таким образом, ресурсная сложность алгоритма в худшем, среднем и лучшем случаях определяется как упорядоченная пара классов функций временной и емкостной сложности, заданных асимптотическими обозначениями и соответствующих рассматриваемому случаю.
Методы оценки ресурсной эффективности алгоритмов

Основными алгоритмическими конструкциями в процедурном программировании являются следование, ветвление и цикл. Для получения функций трудоемкости для лучшего, среднего и худшего случаев при фиксированной размерности входа необходимо учесть различия в оценке основных алгоритмических конструкций.

· Трудоемкость конструкции «Следование» есть сума трудоемкостей блоков, следующих друг за другом:
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· Трудоемкость конструкции «Ветвление» определяется через вероятность перехода к каждой из инструкций, определяемой условием. При этом проверка условия также имеет определенную трудоемкость. Для вычисления трудоемкости худшего случая может быть выбран тот блок ветвления, который имеет большую трудоемкость, для лучшего случая – блок с меньшей трудоемкостью.
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· Трудоемкость конструкции «Цикл» зависит от вида цикла. Для цикла с параметрами будет справедливой формула:
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, где n – количество повторений тела цикла, f – трудоемкость тела цикла.

Реализация цикла с предусловием и с постусловием не меняет методики оценки его трудоемкости. На каждом проходе выполняется оценка трудоемкости условия, изменения параметров (при наличии) и тела цикла. Общие рекомендации для оценки циклов с условиями затруднительны. Так как в значительной степени зависят от исходных данных.

· В случае использования вложенных циклов их трудоемкости перемножаются.

Таким образом, для оценки трудоемкости алгоритма может быть сформулирован общий метод получения функции трудоемкости.
1. Декомпозиция алгоритма предполагает выделение в алгоритме базовых конструкций и оценку и трудоемкости. При этом рассматривается следование основных алгоритмических конструкций. 

2. Построчный анализ трудоемкости по базовым операциям языка подразумевает либо совокупный анализ (учет всех операций), либо пооперационный анализ (учет трудоемкости каждой операции).

3. Обратная композиция функции трудоемкости на основе методики анализа базовых алгоритмических конструкций для лучшего, среднего и худшего случаев.

Особенностью оценки ресурсной эффективности рекурсивных алгоритмов является необходимость учета дополнительных затрат памяти и механизма организации рекурсии. Поэтому трудоемкость рекурсивных реализаций алгоритмов связана с количеством операций, выполняемых при оном рекурсивном вызове, а также с количеством таких вызовов. Учитываются также затраты на возвращения значений и передачу управления в точку вызова. Для анализа трудоемкости механизма рекурсивного вызова-возврата будем учитывать следующие параметры: p – количество передаваемых фактических параметров, r – количество сохраняемых в стеке регистров, k – количество возвращаемых по адресной ссылке значений, l – количество локальных ячеек функции. Тогда функция трудоемкости на одни вызов-возврат примет вид:
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где дополнительная единица учитывает операции с адресом возврата. 

Оценка требуемой памяти стека может быть получена следующим образом: так как рекурсивные вызовы обрабатываются последовательно, то в конкретный момент времени в стеке хранится не фрагмент дерева рекурсии, а цепочка рекурсивных вызовов – унарный фрагмент дерева. Поэтому объем стека определяется максимально возможным числом одновременно полученных рекурсивных вызовов.

Анализ совокупной трудоемкости рекурсивного алгоритма можно выполнять разными способами в зависимости от формирования итоговой суммы базовых операций: по цепочкам рекурсивных вызовов и возвратов, по вершинам рекурсивного дерева. 
Пример 1. Оценка временной сложности функции пузырьковой сортировки.

//Описание функции сортировки методом "пузырька"
void BubbleSort (int k,int x[max]) {

  int i,j,buf;

  for (i=k-1;i>0;i--)

    for (j=0;j<i;j++)

    if (x[j]>x[j+1]) {

      buf=x[j];

      x[j]=x[j+1];

      x[j+1]=buf;

     }    

}

Оценим временную сложность функции пузырьковой сортировки в худшем случае, т.е. когда исходные данные отсортированы в обратном порядке. В этом случае внутренний цикл для каждого i выполнится i-1 раз и произойдет 
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 обменов. Соответственно сложность алгоритма в худшем случае составит 
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Оценим временную сложность алгоритма пузырьковой сортировки в среднем случае, т.е. когда исходные данные имеют произвольный порядок. В этом случае условие во внутреннем цикле может выполниться 
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 раз. Складывая, получим 
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 и, соответственно, условие во внутреннем цикле для каждого i выполнится в среднем 
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 раз и произойдет 
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 обменов. Соответственно сложность алгоритма в среднем случае составит 
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Пример 2. Оценка временной сложности функции вычисления биномиального коэффициента 
[image: image36.wmf])!

(

!

!

m

n

m

n

C

m

n

-

=

 
[image: image37.wmf])

(

m

n

³

.

//Описание функции вычисления биномиального коэффициента
int Binom (int n,int m) {

  if (m==0) return 1; //база рекурсии
  return Binom(n-1,m-1)*n/m; //декомпозиция
}

Оценим временную сложность функции в худшем случае, т.е. когда m=n. Будет выполнено (n+1) обращений к функции, которая выполнит в n случаях три операции, а в одном возвратит значение. Функция при каждом обращении передает два параметра, не использует локальных переменных, а при возвращении (n+1) раз передает управление в точку вызова. Соответственно сложность алгоритма в худшем случае составит 
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Оценим временную сложность функции в среднем случае, т.е. когда m<n. При этом выполняются рассуждения, аналогичные худшему случаю, только количество рекурсивных вызовов составит (m+1). Соответственно сложность алгоритма в среднем случае составит 
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Лучший случай достигается при m=0, когда выполняется единственный вызов функции, передача двух параметров и возвращение в точку вызова, то есть оценка лучшего случая 
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Базовые алгоритмы обработки данных
Базовые алгоритмы обработки данных являются результатом исследований и разработок, проводившихся на протяжении десятков лет. Но они, как и прежде, продолжают играть важную роль во все расширяющемся применении вычислительных процессов.

К базовым алгоритмам процедурного программирования можно отнести:

· Алгоритмы работы со структурами данных. Они определяют базовые принципы и методологию, используемые для реализации, анализа и сравнения алгоритмов. Позволяют получить представление о методах представления данных. К таким структурам относятся связные списки и строки, деревья, абстрактные типы данных, такие как стеки и очереди.

· Алгоритмы сортировки, предназначенные для упорядочения массивов и файлов, имеют особую важность. С алгоритмами сортировки связаны, в частности, очереди по приоритету, задачи выбора и слияния.

· Алгоритмы поиска, предназначенные для поиска конкретных элементов в больших коллекциях элементов. К ним относятся основные и расширенные методы поиска с использованием деревьев и преобразований цифровых ключей, в том числе деревья цифрового поиска, сбалансированные деревья, хеширование, а также методы, которые подходят для работы с очень крупными файлами.

· Алгоритмы на графах полезны при решении ряда сложных и важных задач. Общая стратегия поиска на графах разрабатывается и применяется к фундаментальным задачам связности, в том числе к задаче отыскания кратчайшего пути, построения минимального остовного дерева, к задаче о потоках в сетях и задаче о паросочетаниях. Унифицированный подход к этим алгоритмам показывает, что в их основе лежит одна и та же функция, и что эта функция базируется на основном абстрактном типе данных очереди по приоритету.

· Алгоритмы обработки строк включают ряд методов обработки последователей символов. Поиск в строке приводит к сопоставлению с эталоном, что, в свою очередь, ведет к синтаксическому анализу. К этому же классу задач можно отнести и технологии сжатия файлов.

· Геометрические алгоритмы – это методы решения задач с использованием точек и линий (и других простых геометрических объектов), которые вошли в употребление достаточно недавно. К ним относятся алгоритмы построения выпуклых оболочек, заданных набором точек, определения пересечений геометрических объектов, решения задач отыскания ближайших точек и алгоритма многомерного поиска. Многие из этих методов дополняют простые методы сортировки и поиска.

Ключевые термины

Алгоритм обработки данных – это описание метода решения задачи в компьютерных науках, который в дальнейшем возможно реализовать в выбранной среде программирования.

Анализ алгоритмов – это направление компьютерных наук, занимающееся изучением оценки эффективности алгоритмов.

Трудоемкость алгоритма – это количество элементарных операций, которые учитываются при анализе алгоритма. 

Худший случай трудоемкости – это наибольшее количество операций, задаваемых алгоритмом А на всех входах D определенной размерности n. 

Лучший случай трудоемкости – это наименьшее количество операций в алгоритме А на всех входах D определенной размерности n.

Средний случай трудоемкости – это среднее количество операций в алгоритме А на всех входах D определенной размерности n.

Функция трудоемкости алгоритма – это зависимость трудоемкости алгоритма А от значения параметров на входе D.

Временная сложность алгоритма – это асимптотическая оценка функции трудоемкости алгоритма для худшего случая.

Объем памяти – это  максимальное количество ячеек памяти, задействованных в ходе выполнения алгоритма А для входа D. 

Емкостная сложность алгоритма – это асимптотическая оценка функции объема памяти алгоритма для худшего случая.

Ресурсная сложность алгоритма в худшем, среднем и лучшем случаях – это упорядоченная пара классов функций временной и емкостной сложности, заданных асимптотическими обозначениями и соответствующих рассматриваемому случаю.

Алгоритмы работы со структурами данных – это алгоритмы, которые определяют базовые принципы и методологию, используемые для получения представление о методах обработки данных. 

Алгоритмы сортировки – это алгоритмы, предназначенные для упорядочения массивов и файлов.

Алгоритмы поиска – это алгоритмы, предназначенные для поиска конкретных элементов в больших коллекциях данных. 

Алгоритмы на графах – это алгоритмы, предназначенные для реализации стратегий обходов и поиска на графах.

Алгоритмы обработки строк – это алгоритмы, которые включают ряд методов обработки последователей символов. 

Геометрические алгоритмы – это алгоритмы решения задач с использованием геометрических объектов.
Краткие итоги

1. Определение ресурсной эффективности алгоритмов – необходимая составляющая этапа анализа разработанного программного обеспечения.

2. Наиболее значимыми характеристиками ресурсной эффективности алгоритмов являются оценки их временной и емкостной сложности.

3. Временная сложность алгоритма определяется асимптотической оценкой функции трудоемкости алгоритма для худшего случая.

4. В зависимости от вида функции временной сложности алгоритма выделяют пять основных классов сложности алгоритмов.

5. Емкостная сложность алгоритма определяется как асимптотическая оценка функции объема памяти алгоритма для худшего случая.

6. Ресурсная сложность алгоритма в худшем, среднем и лучшем случаях определяется как упорядоченная пара классов функций временной и емкостной сложности, заданных асимптотическими обозначениями и соответствующих рассматриваемому случаю.

7. Для получения функций трудоемкости для лучшего, среднего и худшего случаев при фиксированной размерности входа необходимо учесть особенности в оценке основных алгоритмических конструкций.

8. Особенностью оценки ресурсной эффективности рекурсивных алгоритмов является необходимость учета дополнительных затрат памяти и механизма организации рекурсии.

9. В зависимости от структур обработки данных в процедурном программировании выделяются классы базовых алгоритмов.

Набор для практики

Вопросы

1. С какой целью проводится оценка ресурсной эффективности алгоритмов?

2. Почему в теории анализа алгоритмов нет привязки к конкретной реализации?

3. Могут ли оценки временной сложности для худшего и лучшего случаев совпадать? Подтвердите вывод примерами.

4. Охарактеризуйте область применения алгоритмов классов сложности  πE и πF.
5. В чем особенность оценки трудоемкости рекурсивных алгоритмов?

6. Оцените временную трудоемкость рекурсивного и итерационного способов вычисления факториала целого неотрицательного числа. Определите класс сложности алгоритмов в каждом случае. Объясните результат.

Упражнения

1. Выполните анализ временной сложности алгоритмов простых сортировок. Проведите сравнительный анализ полученных результатов. Определите классы этих алгоритмов в зависимости от функции трудоемкости.

2. Выполните анализ временной трудоемкости алгоритма решения задачи о Ханойских башнях. Определите класс этого алгоритма в зависимости от функции трудоемкости.

3. Выполните анализ трудоемкости конструкций вложенных циклов для n=100, n=106, n=109. Составьте функцию временной трудоемкости алгоритма и определите его класс сложности. Считать, что все указанные операции корректны. Возможное переполнение разрядов не учитывать.

k=0;

for (a=0; a<n; a++)

  for (b=0; b<n; b++)

    for (c=0; c<n; c++)

      k++;

4. Составьте функцию нахождения наибольшего общего делителя двух натуральных чисел по алгоритму Евклида. Выполните анализ временной трудоемкости алгоритма. Определите класс этого алгоритма в зависимости от функции трудоемкости.

5. Составьте функцию нахождения наибольшего общего делителя n натуральных чисел, используя алгоритм Евклида для двух чисел. Выполните анализ временной трудоемкости алгоритма. Определите класс этого алгоритма в зависимости от функции трудоемкости.
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Лекция 34. Рекурсия и рекурсивные алгоритмы. 

Краткая аннотация лекции. 

В лекции рассматриваются основные понятия рекурсии в контексте разработки алгоритмов с помощью рекурсивной триады, дается представление о ресурсной эффективности и о методе оценки рекурсивных алгоритмов через подсчет вершин рекурсивного дерева.
Цель лекции: изучить понятие, виды рекурсии и рекурсивную триаду, научиться разрабатывать рекурсивную триаду при решении задач на языке C++.

Текст лекции.
Одной из идей процедурного программирования, которая оформилась в начале шестидесятых годов ХХ века, стало активное применение в практике программирования некоторого метода, основанного на организации серий взаимных обращений программ (функций) друг к другу. Вопросы об эффективности использования данного метода при разработке алгоритмических моделей актуальны и в настоящее время, несмотря на существование различных парадигм программирования, создание новых и совершенствование существующих языков программирования. Речь идет о рекурсивном методе в программировании, который рассматривается альтернативным по отношению к итерационному.

Рекурсия – это определение объекта через обращение к самому себе.

Рекурсивный алгоритм – это алгоритм, в описании которого прямо или косвенно содержится обращение к самому себе. В технике процедурного программирования данное понятие распространяется на функцию, которая реализует решение отдельного блока задачи посредством вызова из своего тела других функций, в том числе и себя самой. Если при этом на очередном этапе работы функция организует обращение к самой себе, то такая функция является рекурсивной. 
Прямое обращение функции к самой себе предполагает, что в теле функции содержится вызов этой же функции, но с другим набором фактических параметров. Такой способ организации работы называется прямой рекурсией. Например, чтобы найти сумму первых n натуральных чисел, надо сумму первых 
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 чисел сложить с числом n, то есть имеет место зависимость: 
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 происходит с помощью аналогичных рассуждений. Такая цепочка взаимных обращений в конечном итоге сведется к вычислению суммы одного первого элемента, которая равна самому элементу.
При косвенном обращении функция содержит вызовы других функций из своего тела. При этом одна или несколько из вызываемых функций на определенном этапе обращаются к исходной функции с измененным набором входных параметров. Такая организация обращений называется косвенной рекурсией. Например, поиск максимального элемента в массиве размера n можно осуществлять как поиск максимума из двух чисел: одно их них – это последний элемент массива, а другое является максимальным элементом в массиве размера 
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. Для нахождения максимального элемента массива размера 
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 применяются аналогичные рассуждения. В итоге решение сводится к поиску максимального из первых двух элементов массива.

Рекурсивный метод в программировании предполагает разработку решения задачи, основываясь на свойствах рекурсивности отдельных объектов или закономерностей. При этом исходная задача сводится к решению аналогичных подзадач, которые являются более простыми и отличаются другим набором параметров. 

Разработке рекурсивных алгоритмов предшествует рекурсивная триада – этапы моделирования задачи, на которых определяется набор параметров и соотношений между ними. Рекурсивную триаду составляют параметризация, выделение базы и декомпозиция.

На этапе параметризации из постановки задачи выделяются параметры, которые описывают исходные данные. При этом некоторые дальнейшие разработки решения могут требовать введения дополнительных параметров, которые не оговорены в условии, но используются при составлении зависимостей. Необходимость в дополнительных параметрах часто возникает также при решении задач оптимизации рекурсивных алгоритмов, в ходе которых сокращается их временная сложность.

Выделение базы рекурсии предполагает нахождение в решаемой задаче тривиальных случаев, результат для которых очевиден и не требует проведения расчетов. Верно найденная база рекурсии обеспечивает завершенность рекурсивных обращений, которые в конечном итоге сводятся к базовому случаю. Переопределение базы или ее динамическое расширение в ходе решения задачи часто позволяют оптимизировать рекурсивный алгоритм за счет достижения базового случая за более короткий путь обращений.

Декомпозиция представляет собой сведение общего случая к более простым подзадачам, которые отличаются от исходной задачи набором входных данных. Декомпозиционные зависимости описывают не только связь между задачей и подзадачами, но и характер изменения значений параметров на очередном шаге. От выбранных отношений зависит трудоемкость алгоритма, так как для одной и той же задачи могут быть составлены различные зависимости. Пересмотр отношений декомпозиции целесообразно проводить  комплексно, то есть параллельно с корректировкой параметров и анализом базовых случаев.
Анализ трудоемкости рекурсивных алгоритмов методом подсчета вершин дерева рекурсии

Рекурсивные алгоритмы относятся к классу алгоритмов с высокой ресурсоемкостью, так как при большом количестве самовызовов рекурсивных функций происходит быстрое заполнение стековой области. Кроме того, организация хранения и закрытия очередного слоя рекурсивного стека являются дополнительными операциями, требующими временных затрат. На трудоемкость рекурсивных алгоритмов влияет и количество передаваемых функцией параметров.

Рассмотрим один из методов анализа трудоемкости рекурсивного алгоритма, который строится на основе подсчета вершин рекурсивного дерева. Для оценки трудоемкости рекурсивных алгоритмов строится полное дерево рекурсии. Оно представляет собой граф, вершинами которого являются наборы фактических параметров при всех вызовах функции, начиная с первого обращения к ней, а ребрами – пары таких наборов, соответствующих взаимным вызовам. При этом вершины дерева рекурсии соответствуют фактическим вызовам рекурсивных функций. Следует заметить, что одни и те же наборы параметров могут соответствовать разным вершинам дерева. Корень полного дерева рекурсивных вызовов – это вершина полного дерева рекурсии, соответствующая начальному обращению к функции.
Важной характеристикой рекурсивного алгоритма является глубина рекурсивных вызовов – наибольшее одновременное количество рекурсивных обращений функции, определяющее максимальное количество слоев рекурсивного стека, в котором осуществляется хранение отложенных вычислений. Количество элементов полных рекурсивных обращений всегда не меньше глубины рекурсивных вызовов. При разработке рекурсивных программ необходимо учитывать, что глубина рекурсивных вызовов не должна превосходить максимального размера стека используемой вычислительной среды. 
При этом объем рекурсии ( это одна из характеристик сложности рекурсивных вычислений для конкретного набора параметров, представляющая собой количество вершин полного рекурсивного дерева без единицы.
Будем использовать следующие обозначения для конкретного входного параметра D:
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 – объем рекурсии без листьев (внутренние вершины),
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 – количество листьев дерева рекурсии,
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 – глубина рекурсии.
Например, для вычисления n-го члена последовательности Фибоначчи разработана следующая рекурсивная функция:

int Fib(int n){ //n – номер члена последовательности
  if(n<3) return 1; //база рекурсии

  return Fib(n-1)+Fib(n-2); //декомпозиция 

}
Тогда полное дерево рекурсии для вычисления пятого члена последовательности Фибоначчи будет иметь вид (рис. 1):
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Рис. 1. Полное дерево рекурсии для пятого члена последовательности Фибоначчи

Характеристиками рассматриваемого метода оценки алгоритма будут следующие величины.

	D = 5
	D = n
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Пример 1.  Задача о разрезании прямоугольника на квадраты.

Дан прямоугольник, стороны которого выражены натуральными числами. Разрежьте его на минимальное число квадратов с натуральными сторонами. Найдите число получившихся квадратов.

Разработаем рекурсивную триаду.

Параметризация: m, n – натуральные числа, соответствующие размерам прямоугольника.

База рекурсии: для m=n число получившихся квадратов равно 1, так как данный прямоугольник уже является квадратом.

Декомпозиция: если m ( n, то возможны два случая m < n или m > n. Отрежем от прямоугольника наибольший по площади квадрат с натуральными сторонами. Длина стороны такого квадрата равна наименьшей из сторон прямоугольника. После того, как квадрат будет отрезан, размеры прямоугольника станут следующие: большая сторона уменьшится на длину стороны квадрата, а меньшая не изменится. Число искомых квадратов будет вычисляться как число квадратов, на которые будет разрезан полученный прямоугольник, плюс один (отрезанный квадрат). К получившемуся прямоугольнику применим аналогичные рассуждения: проверим на соответствие базе или перейдем к декомпозиции (рис. 2).
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Рис. 2. Пример разрезания прямоугольника 135 на квадраты

#include "stdafx.h"

#include <iostream>

using namespace std;

int kv(int m,int n);

int _tmain(int argc, _TCHAR* argv[]) {

  int a,b,k;

  printf("Введите стороны прямоугольника->");

  scanf("%d%d",&a,&b);

  k = kv(a,b);

  printf("Прямоугольник со сторонами %d и %d можно разрезать 
          на %d квадратов",a,b,k);

  system("pause");

  return 0;

}

int kv(int m,int n){ //m,n – стороны прямоугольника

  if(m==n) return 1; //база рекурсии

  if(m>n) return 1+kv(m-n,n); //декомпозиция для m>n
  return 1+kv(m,n-m); //декомпозиция для m<n
}

Характеристиками рассматриваемого метода оценки алгоритма будут следующие величины (рис. 3).
	D = (13, 5)
	D = (m, n), m ≥ n, худший случай
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Рис. 3. Пример полного дерева рекурсии для разрезания прямоугольника 135 на квадраты
Пример 2.  Задача о нахождении центра тяжести выпуклого многоугольника.

Выпуклый многоугольник задан на плоскости координатами своих вершин. Найдите его центр тяжести.

Разработаем рекурсивную триаду.

Параметризация: x, y – вещественные массивы, в которых хранятся координаты вершин многоугольника; n – это число вершин многоугольника, по условию задачи, 
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 так как минимальное число вершин имеет двуугольник (отрезок).
База рекурсии: для 
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 в качестве многоугольника рассматривается отрезок, центром тяжести которого является его середина (рис. 4А). При этом середина делит отрезок в отношении 1 : 1. Если координаты концов отрезка заданы как 
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, то координаты середины вычисляются по формуле:
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Декомпозиция: если 
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, то рассмотрим последовательное нахождение центров тяжести треугольника, четырехугольника и т.д. 

Для 
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=

n

 центром тяжести треугольника является точка пересечения его медиан, которая делит каждую медиану в отношении 2 : 1, считая от вершины. Но основание медианы – это середина отрезка, являющегося стороной треугольника. Таким образом, для нахождения центра тяжести треугольника необходимо: найти центр тяжести стороны треугольника (отрезка), затем разделить в отношении 2 : 1, считая от вершины, отрезок, образованный основанием медианы и третьей вершиной (рис. 4B).

Для 
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 центром тяжести четырехугольника является точка, делящая в отношении 3 : 1, считая от вершины, отрезок: он образован центром тяжести треугольника, построенного на трех вершинах, и четвертой вершиной (рис. 4C).
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Рис. 4. Примеры построения центров тяжести многоугольников
Таким образом, для нахождения центра тяжести n-угольника необходимо разделить в отношении 
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 : 1, считая от вершины, отрезок: он образован центром тяжести 
[image: image82.wmf])

1

(

-

n

-угольника и n-ой вершиной рассматриваемого многоугольника. Если концы отрезка заданы координатами вершины 
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, то при делении отрезка в данном отношении получаем координаты:
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#include "stdafx.h"

#include <iostream>

using namespace std;

#define max 20

void centr(int n,float *x, float *y, float *c);

int _tmain(int argc, _TCHAR* argv[]){

  int m, i=0;

  FILE *f;

  if ( ( f = fopen("in.txt", "r") ) == NULL )

    perror("in.txt");

  else {

    fscanf(f, "%d",&m);

    printf("\n%d",m);

    if ( m < 2 || m > max ) //вырожденный многоугольник

      printf ("Вырожденный многоугольник");

    else {

     float *px,*py,*pc;

      px = new float[m];

      py = new float[m]; 

      pc = new float[2]; 

      pc[0] = pc[1] = 0;

      while(i<m) {

        fscanf(f, "%f %f",&px[i], &py[i]); 

        printf("\n%f %f",px[i], py[i]); 

        i++;

      } 

      centr(m,px,py,pc);

      printf ("\nЦентр тяжести имеет координаты: 
              (%.4f, %.4f)",pc[0],pc[1]);

      delete [] pc;

      delete [] py;

      delete [] px;

    }

    fclose(f); 

  }

  system("pause");

  return 0;

}

void centr(int n,float *x, float *y, float *c){        

//n - количество вершин, 
//x,y - координаты вершин,
//c - координаты центра тяжести

  if(n==2){ //база рекурсии

           c[0]=(x[0]+x[1])/2; 

           c[1]=(y[0]+y[1])/2;

          }         

  if(n>2) { //декомпозиция

           centr(n-1,x,y,c);

           c[0]= (x[n-1] + (n-1)*c[0])/n;

           c[1]= (y[n-1] + (n-1)*c[1])/n;

         }

}

Характеристиками рассматриваемого метода оценки алгоритма будут следующие величины.
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Однако в данном случае для более достоверной оценки необходимо учитывать емкостные характеристики алгоритма.

Пример 3.  Задача о разбиении целого на части.

Найдите количество разбиений натурального числа на сумму натуральных слагаемых.
Разбиение подразумевает представление натурального числа в виде суммы натуральных слагаемых, при этом суммы должны отличаться набором чисел, а не их последовательностью. В разбиение также может входить одно число. 

Например, разбиение числа 6 будет представлено 11 комбинациями:

6
5+1
4+2,  4+1+1
3+3,  3+2+1,  3+1+1+1
2+2+2,  2+2+1+1,  2+1+1+1+1
1+1+1+1+1+1
Рассмотрим решение в общем виде. Пусть зависимость 
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 вычисляет количество разбиений числа n на сумму слагаемых, не превосходящих k. Опишем свойства 
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Если в сумме все слагаемые не превосходят 1, то такое представление единственно, то есть 
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Если рассматриваемое число равно 1, то при любом натуральном значении второго параметра разбиение также единственно: 
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Если второй параметр превосходи значение первого 
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, так как для представления натурального числа в сумму не могут входить числа, превосходящие его.

Если в сумму входит слагаемое, равное первому параметру, то такое представление также единственно (содержит только это слагаемое), поэтому имеет место равенство: 
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Осталось рассмотреть случай 
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. Разобьем все представления числа n на непересекающиеся разложения: в одни обязательно будет входить слагаемое k, а другие суммы не содержат k. Первая группа сумм, содержащая k, эквивалентна зависимости 
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, что следует после вычитания числа k из каждой суммы. Вторая группа сумм содержит разбиение числа n на слагаемые, каждое из которых не превосходит 
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Разработаем рекурсивную триаду. 
Параметризация: Рассмотрим разбиение натурального числа n на сумму таких слагаемых, которые не превосходят натурального числа k. 

База рекурсии: исходя из свойств рассмотренной зависимости, выделяются два базовых случая: 

при 
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Декомпозиция: общий случай задачи сводится к трем случаям, которые и составляют декомпозицонные отношения.

при 
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при 
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#include "stdafx.h"

#include <iostream>

using namespace std;

unsigned long int Razbienie(unsigned long int n, 
                            unsigned long int k);

int _tmain(int argc, _TCHAR* argv[]){

  unsigned long int number, max,num;

  printf ("\nВведите натуральное число: ");

  scanf ("%d", &number);

  printf ("Введите максимальное натуральное слагаемое в 

           сумме: ");

  scanf ("%d", &max); 

  num=Razbienie(number,max);

  printf ("Число %d можно представить в виде суммы с 

           максимальным слагаемым %d.", number, max);

  printf ("\nКоличество разбиений равно %d",num);

  system("pause");

  return 0;

}

unsigned long int Razbienie(unsigned long int n,
                            unsigned long int k){

  if(n==1 || k==1)  return 1;

  if(n<=k)  return Razbienie(n,n-1)+1;        

  return Razbienie(n,k-1)+Razbienie(n-k,k);

}

Пример 4.  Задача о переводе натурального числа в шестнадцатеричную систему счисления.

Дано натуральное число, не выходящее за пределы типа unsigned long. Число представлено в десятичной системе счисления. Переведите его в систему счисления с основанием 16.

Пусть требуется перевести целое число n из десятичной в р-ичную систему счисления (по условию задачи, р = 16), то есть найти такое k, чтобы выполнялось равенство 
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Параметризация: n – данное натуральное число, р – основание системы счисления. 

База рекурсии: на основании правил перевода чисел из десятичной системы в систему счисления с основанием р, деление нацело на основание системы выполняется до тех пор, пока неполное частное не станет равным нулю, то есть: если целая часть частного n и р равна нулю, то k = n. Данное условие можно реализовать иначе, сравнив n и р: целая часть частного равна нулю, если n < р.
Декомпозиция: в общем случае k формируется из цифр целой части частного n и р, представленной в системе счисления с основанием р, и остатка от деления n на p.
#include "stdafx.h"

#include <iostream>

using namespace std;

#define maxline 50 

void perevod( unsigned long n, unsigned int p,FILE *pf);

int _tmain(int argc, _TCHAR* argv[]){

  unsigned long number10;

  unsigned int osn=16; 

  char number16[maxline];

  FILE *f;

  if ((f=fopen("out.txt", "w"))==NULL)

    perror("out.txt");

  else {

    printf ("\nВведите число в десятичной системе: "); 

    scanf("%ld", &number10);

    perevod(number10, osn, f); 

   fclose(f);

  }

  if ((f=fopen("out.txt", "r"))==NULL)

    perror("out.txt"); 

  else {  

    fscanf(f,"%s",number16);

    printf("\n %ld(10)=%s(16)", number10, number16);

    fclose(f); 

  }

  system("pause");

  return 0;

}

void perevod(unsigned long n, unsigned int p, FILE *pf){

  char c;

  unsigned int r;

  if(n >= p) perevod (n/p, p, pf);//декомпозиция

  r=n%p;

  c=r < 10 ? char (r+48) : char (r+55);

  putc(c, pf);

}

Ключевые термины

База рекурсии – это тривиальный случай, при котором решение задачи очевидно, то есть не требуется обращение функции к себе.

Глубина рекурсивных вызовов – это наибольшее одновременное количество рекурсивных обращений функции, определяющее максимальное количество слоев рекурсивного стека. 

Декомпозиция – это выражение общего случая через более простые подзадачи с измененными параметрами.

Корень полного дерева рекурсивных вызовов – это вершина полного дерева рекурсии, соответствующая начальному обращению к функции.
Косвенная (взаимная) рекурсия – это последовательность взаимных вызовов нескольких функций, организованная в виде циклического замыкания на тело первоначальной функции, но с иным набором параметров.

Объем рекурсии ( это характеристика сложности рекурсивных вычислений для конкретного набора параметров, представляющая собой количество вершин полного рекурсивного дерева без единицы.

Параметризация – это выделение из постановки задачи параметров, которые используются для описания условия задачи и решения.

Полное дерево рекурсии – это граф, вершинами которого являются наборы фактических параметров при всех вызовах функции, начиная с первого обращения к ней, а ребрами – пары таких наборов, соответствующих взаимным вызовам.

Прямая рекурсия – это непосредственное обращение рекурсивной функции к себе, но с иным набором входных данных. 

Рекурсивная триада – это этапы решения задач рекурсивным методом.

Рекурсивная функция – это функция, которая в своем теле содержит обращение к самой себе с измененным набором параметров.

Рекурсивный алгоритм – это алгоритм, в определении которого содержится прямой или косвенный вызов этого же алгоритма. 

Рекурсия – это определение объекта посредством ссылки на себя. 

Краткие итоги

1. Рекурсия характеризуется определением объекта посредством ссылки на себя.

2. Рекурсивные алгоритмы содержат в своем теле прямое или опосредованное обращение с самим себе.

3. Рекурсивные функции содержат в своем теле обращение к самим себе с измененным набором параметров в виде прямой рекурсии. При этом обращение к себе может быть организовано посредством косвенной рекурсии – через цепочку взаимных обращений функций, замыкающихся в итоге на первоначальную функцию.

4. Решение задач рекурсивными способами проводится посредством разработки рекурсивной триады.

5. Целесообразность применения рекурсии в программировании обусловлена спецификой задач, в постановке которых явно или опосредовано указывается на возможность сведения задачи к подзадачам, аналогичным самой задаче.

6. Рекурсивные методы решения задач широко используются при моделировании задач из различных предметных областей.
7. Рекурсивные алгоритмы относятся к ресурсоемким алгоритмам. Для оценки сложности рекурсивных алгоритмов учитывается число вершин полного рекурсивного дерева, количество передаваемых параметров, временные затраты на организацию стековых слоев.
Набор для практики

Вопросы

7. Можно ли случай косвенной рекурсии свести к прямой рекурсии? Ответ обоснуйте.

8. Может ли рекурсивная база содержать несколько тривиальных случаев? Ответ обоснуйте.

9. Являются ли параметры, база и декомпозиция единственными для конкретной задачи? Ответ обоснуйте.

10. С какой целью в задачах происходит пересмотр или корректировка выбранных параметров, выделенной базы или случая декомпозиции?

11. Является ли рекурсия универсальным способом решения задач? Ответ обоснуйте.

12. Почему для оценки трудоемкости рекурсивного алгоритма недостаточно одного метода подсчета вершин рекурсивного дерева?

13. Выполните оценку алгоритма из Примера 3 методом подсчета вершин рекурсивного дерева для случая n = 6, k = 6.

Упражнения

6. Наберите коды программ из Примеров 1-4. Выполните компиляцию и запуск программ.

7. Разработайте рекурсивную функцию, подсчитывающую количество способов разбиения выпуклого многоугольника на треугольники непересекающимися диагоналями.

8. В Фибоначчиевой системе счисления числа формируются по правилам.

· Используются только символы 0 и 1;

· Каждый разряд соответствует элементу последовательности Фибоначчи 1, 2, 3, 5, 8, …, то есть указывает на наличие или отсутствие такового;

· В соседних разрядах не могут стоять символы 1, так как это автоматически означает формирование следующего за ними разряда. Например, 1710 = 1310 + 310 + 110 = 100101ф.

Составьте программу перевода числа из десятичной системы в Фибоначчиевую. Считать входные данные введенными корректно.

9. Найдите походящие дроби рационального числа 
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 (х – неотрицательно, у – положительно). Например, 
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, то есть для х = 5, у = 6 ответом будет последовательность [0; 1, 5].

10. Вычислите определитель квадратной матрицы размера 
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Лекция 35. Решение задач на использование рекурсивных алгоритмов. 

Краткая аннотация лекции. 

В лекции рассматриваются опорные схемы решения задач рекурсивными способами, приводятся примеры разработки рекурсивных функций с помощью опорных схем.
Цель лекции: изучить рекурсивные алгоритмы и основные схемы решения задач рекурсивными способами, научиться применять рекурсивные алгоритмы при решении задач на языке C++.

Текст лекции.
В построении алгоритмов решения задачи важным является формирование общих подходов к выбору способа решения. Универсального метода, гарантирующего верный и оптимальный алгоритм решения для любой задачи, не существует. В частности, сведение решения к выбору итерационного или рекурсивного способа построения алгоритма зависит от результатов анализа постановки задачи. Поэтому необходимо иметь представление о возможных направлениях анализа решаемой задачи. 
Разбиение задачи на подзадачи. Метод процедурной абстракции, положенный в основу процедурного программирования, предполагает выделение в задаче отдельных модулей, в дальнейшем реализуемых посредством функций. В процессе анализа задачи возможны случаи:

· разбиение условий задачи на части;
· разбиение требований задачи на части;
· разбиение области определения задачи на части.

Преобразования задачи. Последовательные преобразования решаемой задачи в цепочку эквивалентных задач сводятся к получению задачи, решение которой может быть получено более простым способом или уже известно. При этом эквивалентность задач понимается как совпадение их множеств решений, а преобразование должно не менять языка, ее записи. В противном случае это уже будет не преобразование, а моделирование.

Моделирование. В процессе работы над условием происходит замена исходной задачи ее моделью: текстовая задача переводится в уравнение, систему уравнений или неравенств. При этом проводится детальное исследование возможных ошибок или погрешностей метода, учет которых входит в алгоритмизацию задачи.
Введение вспомогательных элементов. В постановке задачи не всегда явно указывается набор данных, которые оказывают влияние на получение результата. Например, решение квадратного уравнения на множестве действительных чисел сводится к вычислению и анализу значения дискриминанта, о котором в постановке задачи ничего не сказано. Выделим следующие случаи:

· введение недостающих по смыслу задачи элементов между данными и искомыми элементами (дополнительное построение на чертеже, новые переменные для составления уравнений и т.п.);

· преднамеренное погружение задачи в большую размерность, то есть введение дополнительных параметров, не связанных с существом задачи.

С учетом вышеизложенного рассмотрим существующие подходы к выбору рекурсии как метода решения задач, то есть выделим основные опорные схемы рекурсивных вычислений: 

· «Увидеть»;

· «Переформулировать»;

· «Обобщить»;

· «Использовать характеристическое свойство»;

· «Перенести часть условий в проверку»;

· «Обратить функцию»;

· «Найти родственника».

Опорные схемы по своей сути не являются реальной классификацией методов решения задач с использованием рекурсии. Одна и та же задача, исследуемая с опорой на разные схемы, может приводить к одному и тому же рекурсивному алгоритму. Более того, иногда достаточно трудно однозначно утверждать, что при решении задачи применялась именно конкретная схема. Однако опорные схемы определяют подходы к анализу условия задачи, опираясь на которые можно выработать метод ее решения.

Опорная схема «Увидеть» 

Данная опорная схема является наиболее естественной, так как содержится в постановке задачи. Для разработки триады достаточно использовать параметры, тривиальный случай и соотношения, непосредственно вытекающие из условия.
Опорная схема «Переформулировать» 

Часто в условии задачи не только не обозначена рекурсия, но и сама задача не является алгоритмически сформулированной. Иногда ее простая перефразировка, а чаще построение математической модели позволяют обнаружить первоначально скрытую рекурсию. 

Рассмотрим задачу о динамике вклада. Большой выбор простых содержательных задач, допускающих рекурсивное решение, можно встретить в сфере банковской деятельности. Рассмотрим несколько различных рекурсивных вариантов решения задачи о динамике вклада. 

Вкладчик положил в банк сумму в sum денежных единиц под p процентов за один период времени. Составим функцию, возвращающую величину вклада по истечении n периодов времени.
Вычисление значения величины вклада можно проводить по известной формуле сложных процентов: 
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. Но рассмотрим рекурсивный вариант алгоритма решения задачи. 
Параметризация: выбор параметров следует непосредственно из условия задачи, то есть sum – первоначальный размер положенной суммы, p – процент вклада, n – количество периодов хранения вклада.

База рекурсии: для 
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 размер суммы не изменится, то есть останется sum.

Декомпозиция: если 
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[image: image127.wmf])

1

(

-

n

 периодов, увеличенная на процент p.
float Deposit(float sum, float p, int n){

  if(n==0) return sum; //база рекурсии
  return Deposit(sum,p,n-1)*(1+p/100); //декомпозиция 

}
Общее количество рекурсивных вызовов при вычислении Deposit(sum, p, n) равно n. Можно уменьшить это значение до величины порядка   
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исходя из следующих двух декомпозиционных посылок, описывающих случаи четного и нечетного n.
float DepositNew(float sum, float p, int n){

  if (n==0) return sum ;// база рекурсии
  if (n%2==0) //декомпозиция для четного n
      return sum*pow(DepositNew(1.0,p,n/2),2);

  //декомпозиция для нечетного n

  return sum*(1+p/100)*DepositNew(1.0,p,n-1); 

}
Опорная схема «Обобщить»
Если из постановки задачи рекурсию извлечь не удается, то за счет перехода к ее некоторому обобщению иногда это сделать возможно. Как правило, это обобщение протекает за счет введения дополнительных параметров, то есть намеренного погружения исходной задачи в пространство большей размерности, чем это обусловлено ее основными параметрами. Поэтому данную опорную схему иногда называют «Погрузить» или «Вложить». Использование рассматриваемой схемы предполагает, что из решения обобщенной задачи может быть получено решение исходной задачи. В некоторых случаях данная схема может быть использована для улучшения быстродействия алгоритма или для перехода от одного типа рекурсии к другому. При этом «Обобщение» является наиболее общей и часто используемой схемой при решении многих задач рекурсивными алгоритмами.

Стоит отметить еще одно обстоятельство, связанное с данной схемой. Имея свободу выбора обобщения исходной задачи, мы, тем не менее, ограничены жесткими рамками, регламентирующими этот выбор: решение (доказательство) обобщения должно быть по возможности простым и из него должно легко выделяться решение исходной задачи. 

Рассмотрим задачу под названием «Абракадабра». Последовательность из латинских букв строится следующим образом. На нулевом шаге она пуста. На каждом последующем шаге последовательность удваивается, то есть приписывается сама к себе, и к ней слева добавляется очередная буква алфавита (a, b, c, …). По заданному числу n определить символ, который стоит на n-м месте последовательности, получившейся после шага 26. 

Приведем первые шаги формирования последовательности: 0 ( пустая последовательность, 1 ( «a», 2 ( «baa», 3 ( «cbaabaa», 4 ( «dcbaabaacbaabaa» и так далее по закономерности. Данный процесс носит рекурсивный характер. 
Параметризация. Построим более общую функцию, чем это требуется по условиям задачи. Пусть значение функции Abra(k,n) ( n-я буква в последовательности, полученной на шаге k (k = 1, …, 26). Будем возвращать значение функции в виде целочисленного кода, соответствующего требуемому символу.

База рекурсии. Значение Abra(k,1) равно k-й букве латинского алфавита. Этот факт можно взять в качестве базы рекурсии. 

Декомпозицию удобно организовать по k, проводя «раскрутку» последовательности по шагам в обратном направлении. Это приводит к следующей зависимости:
· если 
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· если 
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int Abra(int k, int n){ 

  if (n > pow(2, k-1)-1 || k > 26) return 0; 

  //корректность входных данных

  if (n == 1) return k+96; //база рекурсии

  return Abra(k-1, n-(n <= pow(2, k-1) ? 1 : pow(2, k-1))); 

  //декомпозиция

}

Опорная схема «Характеристические свойства»
Совокупность всех или части условий любой задачи, оформленная в виде некоторого предиката над наборами входных данных и возможных результатов, назовем характеристическим свойством задачи. Если в предикате задействованы все условия задачи, то характеристическое свойство и соответствующий предикат назовем полным, если нет, ( частичным. Формальная запись полного или частичного предиката, с одной стороны, позволяет проводить независимую проверку правильности работы ранее разработанных алгоритмов решения данной задачи, а с другой стороны, может оказать существенную помощь для отыскания новых рекурсивных алгоритмов ее решения. Остановимся на примерах, иллюстрирующих второй вариант использования характеристических свойств задачи. 
Рассмотрим задачу о «Допустимых последовательностях». Последовательность 
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 длины N, составленная из символов 0 и 1, называется допустимой, если в ней нет двух подряд идущих символов 1. В противном случае 
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 ( общее количество допустимых последовательностей для натурального значения N.

Методом полного перебора эту задачу можно решить лишь при небольших значениях N, так как количество всевозможных последовательностей равно 
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Пусть набор представлен в виде вектора v с компонентами 0 и 1 (с нумерацией их от 0 до 
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, истинный только на допустимых наборах v. Формализованная запись этого предиката выглядит следующим образом:

[image: image139.wmf]=

=

=

Ø

-

£

£

"

=

+

)))

1

)(

1

((

))(

2

0

(

(

)

(

1

i

i

v

v

N

i

v

P



[image: image140.wmf]=

=

Ù

=

Ú

=

Ù

=

Ú

=

Ù

=

-

£

£

"

=

+

+

+

))

1

(

)

0

(

)

0

(

)

0

(

)

0

(

)

1

))((

2

0

(

(

1

1

1

i

i

i

i

i

i

v

v

v

v

v

v

N

i
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Фактически формальными преобразованиями предиката мы получили его декомпозицию, то есть множество 
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 допустимых векторов длины N (N ( 3) можно представить в виде объединения двух непересекающихся подмножеств: 
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Здесь под декартовыми произведениями 
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 понимаются множества векторов длины N. В первом случае последняя компонента векторов равна 0, а первые 
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 компонентов составляют допустимые векторы длиной 
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. Во втором случае последние две компоненты равны соответственно 0 и 1, а первые 
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 компоненты составляют допустимые векторы длины 
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. Отсюда вытекает справедливость следующего рекуррентного соотношения:  
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Таким образом, 
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, то есть  искомая последовательность 
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 есть сдвиг последовательности Фибоначчи 
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 на два элемента влево. Для вычисления 
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 можно написать рекурсивную функцию, аналогичную функции вычисления членов последовательности Фибоначчи.

Опорная схема «Перенести часть условий в проверку»
Во многих задачах, сводящихся к рекурсивным алгоритмам, рекурсия в явном виде сразу не обнаруживается или достаточно сложна для алгоритмической реализации. Однако удаление части условий из задачи приводит к новой вспомогательной задаче, рекурсивный алгоритм решения которой строится достаточно несложно. В этом случае чтобы узнать, является ли полученный для новой задачи ответ (ответы) решением исходной задачи, необходимо проверить, выполняются ли для него ранее удаленные условия или нет. 
Если решение задачи сводится к вычислению значения истинности некоторого предиката, непосредственно построенного из конъюнкции условий задачи на наборах входных данных, то описанная схема допускает возможность проверки выполнимости удаляемых условий как до использования рекурсивного алгоритма решения вспомогательной задачи, так и после этого. При этом рассматриваемая опорная схема может использоваться как конкретная разновидность схемы «Обобщить». Перенося одно или несколько условий исходной задачи в проверку, то есть, фактически временно отбрасывая их, мы получаем новую задачу, являющуюся естественных обобщением решаемой задачи. Иногда бывает удобно или более естественно схему «Перенести часть условий в проверку» интерпретировать как разновидность схемы «Переформулировать».
Опорная схема «Обратить функцию»
Задачи на обращение функций являются достаточно распространенными. Иногда возникает вопрос об обращении функций, заданных посредством алгоритмов. Пусть, например, относительно параметра 
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, где X и Y ( множества. Тогда знание обратной для f рекурсивной функции 
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 сразу же позволило бы решить исходное уравнение: 
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Поэтому умение «обратить» алгоритм является хотя и непростым, но достаточно полезным и эффективным подспорьем в решении задач рекурсивными методами. Реальное использование данной опорной схемы проводится так. Алгоритм решения исходной задачи нам неизвестен. Возможно, он не подходит по причине сложности или плохой эффективности. Однако для какой-либо из обратных для решаемой задачи удается построить алгоритм решения. В некоторых случаях простые рассуждения, приводящие к незначительным изменениям обратной задачи, позволяют получить конкретный искомый алгоритм. 
Для рассуждений и изменений сложно дать какие-либо общие рекомендации, так как они жестко связаны с содержанием рассматриваемой задачи, выбором для нее обратной задачи и алгоритма решения. Многое здесь зависит от того, какую из обратных задач мы выбрали. 
Опорная схема «Найти родственника»
Иногда исходная задача естественным образом распадается на две или более вспомогательные родственные задачи так, что в совокупности, взаимно дополняя друг друга, они уже будут определять вполне просматриваемую косвенную рекурсию.  

Рассмотрим пример, связанный с экзотическими средними. Пусть 
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 ( два положительных числа (
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). Составим их среднее арифметическое и среднее геометрическое. Продолжим этот процесс рекурсивно. Если числа 
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 следующим образом: 
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Можно показать, что 
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. Откуда вытекает, что обе последовательности 
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 с двух разных сторон монотонно стремятся к общему пределу, который называют средним арифметико-геометрическим или экзотическим средним исходных чисел 
[image: image181.wmf]0

a

 и 
[image: image182.wmf]0

b

. Таким образом, при любом заданном n 
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 служат приближениями сверху и снизу для среднего арифметико-геометрического 
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. Для поиска экзотического среднего можно составить функцию, реализующую косвенную рекурсию. При этом параметризация, база и декомпозиция в явном виде приведены в задаче.

#include "stdafx.h"

#include <iostream>

using namespace std;

float Arifm(int n, float a, float b);

float Geom(int n, float a, float b);

int _tmain(int argc, _TCHAR* argv[]){

  int n;

  float a,b;

  do {

  printf ("a>0, a=");

  scanf("%f",&a);  

  printf ("b>0, b=");

  scanf("%f",&b); 

  printf ("n>0, n=");

  scanf("%d",&n); }

  while (a<=0 || b<=0 || n<=0);

  printf("Exotic: between %f and %f",
          Arifm(n,a,b),Geom(n,a,b));

  system("pause");

  return 0;

}

float Arifm(int n, float a, float b){ 

  if (n==0) return a;

  return (Arifm (n-1,a,b)+Geom(n-1,a,b))/2;

}

float Geom(int n, float a, float b){ 

  if (n==0) return b;

  return pow(double(Arifm (n-1,a,b)*Geom(n-1,a,b)),0.5);

}

Ключевые термины

«Использовать характеристическое свойство» – это опорная схема решения задачи рекурсивными способами, которая предполагает строить решение на общем свойстве, которым обладают представленные в задаче объекты.

«Найти родственника» – это опорная схема решения задачи рекурсивными способами, которая предполагает разделение задачи естественным образом на две или более вспомогательные родственные задачи так, что в совокупности, взаимно дополняя друг друга, они уже будут определять рекурсию.
«Обобщить» – это опорная схема решения задачи рекурсивными способами, которая предполагает решение задачи в общем виде с целью нахождения частного решения.

«Обратить функцию» – это опорная схема решения задачи рекурсивными способами, которая предполагает перейти от задачи к решению обратной для нее.

«Перенести часть условий в проверку» – это опорная схема решения задачи рекурсивными способами, которая предполагает упрощение рекурсивных отношений за счет сведения задачи к эквивалентной подзадаче, отличающейся от исходной рядом условий.

«Переформулировать» – это опорная схема решения задачи рекурсивными способами, которая предполагает перефразировать условие или построить математическую модель с целью обнаружить первоначально скрытую рекурсию.

«Увидеть» – это опорная схема решения задачи рекурсивными способами, которая предполагает использовать рекурсию, заданную условии в явном виде.

Введение вспомогательных элементов – это прием использования при решении задачи дополнительных параметров, явно не указанных в постановке задачи.

Моделирование – это замена исходной задачи ее моделью в виде математических описаний.
Опорные схемы рекурсивных вычислений – это подходы к выбору рекурсии как метода решения задач.

Преобразования задачи – это последовательные модификации решаемой задачи в цепочку эквивалентных задач, решение которых может быть получено более простым способом или уже известно.
Разбиение задачи на подзадачи – это выделение в задаче отдельных модулей, в дальнейшем реализуемых посредством функций.

Краткие итоги

1. Решение задач рекурсивными способами не всегда явно следует из постановки задачи.
2. Рекурсия не является универсальным методом построения алгоритмов. Ее следует рассматривать как альтернативный итерационному метод.
3. Опорные схемы решения задач рекурсивными способами являются направлениями, задающими ход рассуждений при разработке триады.

4. «Использовать характеристическое свойство» является опорной схемой решения задачи рекурсивными способами, которая предполагает строить решение на общем свойстве, которым обладают представленные в задаче объекты.

5. «Найти родственника» является опорной схемой решения задачи рекурсивными способами, которая предполагает разделение задачи естественным образом на две или более вспомогательные родственные задачи так, что в совокупности, взаимно дополняя друг друга, они уже будут определять рекурсию.

6. «Обобщить» является опорной схемой решения задачи рекурсивными способами, которая предполагает решение задачи в общем виде с целью нахождения частного решения.

7. «Обратить функцию» является опорной схемой решения задачи рекурсивными способами, которая предполагает перейти от задачи к решению обратной для нее.

8. «Перенести часть условий в проверку» является опорной схемой решения задачи рекурсивными способами, которая предполагает упрощение рекурсивных отношений за счет сведения задачи к эквивалентной подзадаче, отличающейся от исходной рядом условий.

9. «Переформулировать» является опорной схемой решения задачи рекурсивными способами, которая предполагает перефразировать условие или построить математическую модель с целью обнаружить первоначально скрытую рекурсию.

10. «Увидеть» является опорной схемой решения задачи рекурсивными способами, которая предполагает использовать рекурсию, заданную условии в явном виде.

Набор для практики

Вопросы

1. Почему рекурсию нельзя рассматривать как универсальный метод решения задач?

2. Почему опорные схемы решения задач рекурсивными способами не являются жестко привязанными к отдельным классам задач?

3. Каким образом анализ решения обратной задачи может привести к решению поставленной задачи?

4. По каким признакам «находится родственник» в одноименной опорной схеме?

5. Всегда ли отбрасывание условий и переход к подзадаче могут привести к эквивалентной задаче? Обоснуйте ответ примерами.

6. Какие свойства объектов выступают в роли характеристических в соответствующей опорной схеме?

Упражнения

1. Два многочлена заданы своими степенями и коэффициентами. Выполните умножение данных многочленов. Выведите в файл коэффициенты результата в порядке убывания степеней его одночленов.

2. Найдите сумму факториалов первых n натуральных чисел. Решите двумя способами: через непосредственное вычисление факториалов и с помощью преобразования декомпозиционных отношений. Оцените трудоемкость функции в каждом случае.

3. Для данных натуральных n и m найдите цепную дробь, соответствующую отношению n/m.

4. Вычислите значение функции Аккермана двумя способами: непосредственно из определения и снизив трудоемкость алгоритма. Найдите каждым способом Akkerman(3, 7) и Akkerman(8, 20). Функция Аккермана определяется рекурсивно для неотрицательных целых чисел m и n следующим образом:
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5. Первый член последовательности равен натуральному числу, сравнимому с 2 по модулю 3. Каждый следующий член последовательности равен сумме кубов цифр предыдущего члена. Исследуйте последовательности на сходимость для конкретного первого члена.
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Лекция 36. Алгоритм перебора с возвратом. 

Краткая аннотация лекции. 

В лекции рассматривается общее и частное решения переборных задач, организация возвратной рекурсии, трудоемкость алгоритмов возвратной рекурсии, приводится пример решения задачи о расстановке ферзей на шахматной доске методом рекурсии с возвратом.
Цель лекции: изучить рекурсивный алгоритм перебора с возвратом, научиться разрабатывать рекурсивную триаду и алгоритм перебора с возвратом при решении задач на языке C++.

Текст лекции.

Во многих практических задачах из различных предметных областей требуется найти общее количество вариантов решения, число элементов в полном наборе решений. Иногда, исходя из постановки задачи, достаточно найти один из вариантов, соответствующих условию задачи. В некоторых задачах изучается вопрос о существовании решения как такового.

Ответы на поставленные вопросы, как правило, требуют проведения исчерпывающего поиска в некотором множестве всех возможных вариантов, среди которых находятся решения конкретной задачи. Существуют два общих метода организации исчерпывающего поиска: перебор с возвратом (backtracking) и его естественное логическое дополнение ( метод решета. 
Решение задачи методом перебора с возвратом строится конструктивно последовательным расширением частичного решения. Если на конкретном шаге такое расширение провести не удается, то происходит возврат к более короткому частичному решению, и попытки его расширить продолжаются. Для ускорения перебора с возвратом вычисления всегда стараются организовать так, чтобы была возможность отказаться как можно раньше от как можно большего числа заведомо неподходящих вариантов. Незначительные модификации метода перебора с возвратом, связанные с представлением данных или особенностями реализации, имеют и иные названия: метод ветвей и границ (branch and bound), поиск в глубину (depth first search), метод проб и ошибок и т. д. Перебор с возвратом практически одновременно и независимо был изобретен многими исследователями еще до его формального описания. Он находит применение при решении различных комбинаторных задач в области искусственного интеллекта. 

При использовании метода решета вместо конструктивного построения решений задачи из множества возможных вариантов исключаются все элементы, не являющиеся решениями. Методы решета нашли широкое применение в теоретико-числовых задачах. 

Метод перебора с возвратом и метод решета, строго говоря, не являются ни методами, ни алгоритмами решения задач. Их следует воспринимать как на некоторые общие схемы, которые применяются для решения той или иной задачи. Реализация этих схем в виде конкретных алгоритмов часто требует значительных дополнительных усилий в представлении данных и описании зависимостей между ними.

Соединение метода перебора с возвратом и рекурсии определяет специфический способ реализации рекурсивных вычислений и называется возвратной рекурсией. Это соединение двух эффективных методов реализации переборных алгоритмов. 

При использовании возвратной рекурсии отпадает необходимость непосредственно организовывать возвраты и отслеживать правильность их осуществления. Они, как правило, становятся встроенной частью механизма выполнения рекурсивных вызовов. 
Вычислительная схема перебора с возвратом

Опишем общую постановку класса задач, к которым заведомо применим алгоритм перебора с возвратом. 

Пусть 
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, назовем частичными решениями. Пусть, далее, существует конкретное правило P, в соответствии с которым некоторые из частичных решений могут объявляться полными решениями. Тогда возможна постановка следующих поисковых задач.

· Найти все полные решения или установить отсутствие таковых.

· Найти хотя бы одно полное решение или установить его отсутствие. 

Общий метод решения приведенных задач состоит в последовательном покомпонентном наращивании вектора v слева направо, начиная с 
[image: image195.wmf]0
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, и последующих проверках его ограничениями G и правилом P. 

В общем случае этот метод приводит к алгоритмам с экспоненциальной временной сложностью, а применяется он в основном к классу так называемых Np-полных задач (задача коммивояжера, задача о рюкзаке и т. д.). Задачи этого класса эквивалентны друг другу в том смысле, что все они разрешимы недетерминированными алгоритмами полиномиальной сложности. Для них известно, что либо все они разрешимы, либо ни одна из них не разрешима детерминированными алгоритмами полиномиальной сложности. Иными словами, если хотя бы для одной из этих задач не существует детерминированного алгоритма, имеющего в худшем случае полиномиальную трудоемкость, то такие алгоритмы не должны существовать и для остальных задач этого класса. Наоборот, если хотя бы для одной из этих задач удалось найти детерминированный алгоритм, имеющий в худшем случае полиномиальную трудоемкость, то подобные алгоритмы существовали бы и для остальных задач этого класса и, более того, их можно было бы построить.
Опишем схему выполнения недетерминированного алгоритма. Пусть алгоритм выполняется до тех пор, пока не доходит до места, с которого должен быть сделан выбор из нескольких альтернатив. Детерминированный алгоритм однозначно осуществит выбор конкретной альтернативы и продолжит работать в соответствии с эти выбором. Недетерминированный алгоритм исследует все возможности одновременно, как бы копируя себя для реализации вычислений по всем альтернативам одновременно. Далее все копии работают независимо друг от друга и по мере необходимости продолжают создавать новые копии. Копия, сделавшая неправильный или безрезультатный выбор прекращает свою работу. Копия, нашедшая решение задачи, объявляет об этом, давая тем самым сигнал другим копиям о прекращении вычислений. Недетерминированные алгоритмы, являясь весьма полезной и продуктивной абстракцией, рекурсивны по сути, ибо при реализации оператора выбора фактически обращаются сами к себе. 

Возможно, что многие задачи, решаемые методом перебора с возвратом, могут быть решены более эффективно другими способами. Однако ценность метода перебора с возвратом в соединении с рекурсией неоспорима. Во-первых, программы решения многих задач строятся по единой схеме, а во-вторых, они компактны и тем самым просты для понимания и усвоения соответствующих идей.  

Пример 1. Задача о расстановке ферзей на шахматной доске.
Составьте рекурсивную функцию, находящую возможную расстановку n ферзей на шахматной доске размером n(n так, чтобы они не били друг друга (n – натуральное число). 
В соответствии с общей схемой алгоритма перебора с возвратом предложенную задачу можно решать по алгоритму «Все расстановки», но завершить выполнение алгоритма при нахождении первой требуемой расстановки или при получении вывода о невозможности получить нужную комбинацию. Согласно алгоритму ферзи расставляются последовательно на вертикалях с номерами от нуля и далее. В процессе выполнения предписания возможны снятия ферзей с доски (возвраты).

Алгоритм «Все расстановки»  

Шаг 1. Полагаем D = 
[image: image196.wmf]Æ

, j = 0 (D ( множество решений, j ( текущий столбец для очередного ферзя).

Шаг 2. Пытаемся в столбце j продвинуть вниз по вертикали или новый (если столбец j пустой), или уже имеющийся там ферзь на ближайшую допустимую строку. Если это сделать не удалось, то переходим к шагу 4.

Шаг 3. Увеличиваем j на 1, то есть переходим к следующему столбцу. Если 
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, то переходим к шагу 2. В противном случае 
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, то есть все вертикали уже заняты. Найденное частичное решение запоминаем в множестве D и переходим к шагу 2. 

Шаг 4. Уменьшаем j на 1, то есть снимаем ферзь со столбца j и переходим к предыдущему столбцу. Если 
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³

j

, то выполняем шаг 2. Иначе вычисления прекращаем. Решения задачи находятся в множестве D, которое, может быть и пустым.

Решение задачи для небольших размеров доски можно найти «вручную», но для разработки алгоритма необходимо провести моделирование условия и остановиться на каком-либо представлении данных.

Проведем параметризацию задачи. Введем четыре вспомогательных вектора: pos, ho, dd и du c длинами n, n, 
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 соответственно. Использовать их будем следующим образом (рис. 1):
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, идущей слева направо и снизу вверх, имеется ферзь, и  
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, идущей слева направо и сверху вниз, имеется ферзь, и  
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Рис. 1. Схема использования вспомогательных массивов в задаче

Использование этих соглашений позволяет получить такие утверждения:

· В позицию 
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· Поставить ферзь в позицию 
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 равносильно присваиваниям: 
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· Убрать ферзь из позиции 
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 равносильно присваиваниям: 
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Данное описание алгоритма является моделью решения общей задачи о нахождении всех вариантов расстановок. Рекурсия здесь осуществляется по не совсем стандартной схеме. В каждом рекурсивном вызове глубины j делается попытка поместить ферзь в некоторую позицию i столбца j 
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, а сам вызов соответствует переходу от работы с текущим столбцом к работе со следующим столбцом. При этом в начале вычислений и при переходах к любому последующему рекурсивному вызову параметр i меняется от нуля и далее с шагом, равным единице, пытаясь принять значение наименьшего номера поля, допустимого для установки ферзя. При переходах к любому предыдущему рекурсивному вызову параметр i продолжает изменяться от своего текущего на данном уровне значения с шагом, равным единице, также пытаясь принять значение наименьшего номера поля, допустимого для установки ферзя. Если в текущем столбце ферзь установить уже не удается, то создавшуюся ситуацию назовем тупиком. Попадание в тупик приводит к завершению текущего рекурсивного вызова, то есть к возврату к предыдущему столбцу и продолжению работы с ним. Иных случаев завершения рекурсивных вызовов не существует. Поэтому базой рекурсии мы должны считать совокупность всех тупиков. Заметим, что в данном случае элементы базы заранее до вычислений неизвестны.

После установки ферзя в одну из строк i последнего столбца 
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 формируется одно из решений задачи – при поиске одного варианта расстановки на этом этапе следует завершить выполнение алгоритма. При поиске всех расстановок вычисления прекращаются, когда мы попадаем в тупик при работе со столбцом 0. Полученные решения задачи, если они есть, возвращаются в виде столбцов матрицы otv, начиная от первого и далее. 

Рассмотрим, как реализуется декомпозиция. Для этого вместо исходной задачи удобно решать ее следующее обобщение. 

На доске размера n(m 
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 требуется установить m ферзей так, чтобы они не били друг друга. При этом имеются некоторые клетки доски, на которые ферзь заведомо ставить нельзя. Множество этих «запретных» клеток обозначим через (.

Исходная задача есть E (n, n, 
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). Проведем ее декомпозицию. Представим доску в виде двух частей: нулевого столбца (A) и оставшейся части (B). Соответственно этому разбиению будем решать задачи E (n, 1, 
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) первой задачи однозначно определяет множество 
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 запретных клеток для второй задачи. При этом в 
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 попадают те клетки B, которые в «объединенной» доске бьет ферзь, установленный в строке i доски A. Пусть i зафиксировано и найдено множество 
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 на B в совокупности дают различные решения otv(i) исходной задачи E (n, n, 
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). Для получения всех решений этой задачи остается лишь взять объединение по i множеств otv(i).

При анализе трудоемкости алгоритма получаем, что глубина рекурсии равна 
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//нахождение одного варианта расстановки

#include "stdafx.h"

#include <iostream>

using namespace std;

void Initialization(int n, int ***x);

void Destruction(int n, int **x);

bool Queen(int n, int **x);

void Placement(int n, int **a, int *p, int *h, int *du, 

               int *dd, int i=0, int j=0);

int _tmain(int argc, _TCHAR* argv[]){

  int n, i, j;

  bool otv;

  int **mas;

  printf("Введите размер шахматной доски n : ");

  scanf ("%d",&n);

  Initialization(n,&mas);

  otv = Queen(n,mas);

  if ( otv ) printf("Правильное размещение найдено\n");

  else printf("Правильного размещения не найдено\n");

  Destruction(n,mas);

  system("pause");

  return 0;

}

//инициализация поля шахматной доски
void Initialization(int n, int ***x){ 

  *x = new int*[n]; 

  for (int i = 0 ; i < n; i++ ){

    (*x)[i] = new int[n];

    for (int j = 0 ; j < n ; j++ )

      (*x)[i][j] = 0;

  }

} 

//вывод найденной расстановки в файл
void Destruction(int n, int **x){ 

  FILE *f;

  if( ( f = fopen("out.txt","w") ) == NULL ){

    printf("Файл out.txt не может быть открыт для записи");

  }

    else{

      fprintf(f,"%d\n",n);

      for (int i = 0 ; i < n; i++ ){

        for (int j = 0 ; j < n ; j++ )

          fprintf(f,"%2d",x[i][j]);

        fprintf(f,"\n");

      }

    }

  for (int i = 0 ; i < n; i++ )

    delete [] x[i];

  delete [] x;

} 

//проверка возможности постановки ферзя
bool Queen(int n, int **x){

  bool rez = false;

  int *p, *h, *du, *dd;

  p = new int[n];

  h = new int[n];

  du = new int[2 * n - 1];

  dd = new int[2 * n - 1];

  for ( int i = 0 ; i < n ; i++ )

    p[i] = h[i] = 0;

  for ( int i = 0 ; i < (2 * n - 1) ; i++ )

    du[i] = dd[i] = 0;

  Placement(n,x,p,h,du,dd);

  if ( h[0] != 0 ) rez = true;

  delete [] dd, du, h, p;

  return rez;

}

//описание функции расстановки ферзей

void Placement(int n, int **a, int *p, int *h, int *du, 
               int *dd, int i, int j){

  if ( j >= 0 && j < n )

    if ( i < n )

      if (h[i]==0 && du[i+j] == 0 && dd[n+i-j-1] == 0 ) {

        h[i] = 1;

        du[i+j] = 1;

        dd[n+i-j-1] = 1;

        p[j] = i;

        a[i][j] = 1;

        Placement(n,a,p,h,du,dd,0,j+1);

      }

      else

        Placement(n,a,p,h,du,dd,i+1,j);

    else

      if ( j > 0 ) {

        h[p[j-1]] = 0;

        du[p[j-1]+j-1] = 0;

        dd[n+p[j-1]-(j-1)-1] = 0;

        a[p[j-1]][j-1] = 0;

        Placement(n,a,p,h,du,dd,p[j-1]+1,j-1);

      }

}

Пример 2. Задача о количестве расстановок ферзей на шахматной доске.

Составить рекурсивную функцию, находящую количество возможных расстановок n ферзей на шахматной доске размером n(n так, чтобы они не били друг друга. 

Предложенную задачу можно решать по приведенным в Примере 1 функциям, упростив их следующим образом. Вместо запоминания найденных решений будем подсчитывать в переменной otv их количество.

Пример 3. Задача об основных расстановках.
Для формулировки следующей задачи введем понятие. Среди всех расстановок n ферзей на доске n(n выделим отдельные непересекающиеся классы 
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 расстановок так, что все элементы данного класса можно получить из любого его представителя какими-либо элементарными преобразованиями типа:

· поворот доски в ее плоскости вокруг центра на 900, 1800 и 2700;

· преобразования симметрии относительно диагоналей;

· преобразования симметрии относительно прямых, проходящих через центр доски по границам клеток.

Взяв по одному представителю из каждого класса 
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, получим некоторое множество, называемое основными расстановками.  Составить рекурсивную функцию, находящую какое-либо множество основных расстановок n ферзей на шахматной доске размера n(n.

Эта задача решается с помощью рекурсивных функций практически аналогично задаче из Примера 1. Отличия здесь такие. Рекурсивная функция последовательно формирует каждую из возможных расстановок ферзей на доске, но не все из них запоминаются в матрице ответа otv. Очередная полученная расстановка подвергается проверке ( включать или не включать ее в матрицу otv. Делается это следующим образом. Из вектора pos описанными выше элементарными преобразованиями формируются еще семь расстановок (некоторые из них могут оказаться совпадающими). Если ни одна из них не входит в текущую матрицу ответов otv, то otv дополняется новым решением и так далее. Следовательно, по завершении вычислений otv будет содержать некоторое множество основных расстановок. 

Ключевые термины

Возвратная рекурсия – это соединение метода перебора с возвратом и рекурсии.

Детерминированный алгоритм – это алгоритм, который однозначно осуществит выбор конкретной альтернативы и продолжит работать в соответствии с эти выбором. 

Исчерпывающий поиск – это процесс нахождения в некотором множестве всех возможных вариантов, среди которых имеется решение конкретной задачи. 

Метод решета – это один из методов организации исчерпывающего поиска, при котором из множества возможных вариантов исключаются все элементы, не являющиеся решениями.

Недетерминированный алгоритм – это алгоритм, который исследует все возможности одновременно, как бы копируя себя для реализации вычислений по всем альтернативам одновременно.
Перебор с возвратом (backtracking)– это один из методов организации исчерпывающего поиска, который строится конструктивно последовательным расширением частичного решения.

Полное решение – это набор вариантов, образующий хотя бы одно решение в целом.

Частичное решение – это неполный набор вариантов, который входит в одно или несколько полных решений.

Краткие итоги

1. Решение переборных задач сводится к определению наличия решения, всех различных вариантов решения или к нахождению одного решения.
2. В зависимости от постановки задачи переборные алгоритмы реализуются методами перебора с возвратом или методом решета.
3. Возвратная рекурсия – это соединение метода перебора с возвратом и рекурсии.

4. Детерминированный алгоритм однозначно осуществит выбор конкретной альтернативы и продолжит работать в соответствии с эти выбором. Недетерминированный алгоритм исследует все возможности одновременно, как бы копируя себя для реализации вычислений по всем альтернативам одновременно.
5. Для решения задачи о расстановке ферзей на шахматной доске как альтернативный используется метод возвратной рекурсии.
6. При разработке триады для решения задачи о расстановке ферзей вводятся дополнительные параметры при описании процесса расстановки.
7. Базой в данной задаче считается совокупность всех тупиковых ситуаций.
8. Декомпозиция проводится от частичного к полному решению или к снятию ферзя с вертикали (возврат).
Набор для практики

Вопросы

1. В чем проявляется рекурсивность метода перебора с возвратом?

2. Почему полный метод перебора с возвратом гарантирует отыскание всех решений задачи?

3. Как формируется рекурсивная база метода возвратной рекурсии?

4. Какие классы задач сводятся к разработке детерминированных алгоритмов, а какие – к недетерминированным? Поясните примерами.

5. Поясните, почему данные описания характеризуют описание действий над ферзем в контексте модели шахматной доски:

a. В позицию 
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b. Поставить ферзь в позицию 
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c. Убрать ферзь из позиции 
[image: image246.wmf])

 

,

(

j

i

 равносильно присваиваниям: 
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Упражнения

1. Наберите код программы из Примера 1. Откомпилируйте и протестируйте полученный код.

2. На основе описания из Примера 1 решите задачу о нахождении всех расстановок ферзей на шахматной доске размером n(n.

3. Найдите количество всех расстановок ферзей на шахматной доске размером n(n.

4. Найдите все основные расстановки ферзей на шахматной доске размером n(n.
5. Решите задачу о рюкзаке. Имеется n предметов, пронумерованных числами от 0 до 
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 и набор стоимостей 
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. Определите, какой набор предметов необходимо положить в рюкзак, чтобы его масса не превышала Q, а стоимость предметов была бы наибольшей.
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Тесты «Трудоемкость алгоритмов и рекурсия»
Задача 1.

Вариант 1 Задачи 1. Укажите вид функции временной трудоемкости для следующей функции в зависимости от размера массива.

void out (int str,int slb, int m[max_x][max_y]){

  int i,j;

  for (i=0;i<str;i++)  {

    for (j=0;j<slb;j++)

      printf("%4d",m[i][j]);

      printf("\n");

    }

}
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Вариант 2 Задачи 1. Укажите вид функции временной трудоемкости для следующей функции в зависимости от параметра n.

float Step(float p, int n){

  if (n==0) return 1;

  if (n%2==0) return pow(Step(p,n/2),2);

  return p*Step(p,n-1); 

}
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Вариант 3 Задачи 1. Укажите вид функции временной трудоемкости для следующей функции в зависимости от параметра n.

float G(float p, int n){

  if(n==0) return 1;

  return G(p,n-1)*p;

}

+
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Задача 2.

Вариант 1 Задачи 2. Разработана рекурсивная функция F(n,k). Определите глубину рекурсии при вызове F(4,7).
int F(int n, int k){

  if(n==1 || k==1)  return 1;

  if(n<=k)  return F (n,n-1)+1;

  return F(n,k-1)+ F(n-k,k);

}

3

4
+5

7
Вариант 2 Задачи 2. Разработана рекурсивная функция F(n,k). Определите объем рекурсии без листьев при вызове F(5,9).
int F(int n, int k){

  if(n==1 || k==1)  return 1;

  if(n<=k)  return F (n,n-1)+1;

  return F(n,k-1)+ F(n-k,k);

}

4
+5

6

7
Вариант 3 Задачи 2. Разработана рекурсивная функция F(n,k). Определите число листьев рекурсии при вызове F(7,5).
int F(int n, int k){

  if(n==1 || k==1)  return 1;

  if(n<=k)  return F (n,n-1)+1;

  return F(n,k-1)+ F(n-k,k);

}

8

+10
12

16
Задача 3.

Вариант 1 Задачи 3. Значение какого выражения возвращает функция Rec(a,x,n), код которой приведен ниже?
float Rec(float *a, float x, int n){

  if(n==0) return a[0]; 

  return a[n]+x*Rec(a,x,n-1);

}

+a0xn+a1xn-1+…an-1x+an
anxn+an-1xn-1+…a1x+a0
(a0+a1+…an-1+an)x

an+an-1x+…a1x+a0 x
Вариант 2 Задачи 3. Значение какого выражения возвращает функция Rec(1, n), код которой приведен ниже?
int Rec(int s,int k){

  if(k==0) return s; 

  return Rec(1+s*k,k-1);

}

1+2+3+…+n
n!

+1!+2!+3!+…+n!

s+2s+3s+…+ks
Вариант 3 Задачи 3. Значение какого выражения возвращает функция Rec(1, 1, n), код которой приведен ниже?
int Rec(int a,int b,int k){

  if(k<2) return b; 

  return Rec(b,a+b,k-1);

}

1+1+2+3+…+n
1+1+2+2+3+3+…+n+n
сумму n первых чисел последовательности Фибоначчи

+n-ый член последовательности Фибоначчи

Задача 4.

Вариант 1 Задачи 4. Функция Аккермана задана формулой:
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Найдите А(3, 2).
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Вариант 2 Задачи 4. Функция Аккермана задана формулой:
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Найдите общее число вершин рекурсивного дерева при вызове А(2, 1).
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Вариант 3 Задачи 4. Функция Аккермана задана формулой:
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Найдите объем рекурсии при вызове А(2, 2).
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Задача 5.

Вариант 1 Задачи 5. Укажите верные высказывания.

+количество элементов полных рекурсивных обращений всегда не меньше глубины рекурсивных вызовов
одни и те же наборы параметров однозначно соответствуют одной вершине дерева рекурсии

у дерева рекурсии может быть пустое множество листьев

+объем рекурсии равен количеству вершин полного рекурсивного дерева без единицы

Вариант 2 Задачи 5. Укажите верные высказывания.

глубина рекурсивных вызовов может превосходить максимальный размер стека
все рекурсивные слои сохраняются в памяти до полного завершения программы

+операции открытия и закрытия рекурсивного слоя требуют дополнительных временных затрат

+одноименные переменные различных рекурсивных обращений не накладываются друг на друга

Вариант 3 Задачи 5. Укажите верные высказывания.

уменьшить трудоемкость рекурсивного алгоритма невозможно 

+глубина рекурсивных вызовов ограничена максимальным размером стековой области

+база рекурсии содержит тривиальный случай для задачи

трудоемкость рекурсивного алгоритма не зависит от количества параметров функции

Задача 6.

Вариант 1 Задачи 6. Сколькими способами можно расставить 4 ферзей на доске размера 4×4?

расстановок не существует

1

+2

4

Вариант 1 Задачи 6. Сколько существует основных расстановок 4 ферзей на доске размером 4×4?

расстановок не существует

+1

2

4
Вариант 3 Задачи 6. Сколько существует расстановок 5 ферзей на доске размера 5×5, при которой один из ферзей занимает центр доски?

расстановок не существует

1

+2

5
Задача 7.

Вариант 1 Задачи 7. Укажите методы организации исчерпывающего поиска.

метод пошаговой детализации

+перебор с возвратом

+метод решета

+метод ветвей и границ
Вариант 2 Задачи 7. Какое решение задачи называется частичным?

один из вариантов, соответствующий условию задачи

+часть одного из вариантов, соответствующего условию задачи

один из вариантов решения, полностью отличный от остальных

краевые решения задачи

Вариант 3 Задачи 7. Какой способ реализации рекурсивных вычислений относится к возвратной рекурсии?

соединение рекурсии с динамической базой

организация косвенной рекурсии

+соединение метода перебора с возвратом и рекурсии
организация отслеживания рекурсивных возвращений
Задача 8.

Вариант 1 Задачи 8. Укажите опорную схему рекурсивных вычислений, которая способствует уменьшению трудоемкости алгоритма за счет исключения несущественных случаев.

увидеть

характеристическое свойство

+перенести часть условий в проверку

найти родственника

Вариант 2 Задачи 8. Укажите опорную схему рекурсивных вычислений, в которой возможен переход к задаче большей размерности.

+обобщить

увидеть

найти родственника

переформулировать
Вариант 3 Задачи 8. Укажите опорную схему рекурсивных вычислений, в которой совокупность всех или части условий любой задачи оформлена в виде некоторого предиката.
увидеть

+характеристическое свойство

перенести часть условий в проверку

найти родственника
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