Лекция 42. Алгоритмы сортировки массивов. Внутренняя сортировка. 

Краткая аннотация лекции. 
В лекции рассматриваются определение и классификация алгоритмов сортировок массивов, в частности, быстрых сортировок, изучаются параметры, характеризующие трудоемкость алгоритмов сортировок, рассматриваются описания и примеры программных кодов следующих алгоритмов быстрых сортировок: бинарная пирамидальная сортировка, сортировка слиянием, сортировка Шелла и сортировка Хоара.
Цель лекции: изучить основные алгоритмы внутренних сортировок и научиться решать задачи сортировок массивов различными методами (бинарная пирамидальная сортировка, метод Шелла, быстрая сортировка Хоара, сортировка слиянием).

Текст лекции.
Сортировка является одной из фундаментальных алгоритмических задач программирования. Решению проблем, связанных с сортировкой, посвящено множество научных исследований, разработано множество алгоритмов. 

В общем случае сортировку следует понимать как процесс перегруппировки, заданного множества объектов в определенном порядке. Сортировка применяется во всех без исключения областях программирования, будь то базы данных или математические программы.
Алгоритмом сортировки называется алгоритм для упорядочения некоторого множества элементов. Обычно под алгоритмом сортировки подразумевают алгоритм упорядочивания множества элементов по возрастанию или убыванию. 
В случае наличия элементов с одинаковыми значениями, в упорядоченной последовательности они располагаются рядом друг за другом в любом порядке. Однако иногда бывает полезно сохранять первоначальный порядок элементов с одинаковыми значениями.

В алгоритмах сортировки лишь часть данных используется в качестве ключа сортировки. Ключом сортировки называется атрибут (или несколько атрибутов), по значению которого определяется порядок элементов. Таким образом, при написании алгоритмов сортировок массивов следует учесть, что ключ полностью или частично совпадает с данными.

Практически каждый алгоритм сортировки можно разбить на 3 части:

· сравнение, определяющее упорядоченность пары элементов;

· перестановку, меняющую местами пару элементов;

· собственно сортирующий алгоритм, который осуществляет сравнение и перестановку элементов до тех пор, пока все элементы множества не будут упорядочены.

Алгоритмы сортировки имеют большое практическое применение. Их можно встретить там, где речь идет об обработке и хранении больших объемов информации. Некоторые задачи обработки данных решаются проще, если данные заранее упорядочить.

Оценка алгоритмов сортировки

Ни одна другая проблема не породила такого количества разнообразнейших решений, как задача сортировки. Универсального, наилучшего алгоритма сортировки на данный момент не существует. Однако, имея приблизительные характеристики входных данных, можно подобрать метод, работающий оптимальным образом. Для этого необходимо знать параметры, по которым будет производиться оценка алгоритмов. 

· Время сортировки – основной параметр, характеризующий быстродействие алгоритма.
· Память – один из параметров, который характеризуется тем, что ряд алгоритмов сортировки требуют выделения дополнительной памяти под временное хранение данных. При оценке используемой памяти не будет учитываться место, которое занимает исходный массив данных и независящие от входной последовательности затраты, например, на хранение кода программы.
· Устойчивость – это параметр, который отвечает за то, что сортировка не меняет взаимного расположения равных элементов. 
· Естественность поведения – параметр, которой указывает на эффективность метода при обработке уже отсортированных, или частично отсортированных данных. Алгоритм ведет себя естественно, если учитывает эту характеристику входной последовательности и работает лучше. 

Классификация алгоритмов сортировок

Все разнообразие и многообразие алгоритмов сортировок можно классифицировать по различным признакам, например, по устойчивости, по поведению, по использованию операций сравнения, по потребности в дополнительной памяти, по потребности в знаниях о структуре данных, выходящих за рамки операции сравнения, и другие.
Наиболее подробно рассмотрим классификацию алгоритмов сортировки по сфере применения. В данном случае основные типы упорядочивания делятся следующим образом.

· Внутренняя сортировка – это алгоритм сортировки, который в процессе упорядочивания данных использует только оперативную память (ОЗУ) компьютера. То есть оперативной памяти достаточно для помещения в нее сортируемого массива данных с произвольным доступом к любой ячейке и собственно для выполнения алгоритма. Внутренняя сортировка применяется во всех случаях, за исключением однопроходного считывания данных и однопроходной записи отсортированных данных. В зависимости от конкретного алгоритма и его реализации данные могут сортироваться в той же области памяти, либо использовать дополнительную оперативную память.

· Внешняя сортировка – это алгоритм сортировки, который при проведении упорядочивания данных использует внешнюю память, как правило, жесткие диски. Внешняя сортировка разработана для обработки больших списков данных, которые не помещаются в оперативную память. Обращение к различным носителям накладывает некоторые дополнительные ограничения на данный алгоритм: доступ к носителю осуществляется последовательным образом, то есть в каждый момент времени можно считать или записать только элемент, следующий за текущим; объем данных не позволяет им разместиться в ОЗУ.
Внутренняя сортировка является базовой для любого алгоритма внешней сортировки – отдельные части массива данных сортируются в оперативной памяти и с помощью специального алгоритма сцепляются в один массив, упорядоченный по ключу.
Следует отметить, что внутренняя сортировка значительно эффективней внешней, так как на обращение к оперативной памяти затрачивается намного меньше времени, чем к носителям.

Рассмотрим основные алгоритмы внутренних сортировок, которые называются усовершенствованными (логарифмическими).

Бинарная пирамидальная сортировка

Данный метод сортировки был предложен Дж. У. Дж. Уильямсом и Р.У. Флойдом в 1964 году. Пирамидальная сортировка в некотором роде является модификацией такого подхода, как сортировка выбором, с тем лишь отличием, что минимальный (или максимальный) элемент из неотсортированной последовательности выбирается за меньшее количество операций. Для такого быстрого выбора из этой неотсортированной последовательности строится некоторая структура. Именно суть данного метода и состоит в построении такой структуры, которая называется пирамидой.

Пирамида (сортирующее дерево, двоичная куча) – двоичное дерево с упорядоченными листьями (корень дерева – наименьший или наибольший элемент). Пирамиду можно представить в виде массива. Первый элемент пирамиды является наименьшим или наибольшим, что зависит от ключа сортировки.

Просеивание – это построение новой пирамиды по следующему алгоритму: новый элемент помещается в вершину дерева, далее он перемещается («просеивается») по пути вниз на основе сравнения с дочерними элементами. Спуск завершается, если результат сравнения с дочерними элементами соответствует ключу сортировки.

Последовательность чисел 
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Массив чисел 12 10 7 5 8 7 3 является пирамидой. Такой массив удобно изображать в виде дерева. Первый элемент массива, элементы которого образуют собой пирамиду, является наибольшим (или наименьшим). Если массив представлен в виде пирамиды, то массив легко отсортировать.

Алгоритм пирамидальной сортировки.

Шаг 1. Преобразовать массив в пирамиду (рис. 1. А).

Шаг 2. Использовать алгоритм сортировки пирамиды (рис. 1. В – H).

Алгоритм преобразования массива в пирамиду (построение пирамиды). Пусть дан массив 
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Шаг 1. Устанавливаем 
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Шаг 2. Перебираем элементы массива в цикле справа налево для 
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 не выполняются, то повторяем перестановки 
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 с наибольшим из потомков. Перестановки завершаются при выполнении неравенств 
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Алгоритм сортировки пирамиды. 

Рассмотрим массив размерности n, который представляет пирамиду 
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Шаг 1. Переставляем элементы 
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Шаг 2. Определяем 
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. Это эквивалентно тому, что в массиве из дальнейшего рассмотрения исключается элемент 
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Шаг 3. Рассматриваем массив 
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, который получается из исходного за счет исключения последнего элемента. Данный массив из-за перестановки элементов уже не является пирамидой. Но такой массив легко преобразовать в пирамиду. Это достигается повторением перестановки значения элемента из 
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. Тем самым определяется новое место для значения первого элемента из 
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Шаг 4. Повторяем шаги 2, 3, 4 до тех пор, пока не получим 
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Рис.1. Демонстрация бинарной пирамидальной сортировки по неубыванию

Построение пирамиды, ее сортировка и «просеивание» элементов реализуются с помощью рекурсии. Базой рекурсии при этом выступает пирамида из одного элемента, а сортировка и просеивание n элементов сводятся посредством декомпозиции к аналогичным действиям с пирамидой из 
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 элемента.

//Описание функции бинарной пирамидальной сортировки

void Binary_Pyramidal_Sort (int k,int *x){

  Build_Pyramid(k/2+1,k-1,x);

  Sort_Piramid(k-1,x);

}

//Построение пирамиды
void Build_Pyramid (int k, int r, int *x){

  Sifting(k,r,x);

  if (k > 0)

    Build_Pyramid(k-1,r,x);

}

//Сортировка пирамиды
void Sort_Piramid (int k, int *x){

  Exchange (0,k,x);

  Sifting(0,k-1,x);

  if (k > 1)

    Sort_Piramid(k-1,x);

}

//"Просеивание" элементов
void Sifting (int left, int right, int *x){

  int q, p, h;

  q=2*left+1;

  p=q+1;

  if (q <= right){

    if (p <= right && x[p] > x[q]) 
      q = p;

    if (x[left] < x[q]){

      Exchange (left, q, x);

      Sifting(q, right, x);

    }

  }

}

//процедура обмена двух элементов
void Exchange (int i, int j, int *x){

  int tmp;

  tmp = x[i];

  x[i] = x[j];

  x[j] = tmp;

}

Теоретическое время работы этого алгоритма можно оценить, учитывая, что пирамидальная сортировка аналогична построению пирамиды методом просеивания (при этом не учитывается начальное построение пирамиды). Поэтому время работы алгоритма пирамидальной сортировки без учета времени построения пирамиды будет определяться по формуле 
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Построение пирамиды занимает 
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 операций за счет того, что реальное время выполнения функции построения зависит от высоты уже созданной части пирамиды.

Тогда общее время сортировки (с учетом построения пирамиды) будет равно: 
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Пирамидальная сортировка не использует дополнительной памяти. Метод не является устойчивым: по ходу работы массив так «перетряхивается», что исходный порядок элементов может измениться случайным образом. Поведение неестественно: частичная упорядоченность массива никак не учитывается. Данная сортировка на почти отсортированных массивах работает также долго, выигрыш ее получается только на больших n.

Сортировка методом Шелла
Сортировка Шелла была названа в честь ее изобретателя – Дональда Шелла, который опубликовал этот алгоритм в 1959 году. Общая идея сортировки Шелла состоит в сравнении на начальных стадиях сортировки пар значений, расположенных достаточно далеко друг от друга в упорядочиваемом наборе данных. Такая модификация метода сортировки позволяет быстро переставлять далекие неупорядоченные пары значений (сортировка таких пар обычно требует большого количества перестановок, если используется сравнение только соседних элементов). 

Общая схема метода состоит в следующем. 
Шаг 1. Происходит упорядочивание элементов 
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Шаг 2. Упорядочиваются элементы в 
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Шаг 3. Упорядочиваются элементы уже в 
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 группах из восьми элементов и т.д. 
На последнем шаге упорядочиваются элементы сразу во всем массиве 
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. На каждом шаге для упорядочивания элементов в группах используется метод сортировки вставками (рис. 2). 

В настоящее время неизвестна последовательность 
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, оптимальность которой доказана. Для достаточно больших массивов рекомендуемой считается такая последовательность, что 
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. Это упрощенное вычисление h и будем использовать далее.


Рис.2. Демонстрация сортировки по неубыванию методом Шелла

//Описание функции сортировки Шелла

void Shell_Sort (int n, int *x){

  int h, i, j;

  for (h = n/2 ; h > 0 ; h = h/2)

    for (i = 0 ; i < n-h ; i++)

      for (j = i ; j >= 0 ; j = j - h)

        if (x[j] > x[j+h]) 

          Exchange (j, j+h, x);

        else j = 0;

}

//процедура обмена двух элементов

void Exchange (int i, int j, int *x){

  int tmp;

  tmp = x[i];

  x[i] = x[j];

  x[j] = tmp;

}

Метод, предложенный Дональдом Л. Шеллом, является неустойчивой сортировкой по месту. 
Эффективность метода Шелла объясняется тем, что сдвигаемые элементы быстро попадают на нужные места. Среднее время для сортировки Шелла равняется 
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Быстрая сортировка Хоара
Метод быстрой сортировки был впервые описан Ч.А.Р. Хоаром в 1962 году. Быстрая сортировка – это общее название ряда алгоритмов, которые отражают различные подходы к получению критичного параметра, влияющего на производительность метода.

При общем рассмотрении алгоритма быстрой сортировки, отметим, что этот метод основывается на последовательном разделении сортируемого набора данных на блоки меньшего размера таким образом, что между значениями разных блоков обеспечивается отношение упорядоченности (для любой пары блоков все значения одного из этих блоков не превышают значений другого блока).
Опорным (ведущим) элементом называется некоторый элемент массива, который выбирается определенный образом. С точки зрения корректности алгоритма выбор опорного элемента безразличен. С точки зрения повышения эффективности алгоритма выбираться должна медиана, но без дополнительных сведений о сортируемых данных ее обычно невозможно получить. Необходимо выбирать постоянно один и тот же элемент (например, средний или последний по положению) или выбирать элемент со случайно выбранным индексом.
Алгоритм быстрой сортировки Хоара

Пусть дан массив 
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Шаг 1. Выбирается опорный элемент массива.

Шаг 2. Массив разбивается на два – левый и правый – относительно опорного элемента. Реорганизуем массив таким образом, чтобы все элементы, меньшие опорного элемента, оказались слева от него, а все элементы, большие опорного – справа от него.
Шаг 3. Далее повторяется шаг 2 для каждого из двух вновь образованных массивов. Каждый раз при повторении преобразования очередная часть массива разбивается на два меньших и т. д., пока не получится массив из двух элементов (рис. 3).

Быстрая сортировка стала популярной прежде всего потому, что ее нетрудно реализовать, она хорошо работает на различных видах входных данных и во многих случаях требует меньше затрат ресурсов по сравнению с другими методами сортировки.
Выберем в качестве опорного элемент, расположенный на средней позиции.

Рис.3. Демонстрация быстрой сортировки Хоара по неубыванию

//Описание функции сортировки Хоара

void Hoar_Sort (int k, int *x){

  Quick_Sort (0, k-1, x);

}

void Quick_Sort(int left, int right, int *x){

  int i, j, m, h;

  i = left;

  j = right;

  m = x[(i+j+1)/2];

  do {

    while (x[i] < m) i++;

    while (x[j] > m) j--;

    if (i <= j) {

      Exchange(i,j,x);

      i++;

      j--;

    }

  } while(i <= j);

  if (left < j) 

    Quick_Sort (left, j, x);

  if (i < right) 

    Quick_Sort (i, right, x);

}

//процедура обмена двух элементов
void Exchange (int i, int j, int *x){

  int tmp;

  tmp = x[i];

  x[i] = x[j];

  x[j] = tmp;

}

Эффективность быстрой сортировки в значительной степени определяется правильностью выбора опорных (ведущих) элементов при формировании блоков. В худшем случае трудоемкость метода имеет ту же сложность, что и пузырьковая сортировка, то есть порядка 
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. При оптимальном выборе ведущих элементов, когда разделение каждого блока происходит на равные по размеру части, трудоемкость алгоритма совпадает с быстродействием наиболее эффективных способов сортировки, то есть порядка 
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. В среднем случае количество операций, выполняемых алгоритмом быстрой сортировки, определяется выражением 
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Быстрая сортировка является наиболее эффективным алгоритмом из всех известных методов сортировки, но все усовершенствованные методы имеют один общий недостаток – невысокую скорость работы при малых значениях n. 

Рекурсивная реализация быстрой сортировки позволяет устранить этот недостаток путем включения прямого метода сортировки для частей массива с небольшим количеством элементов. Анализ вычислительной сложности таких алгоритмов показывает, что если подмассив имеет девять или менее элементов, то целесообразно использовать прямой метод (сортировку простыми вставками).
Сортировка слиянием
Алгоритм сортировки слиянием был изобретен Джоном фон Нейманом в 1945 году. Он является одним из самых быстрых способов сортировки. 

Слияние – это объединение двух или более упорядоченных массивов в один упорядоченный.

Сортировка слиянием является одним из самых простых алгоритмов сортировки (среди быстрых алгоритмов). Особенностью этого алгоритма является то, что он работает с элементами массива преимущественно последовательно, благодаря чему именно этот алгоритм используется при сортировке в системах с различными аппаратными ограничениями (например, при сортировке данных на жестком диске). Кроме того, сортировка слиянием является алгоритмом, который может быть эффективно использован для сортировки таких структур данных, как связанные списки. 

Данный алгоритм применяется тогда, когда есть возможность использовать для хранения промежуточных результатов память, сравнимую с размером исходного массива. Он построен на принципе «разделяй и властвуй». Сначала задача разбивается на несколько подзадач меньшего размера. Затем эти задачи решаются с помощью рекурсивного вызова или непосредственно, если их размер достаточно мал. Далее их решения комбинируются, и получается решение исходной задачи (рис. 4).

Процедура слияния требует два отсортированных массива. Заметим, что массив из одного элемента по определению является отсортированным.

Алгоритм сортировки слиянием

Шаг 1. Разбить имеющиеся элементы массива на пары и осуществить слияние элементов каждой пары, получив отсортированные цепочки длины 2 (кроме, быть может, одного элемента, для которого не нашлось пары).

Шаг 2. Разбить имеющиеся отсортированные цепочки на пары, и осуществить слияние цепочек каждой пары.

Шаг 3. Если число отсортированных цепочек больше единицы, перейти к шагу 2.


Рис.4. Демонстрация сортировки слиянием по неубыванию

//Описание функции сортировки слиянием

void Merging_Sort (int n, int *x){

  int i, j, k, t, s, Fin1, Fin2;

  int* tmp = new int[n];

  k = 1;

  while (k < n){

    t = 0;

    s = 0;

    while (t+k < n){

      Fin1 = t+k;

      Fin2 = (t+2*k < n ? t+2*k : n);

      i = t; 

      j = Fin1;

      for ( ; i < Fin1 && j < Fin2 ; s++){

        if (x[i] < x[j]) {

          tmp[s] = x[i];

          i++;

        }

        else {

          tmp[s] = x[j];

          j++;

        }

      }

      for ( ; i < Fin1; i++, s++)

        tmp[s] = x[i];

      for ( ; j < Fin2; j++, s++)

        tmp[s] = x[j];

      t = Fin2;

    }

    k *= 2;

    for (s = 0; s < t; s++)

      x[s] = tmp[s];

  }

  delete(tmp);

}
Недостаток алгоритма заключается в том, что он требует дополнительную память размером порядка n (для хранения вспомогательного массива). Кроме того, он не гарантирует сохранение порядка элементов с одинаковыми значениями. Но его временная сложность всегда пропорциональна 
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Ключевые термины

Алгоритм сортировки – это алгоритм для упорядочения некоторого множества элементов.

Бинарная пирамидальная сортировка – это алгоритм внутренней сортировки, основанный на построении пирамиды и просеивании элементов из ее вершины методом спуска вниз в соответствии с ключом сортировки.

Быстрая сортировка – это общее название ряда алгоритмов, которые отражают различные подходы к получению критичного параметра, влияющего на производительность метода.

Внешняя сортировка – это алгоритм сортировки, который при проведении упорядочивания данных использует внешнюю память, как правило, жесткие диски.
Внутренняя сортировка – это алгоритм сортировки, который в процессе упорядочивания данных использует только оперативную память (ОЗУ) компьютера. 
Время сортировки – основной параметр трудоемкости алгоритма, характеризующий быстродействие алгоритма сортировки.

Естественность поведения – это один из параметров трудоемкости алгоритма, которой указывает на эффективность метода при обработке уже отсортированных, или частично отсортированных данных. 

Ключ сортировки – это атрибут (или несколько атрибутов), по значению которого определяется порядок элементов во множестве.

Опорный (ведущий) элемент – это некоторый элемент массива, который выбирается определенный образом, и относительно которого происходит сравнение и перемещение элементов между подмножествами массива. 
Память – один из параметров трудоемкости алгоритма, который характеризует размер выделяемой дополнительной памяти под временное хранение данных. 

Пирамида (сортирующее дерево, двоичная куча) – это двоичное дерево с упорядоченными листьями, в корне которого расположен максимальный или минимальный элемент.

Просеивание – это построение новой пирамиды посредством спуска вниз элемента из вершины дерева в соответствии с ключом сортировки 
Слияние – это объединение двух или более упорядоченных массивов в один упорядоченный.

Сортировка слиянием – это одна из разновидностей алгоритмов быстрых сортировок, основанная на слиянии подмножеств массива.

Сортировка Хоара – это одна из разновидностей быстрых сортировок, основанная на упорядочивании подмножеств массива относительно опорных элементов.

Сортировка Шелла – это алгоритм внутренней сортировки, основанный на сравнении и перемещении пар значений, расположенных сначала достаточно далеко друг от друга в упорядочиваемом наборе данных, с дальнейшим сокращением расстояний между ними.

Устойчивость – это один из параметров трудоемкости алгоритма, который характеризует то, что сортировка не меняет взаимного расположения равных элементов. 

Краткие итоги

1. Сортировка является одной из фундаментальных алгоритмических задач программирования.

2. Практически каждый алгоритм сортировки можно разбить на 3 части: сравнение, определяющее упорядоченность пары элементов; перестановку, меняющую местами пару элементов; собственно сортирующий алгоритм, который осуществляет сравнение и перестановку элементов до тех пор, пока все элементы множества не будут упорядочены.

3. Для оценки трудоемкости алгоритмов сортировки используются параметры: время сортировки, дополнительная память, устойчивость и естественность поведения 

4. По сфере применения алгоритмы сортировок классифицируются на алгоритмы внутренних и внешних сортировок.

5. Бинарная пирамидальная сортировка является алгоритмом внутренней сортировки, основанный на построении пирамиды и просеивании элементов из ее вершины методом спуска вниз в соответствии с ключом сортировки

6. Пирамидальная сортировка не использует дополнительной памяти. Метод не является устойчивым. Поведение неестественно. Данная сортировка на почти отсортированных массивах работает также долго, выигрыш ее получается только на больших n.

7. Сортировка Шелла является алгоритмом внутренней сортировки, основанный на сравнении и перемещении пар значений, расположенных сначала достаточно далеко друг от друга в упорядочиваемом наборе данных, с дальнейшим сокращением расстояний между ними.

8. Сортировка Шелла является неустойчивой сортировкой по месту. Эффективность метода Шелла объясняется тем, что сдвигаемые элементы быстро попадают на нужные места.

9. Сортировка Хоара является одной из разновидностей быстрых сортировок, основанная на упорядочивании подмножеств массива относительно опорных элементов.

10. Эффективность быстрой сортировки в значительной степени определяется правильностью выбора опорных элементов при формировании блоков.

11. Сортировка слиянием является одним из самых простых алгоритмов сортировки среди быстрых алгоритмов, который может быть эффективно использован для сортировки связанных списков.
12. Недостаток алгоритма сортировки слиянием заключается в том, что он требует дополнительную память размером порядка n, не гарантирует сохранение порядка элементов с одинаковыми значениями. Его временная сложность всегда пропорциональна 
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13. Быстрая сортировка является наиболее эффективным алгоритмом из всех известных методов сортировки, но все усовершенствованные методы имеют один общий недостаток – невысокую скорость работы при малых значениях n. 
Набор для практики

Вопросы

1. Чем можно объяснить многообразие алгоритмов сортировок?

2. Почему на данный момент не существует универсального алгоритма сортировки?
3. Как соблюдение свойств устойчивости и естественности влияет на трудоемкость алгоритма сортировки?

4. За счет чего в алгоритмах быстрых сортировок происходит выигрыш при выполнении операций сравнения и перестановок?

5. Какие из перечисленных алгоритмов наиболее эффективны на почти отсортированных массивах: бинарная пирамидальная сортировка, сортировка слиянием, сортировка Шелла и сортировка Хоара? За счет чего происходит выигрыш?
6. Почему алгоритмы быстрых сортировок не дают большого выигрыша при малых размерах массивов?
7. В чем преимущества и недостатки по отношению друг к другу следующих алгоритмов сортировок: бинарная пирамидальная сортировка, сортировка слиянием, сортировка Шелла и сортировка Хоара?
8. Как определить, какому алгоритму сортировки отдать предпочтение при решении задачи?
Упражнения

1. На основании приведенных в лекции функций реализуйте алгоритмы внутренних сортировок.

2. Даны два целочисленных файла, упорядоченных по возрастанию. Сформировать третий файл на основе данных, который также упорядочен и представляет операцию с элементами исходных файлов:

а) объединение (содержит числа, принадлежащие хотя бы одному из множеств);

б) перечисление (числа, принадлежащие обоим множествам);

в) разность (числа, принадлежащие первому множеству, но не второму);

г) симметричную разность (объединение разностей множеств).

3. Заданы N (N≤5000) попарно различных длин отрезков. Вычислить количество способов, которыми из отрезков можно сложить треугольник.

4. Дана целочисленная квадратная матрица размером n. Упорядочить значения так, чтобы 
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5. Дан целочисленный массив. Выполните проверку уникальности. Удалите из массива повторные вхождения чисел.
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Лекция 43. Алгоритмы сортировки массивов. Внешняя сортировка.
Краткая аннотация лекции. 

В лекции рассматриваются определение и классификация алгоритмов внешних сортировок, понятия фаз и путей в алгоритмах внешних сортировок, приводятся описания и реализации алгоритмов внешней сортировки слиянием и естественной сортировки.

Цель лекции: изучить основные алгоритмы внешних сортировок, научиться решать задачи сортировок массивов различными методами и выполнять оценку эффективности алгоритмов внешней сортировки.

Текст лекции.
Внешние сортировки применяются к данным, которые хранятся во внешней памяти. При выполнении таких сортировок требуется работать с данными, расположенными на внешних устройствах последовательного доступа. Для файлов, расположенных на таких устройствах в каждый момент времени доступен только один компонент последовательности данных, что является существенным ограничением по сравнению с сортировкой массивов, где всегда доступен каждый элемент.
Внешняя сортировка – это сортировка данных, которые расположены на внешних устройствах и не вмещающихся в оперативную память. 
Данные, хранящиеся на внешних устройствах, имеют большой объем, что не позволяет их целиком переместить в оперативную память, отсортировать с использованием одного из алгоритмов внутренней сортировки, а затем вернуть их на внешнее устройство. В этом случае осуществлялось бы минимальное количество проходов через файл, то есть было бы однократное чтение и однократная запись данных. Однако на практике приходится осуществлять чтение, обработку и запись данных в файл по блокам, размер которых зависит от операционной системы и имеющегося объема оперативной памяти, что приводит к увеличению числа проходов через файл и заметному снижению скорости сортировки. 

К наиболее известным алгоритмам внешних сортировок относятся:

· сортировки слиянием (простое слияние и естественное слияние);

· улучшенные сортировки (многофазная сортировка и каскадная сортировка).

Из представленных внешних сортировок наиболее важным является метод сортировки с помощью слияния. Прежде чем описывать алгоритм сортировки слиянием введем несколько определений.

Основным понятием при использовании внешней сортировки является понятие серии. Серия (упорядоченный отрезок) – это последовательность элементов, которая упорядочена по ключу.

Количество элементов в серии называется длиной серии. Серия, состоящая из одного элемента, упорядочена всегда. Последняя серия может иметь длину меньшую, чем остальные серии файлов. Максимальное количество серий в файле N (все элементы не упорядочены). Минимальное количество серий одна (все элементы упорядочены).
В основе большинства методов внешних сортировок лежит процедура слияния и процедура распределения. Слияние – это процесс объединения двух (или более) упорядоченных серий в одну упорядоченную последовательность при помощи циклического выбора элементов доступных в данный момент. Распределение – это процесс разделения упорядоченных серий на два и несколько вспомогательных файла.

Фаза – это действия по однократной обработке всей последовательности элементов. Двухфазная сортировка – это сортировка, в которой отдельно реализуется две фазы: распределение и слияние. Однофазная сортировка – это сортировка, в которой объединены фазы распределения и слияния в одну. 

Двухпутевым слиянием называется сортировка, в которой данные распределяются на два вспомогательных файла. Многопутевым слиянием называется сортировка, в которой данные распределяются на N (N > 2) вспомогательных файлов.

Общий алгоритм сортировки слиянием

Сначала серии распределяются на два или более вспомогательных файлов. Данное распределение идет поочередно: первая серия записывается в первый вспомогательный файл, вторая – во второй и так далее до последнего вспомогательного файла. Затем опять запись серии начинается в первый вспомогательный файл. После распределения всех серий, они объединяются в более длинные упорядоченные отрезки, то есть из каждого вспомогательного файла берется по одной серии, которые сливаются. Если в каком-то файле серия заканчивается, то переход к следующей серии не осуществляется. В зависимости от вида сортировки сформированная более длинная упорядоченная серия записывается либо в исходный файл, либо в один из вспомогательных файлов. После того как все серии из всех вспомогательных файлов объединены в новые серии, потом опять начинается их распределение. И так до тех пор, пока все данные не будут отсортированы.
Выделим основные характеристики сортировки слиянием:

· количество фаз в реализации сортировки;
· количество вспомогательных файлов, на которые распределяются серии.

Рассмотрим основные и наиболее важные алгоритмы внешних сортировок более подробно.

Сортировка простым слиянием
Одна из сортировок на основе слияния называется простым слиянием. 

Алгоритм сортировки простым слияния является простейшим алгоритмом внешней сортировки, основанный на процедуре слияния серией.

В данном алгоритме длина серий фиксируется на каждом шаге. В исходном файле все серии имеют длину 1, после первого шага она равна 2, после второго – 4, после третьего – 8, после k-го шага – 
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Алгоритм сортировки простым слиянием

Шаг 1. Исходный файл f разбивается на два вспомогательных файла f1 и f2.

Шаг 2. Вспомогательные файлы f1 и f2 сливаются в файл f, при этом одиночные элементы образуют упорядоченные пары.

Шаг 3. Полученный файл f  вновь обрабатывается, как указано в шагах 1 и 2. При этом упорядоченные пары переходят в упорядоченные четверки.

Шаг 4. Повторяя шаги, сливаем четверки в восьмерки и т.д., каждый раз удваивая длину слитых последовательностей до тех пор, пока не будет упорядочен целиком весь файл (рис. 1).

После выполнения i проходов получаем два файла, состоящих из серий длины 
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. Окончание процесса происходит при выполнении условия 
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. Следовательно, процесс сортировки простым слиянием требует порядка 
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 проходов по данным.

Признаками конца сортировки простым слиянием являются следующие условия:

· длина серии не меньше количества элементов в файле (определяется после фазы слияния);

· количество серий равно 1 (определяется на фазе слияния).

· при однофазной сортировке второй по счету вспомогательный файл после распределения серий остался пустым. 

	Исходный файл  f:  5  7  3  2  8  4  1

	
	Распределение
	Слияние

	1 проход
	f1:  5    3    8    1

f2:  7    2    4
	f:  5 7    2 3    4 8    1



	2 проход
	f1:  5 7    4 8
f2:  2 3    1
	f:  2 3 5 7    1 4 8



	3 проход
	f1:  2 3 5 7
f2:  1 4 8
	f:  1 2 3 4 5 7 8




Рис.1. Демонстрация сортировки двухпутевым двухфазным простым слиянием

//Описание функции сортировки простым слиянием

void Simple_Merging_Sort (char *name){

  int a1, a2, k, i, j, kol, tmp;

  FILE *f, *f1, *f2;

  kol = 0;

  if ( (f = fopen(name,"r")) == NULL )

    printf("\nИсходный файл не может быть прочитан...");

  else {

    while ( !feof(f) ) {

      fscanf(f,"%d",&a1);

      kol++;

    }

    fclose(f);

  }

  k = 1;

  while ( k < kol ){

    f = fopen(name,"r");

    f1 = fopen("smsort_1","w");

    f2 = fopen("smsort_2","w");

    if ( !feof(f) ) fscanf(f,"%d",&a1);

    while ( !feof(f) ){

      for ( i = 0; i < k && !feof(f) ; i++ ){

        fprintf(f1,"%d ",a1);

        fscanf(f,"%d",&a1);

      }

      for ( j = 0; j < k && !feof(f) ; j++ ){

        fprintf(f2,"%d ",a1);

        fscanf(f,"%d",&a1);

      }

    }

    fclose(f2);

    fclose(f1);

    fclose(f);
    f = fopen(name,"w");

    f1 = fopen("smsort_1","r");

    f2 = fopen("smsort_2","r");

    if ( !feof(f1) ) fscanf(f1,"%d",&a1);

    if ( !feof(f2) ) fscanf(f2,"%d",&a2);

    while ( !feof(f1) && !feof(f2) ){

      i = 0;

      j = 0;

      while ( i < k && j < k && !feof(f1) && !feof(f2) ) {

        if ( a1 < a2 ) {

          fprintf(f,"%d ",a1);

          fscanf(f1,"%d",&a1);

          i++;

        }

        else {

          fprintf(f,"%d ",a2);

          fscanf(f2,"%d",&a2);

          j++;

        }

      }

      while ( i < k && !feof(f1) ) {

        fprintf(f,"%d ",a1);

        fscanf(f1,"%d",&a1);

        i++;

      }

      while ( j < k && !feof(f2) ) {

        fprintf(f,"%d ",a2);

        fscanf(f2,"%d",&a2);

        j++;

      }

    }

    while ( !feof(f1) ) {

      fprintf(f,"%d ",a1);

      fscanf(f1,"%d",&a1);

    }

    while ( !feof(f2) ) {

      fprintf(f,"%d ",a2);

      fscanf(f2,"%d",&a2);

    }

    fclose(f2);

    fclose(f1);

    fclose(f);

    k *= 2;

  }

  remove("smsort_1");

  remove("smsort_2");

}

Заметим, что для выполнения внешней сортировки методом простого слияния в оперативной памяти требуется расположить всего лишь две переменные – для размещения очередных элементов (записей) из вспомогательных файлов. Исходный и вспомогательные файлы будут 
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Сортировка естественным слиянием
В случае простого слияния частичная упорядоченность сортируемых данных не дает никакого преимущества. Это объясняется тем, что на каждом проходе сливаются серии фиксированной длины. При естественном слиянии длина серий не ограничивается, а определяется количеством элементов в уже упорядоченных подпоследовательностях, выделяемых на каждом проходе.
Сортировка, при которой всегда сливаются две самые длинные из возможных последовательностей, является естественным слиянием. В данной сортировке объединяются серии максимальной длины.

Алгоритм сортировки естественным слиянием

Шаг 1. Исходный файл f разбивается на два вспомогательных файла f1 и f2. Распределение происходит следующим образом: поочередно считываются записи 
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 исходной последовательности (неупорядоченной) таким образом, что если значения ключей соседних записей удовлетворяют условию 
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, то они записываются в первый вспомогательный файл f1. Как только встречаются 
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, то записи 
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 копируются во второй вспомогательный файл f2. Процедура повторяется до тех пор, пока все записи исходной последовательности не будут распределены по файлам.

Шаг 2. Вспомогательные файлы f1 и f2 сливаются в файл f, при этом серии образуют упорядоченные последовательности.

Шаг 3. Полученный файл f  вновь обрабатывается, как указано в шагах 1 и 2. 

Шаг 4. Повторяя шаги, сливаем упорядоченные серии до тех пор, пока не будет упорядочен целиком весь файл.

Символ «`» обозначает признак конца серии.

Признаками конца сортировки естественным слиянием являются следующие условия:

· количество серий равно 1 (определяется на фазе слияния).

· при однофазной сортировке второй по счету вспомогательный файл после распределения серий остался пустым. 

Естественное слияние, у которого после фазы распределения количество серий во вспомогательных файлах отличается друг от друга не более чем на единицу, называется сбалансированным слиянием, в противном случае  – несбалансированное слияние.

	Исходный файл  f:  2  3  17  7  8  9  1  4  6  9  2  3  1  18

	
	Распределение
	Слияние

	1 проход
	f1:  2 3 17 ` 1 4 6 9 ` 1 18

f2:  7 8 9 ` 2 3
	f:  2 3 7 8 9 17 1 2 3 4 6 9 1 18



	2 проход
	f1:  2 3 7 8 9 17 ` 1 18
f2:  1 2 3 4 6 9 `
	f:  1 2 2 3 3 4 6 7 8 9 9 17 1 18



	3 проход
	f1:  1 2 2 3 3 4 6 7 8 9 9 17
f2:  1 18
	f:  1 1 2 2 3 3 4 6 7 8 9 9 17 18




Рис.2. Демонстрация сортировки двухпутевым двухфазным естественным слиянием

//Описание функции сортировки естественным слиянием

void Natural_Merging_Sort (char *name){

  int s1, s2, a1, a2, mark;

  FILE *f, *f1, *f2;

  s1 = s2 = 1;

  while ( s1 > 0 && s2 > 0 ){

    mark = 1;

    s1 = 0;

    s2 = 0;

    f = fopen(name,"r");

    f1 = fopen("nmsort_1","w");

    f2 = fopen("nmsort_2","w");

    fscanf(f,"%d",&a1);

    if ( !feof(f) ) {

      fprintf(f1,"%d ",a1);

    }

    if ( !feof(f) ) fscanf(f,"%d",&a2);

    while ( !feof(f) ){

      if ( a2 < a1 ) {

        switch (mark) {

          case 1:{fprintf(f1,"' "); mark = 2; s1++; break;}

          case 2:{fprintf(f2,"' "); mark = 1; s2++; break;}

        }

      }

      if ( mark == 1 ) { fprintf(f1,"%d ",a2); s1++; }

      else { fprintf(f2,"%d ",a2); s2++;}

      a1 = a2;

      fscanf(f,"%d",&a2);

    }

    if ( s2 > 0 && mark == 2 ) { fprintf(f2,"'");}

    if ( s1 > 0 && mark == 1 ) { fprintf(f1,"'");}

    fclose(f2);

    fclose(f1);

    fclose(f);

    cout << endl;

    Print_File(name);

    Print_File("nmsort_1");

    Print_File("nmsort_2");

    cout << endl;

    f = fopen(name,"w");

    f1 = fopen("nmsort_1","r");

    f2 = fopen("nmsort_2","r");

    if ( !feof(f1) ) fscanf(f1,"%d",&a1);

    if ( !feof(f2) ) fscanf(f2,"%d",&a2);

    bool file1, file2;

    while ( !feof(f1) && !feof(f2) ){

      file1 = file2 = false;

      while ( !file1 && !file2 ) {

        if ( a1 <= a2 ) {

          fprintf(f,"%d ",a1);

          file1 = End_Range(f1);

          fscanf(f1,"%d",&a1);

        }

        else {

          fprintf(f,"%d ",a2);

          file2 = End_Range(f2);

          fscanf(f2,"%d",&a2);

        }

      } 

      while ( !file1 ) {

        fprintf(f,"%d ",a1);

        file1 = End_Range(f1);

        fscanf(f1,"%d",&a1);

      }

      while ( !file2 ) {

        fprintf(f,"%d ",a2);

        file2 = End_Range(f2);

        fscanf(f2,"%d",&a2);

      }

    }

    file1 = file2 = false;

    while ( !file1 && !feof(f1) ) {

      fprintf(f,"%d ",a1);

      file1 = End_Range(f1);

      fscanf(f1,"%d",&a1);

    }

    while ( !file2 && !feof(f2) ) {

      fprintf(f,"%d ",a2);

      file2 = End_Range(f2);

      fscanf(f2,"%d",&a2);

    }

    fclose(f2);

    fclose(f1);

    fclose(f);

  }

  remove("nmsort_1");

  remove("nmsort_2");

}

//определение конца блока

bool End_Range (FILE * f){

  int tmp;

  tmp = fgetc(f);

  tmp = fgetc(f);

  if (tmp != '\'') fseek(f,-2,1);

  else fseek(f,1,1);

  return tmp == '\'' ? true : false;

}

Таким образом, число чтений или перезаписей файлов при использовании метода естественного слияния будет не хуже, чем при применении метода простого слияния, а в среднем – даже лучше. Но в этом методе увеличивается число сравнений за счет тех, которые требуются для распознавания концов серий. Помимо этого, максимальный размер вспомогательных файлов может быть близок к размеру исходного файла, так как длина серий может быть произвольной.
Ключевые термины

Внешняя сортировка – это сортировка данных, которые расположены на внешних устройствах и не вмещающихся в оперативную память.

Двухпутевое слияние – это сортировка, в которой данные распределяются на два вспомогательных файла. 

Двухфазная сортировка – это сортировка, в которой отдельно реализуется две фазы: распределение и слияние. 

Длина серии – это количество элементов в серии. 
Естественное слияние – это сортировка, при которой всегда сливаются две самые длинные из возможных серий.

Многопутевое слияние – это сортировка, в которой данные распределяются на N (N > 2) вспомогательных файлов.

Несбалансированное слияние – это естественное слияние, у которого после фазы распределения количество серий во вспомогательных файлах отличается друг от друга более чем на единицу.

Однофазная сортировка – это сортировка, в которой объединены фазы распределения и слияния в одну. 

Простое слияние – это одна из сортировок на основе слияния называется, в которой длина серий фиксируется на каждом шаге.
Распределение – это процесс разделения упорядоченных серий на два и несколько вспомогательных файла.

Сбалансированное слияние – это естественное слияние, у которого после фазы распределения количество серий во вспомогательных файлах отличается друг от друга не более чем на единицу.

Серия (упорядоченный отрезок) – это последовательность элементов, которая упорядочена по ключу.

Слияние – это процесс объединения двух (или более) упорядоченных серий в одну упорядоченную последовательность при помощи циклического выбора элементов доступных в данный момент.

Фаза – это действия по однократной обработке всей последовательности элементов. 

Краткие итоги

1. Внешние сортировки применяются к данным, которые хранятся во внешней памяти. Внешние сортировки применяются, если объем сортируемых данных превосходит допустимое место в ОЗУ.

2. Внешние сортировки, по сравнению с внутренними, характеризуются проигрышем по времени за счет обращения к внешним носителям. 

3. К наиболее известным алгоритмам внешних сортировок относятся: сортировки слиянием (простое слияние и естественное слияние); улучшенные сортировки (многофазная сортировка и каскадная сортировка).

4. Алгоритмы внешних сортировок отличаются по реализации числом фаз и путей.

5. Простое слияние является одной из сортировок на основе слияния, в которой длина серий фиксируется на каждом шаге.

6. Естественное слияние является сортировкой, при которой всегда сливаются две самые длинные из возможных серий.

7. Число чтений или перезаписей файлов при использовании метода естественного слияния будет не хуже, чем при применении метода простого слияния, а в среднем – даже лучше. Однако в данном методе увеличивается число сравнений за счет распознавания концов серий.

Набор для практики

Вопросы

1. Чем обусловлено использование алгоритмов внешних сортировок?
2. Как расходуется ОЗУ при использовании различных алгоритмов внешних сортировок?

3. Каким слиянием, простым или естественным, эффективнее объединять два упорядоченных по общему ключу файла? Ответ обоснуйте.

4. Какие еще факторы, кроме числа фаз и путей, следует учитывать при анализе эффективности алгоритмов внешних сортировок?
5. Как определить, какому алгоритму внешних сортировок отдать предпочтение при решении задачи?
Упражнения

1. На основании приведенной в лекции функции реализуйте программу, в которой выполняется алгоритм внешней сортировки двухпутевым двухфазным простым слиянием.

2. На основании приведенной в лекции функции реализуйте программу, в которой выполняется алгоритм внешней сортировки двухпутевым двухфазным естественным слиянием.

3. Дан полный перечень всех стран, который включает в себя: название, континент, столицу, площадь, численность населения. Указать сведения о государствах заданного континента в порядке возрастания численности населения. Использовать двухпутевое однофазное простое слияние.

4. Даны сведения о химических веществах, которые включает в себя: класс вещества, название вещества, молекулярная масса вещества. Упорядочить по возрастанию молекулярных масс все вещества указанного класса. Использовать двухпутевое двухфазное естественное сбалансированное слияние.

5. В файле хранится последовательность русских слов. Упорядочить ее в алфавитном порядке. Использовать внешнюю сортировку. Учесть, что порядок кодов букв русского алфавита не соответствует порядку букв в алфавите.

Литература

1. Ахо А. , Хопкрофт Дж., Ульман Д. Структуры данных и алгоритмы. Уч. пособие. — М.: Вильямс, 2000. – 384с.

2. Кнут Д.Э. Искусство программирования. Том 3. Сортировка и поиск, 3-е изд.: Пер. с англ.: Уч. пос. – М.: Вильямс, 2000. – 832 с.

3. Кормен Т., Леверсон Ч.., Ртвест Р. Алгоритмы. Построение и анализ. — М.: МЦНМО, 1999. – 960 с.
4. Подбельский, В.В. Программирование на языке Си: учеб. пособие / В.В. Подбельский, С.С. Фомин. – М.: Финансы и статистика, 2004. – 600 с.

5. Подбельский, В.В. Язык Си++: учеб. пособие / В.В. Подбельский. – М.: Финансы и статистика, 2005. – 560 с.
6. Сэджвик Р. Фундаментальные алгоритмы на С++. Части 1-4. Анализ, структуры данных, сортировка, поиск. — М.: Диасофт, 2001. – 687 с.

7. Хусаинов Б.С. Структуры и алгоритмы обработки данных. Примеры на языке Си. Учебное пособие. - М.: Финансы и статистика, 2004. – 464 с.

Лекция 44. Алгоритмы на графах. Алгоритмы обхода графа. 

Краткая аннотация лекции. 

В лекции рассматриваются основные понятия из теории графов, модели представления графов, на основе которых приводятся описания и реализации алгоритмов поиска в глубину и в ширину.
Цель лекции: изучить основные алгоритмы обхода графа и научиться решать задачи обхода графа на основе поиска в ширину и поиска в глубину.

Текст лекции.
Теория графов в последнее время широко используется в различных отраслях науки и техники. Быстрое развитие данная теория получила с созданием электронно-вычислительной техники, которая позволяла решить многие задачи алгоритмизации.

Граф – это совокупность двух конечных множеств: множества точек и множества линий, попарно соединяющих некоторые из этих точек. Множество точек называется вершинами (узлами) графа. Множество линий, соединяющих вершины графа, называются ребрами (дугами) графа.
Ориентированный граф (орграф) – граф, у которого все ребра ориентированы, т.е. ребрам которого присвоено направление.

Неориентированный граф (неорграф) – граф, у которого все ребра неориентированы, т.е. ребрам которого не задано направление.

Смешанный граф – граф, содержащий как ориентированные, так и неориентированные ребра.
Петлей называется ребро, соединяющее вершину саму с собой. Две вершины называются смежными, если существует соединяющее их ребро. Ребра, соединяющие одну и ту же пару вершин, называются кратными. 
Простой граф – это граф, в котором нет ни петель, ни кратных ребер. 

Мультиграф – это граф, у которого любые две вершины соединены более чем одним ребром.

Маршрутом в графе называется конечная чередующаяся последовательность смежных вершин и ребер, соединяющих эти вершины.

Маршрут называется открытым, если его начальная и конечная вершины различны, в противном случае он называется замкнутым.

Маршрут называется цепью, если все его ребра различны. Открытая цепь называется путем, если все ее вершины различны.

Замкнутая цепь называется циклом, если различны все ее вершины, за исключением концевых.
Граф называется связным, если для любой пары вершин существует соединяющий их путь.

Вес вершины – число (действительное, целое или рациональное), поставленное в соответствие данной вершине (интерпретируется как стоимость, пропускная способность и т. д.). Вес (длина) ребра – число или несколько чисел, которые интерпретируются по отношению к ребру как длина, пропускная способность и т. д.

Взвешенный граф – граф, каждому ребру которого поставлено в соответствие некое значение (вес ребра).
Выбор структуры данных для хранения графа в памяти компьютера имеет принципиальное значение при разработке эффективных алгоритмов. Рассмотрим несколько способов представления графа.  

Пусть задан граф (например, рис. 1), у которых количество вершин равно n, а количество ребер – m. Каждое ребро и каждая вершина имеют вес – целое положительное число. Если граф не является помеченным, то считается, что вес равен единице.
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Рис. 1. Граф

1. Список ребер – это множество, образованное парами смежных вершин (рис. 2). Для его хранения обычно используют одномерный массив размером m, содержащий список пар вершин, смежных с одним ребром графа. Список ребер более удобен для реализации различных алгоритмов на графах по сравнению с другими способами.
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Рис. 2. Список ребер графа

2. Матрица смежности – это двумерный массив размерности n × n, значения элементов которого характеризуются смежностью вершин графа (рис. 3). При этом значению элемента матрицы присваивается количество ребер, которые соединяют соответствующие вершины. Данный способ действенен, когда надо проверять смежность или находить вес ребра по двум заданным вершинам.
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Рис. 3. Матрица смежности графа

3. Матрица инцидентности – это двумерный массив размерности n × m, в котором указываются связи между инцидентными элементами графа (ребро и вершина). Столбцы матрицы соответствуют ребрам, строки – вершинам (рис. 4). Ненулевое значение в ячейке матрицы указывает связь между вершиной и ребром. Данный способ является самым емким для хранения, но облегчает нахождение циклов в графе.
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Рис. 4. Матрица инцидентности графа

Существует много алгоритмов на графах, в основе которых лежит систематический перебор вершин графа, такой что каждая вершина просматривается (посещается) в точности один раз. Поэтому важной задачей является нахождение хороших методов поиска в графе. 

Под обходом графов (поиском на графах) понимается процесс систематического просмотра всех ребер или вершин графа с целью отыскания ребер или вершин, удовлетворяющих некоторому условию. 

При решении многих задач, использующих графы, необходимы эффективные методы регулярного обхода вершин и ребер графов. К стандартным и наиболее распространенным методам относятся:

· поиск в глубину (Depth First Search, DFS);

· поиск в ширину (Breadth First Search, BFS).

Эти методы чаще всего рассматриваются на ориентированных графах, но они применимы и для неориентированных, ребра которых считаются двунаправленными. Алгоритмы обхода в глубину и в ширину лежат в основе решения различных задач обработки графов, например, построения остовного леса, проверки связности, ацикличности, вычисления расстояний между вершинами и других.
Поиск в глубину
При поиске в глубину посещается первая вершина, затем необходимо идти вдоль ребер графа, до попадания в тупик. Вершина графа является тупиком, если все смежные с ней вершины уже посещены. После попадания в тупик нужно возвращаться назад вдоль пройденного пути, пока не будет обнаружена вершина, у которой есть еще не посещенная вершина, а затем необходимо двигаться в этом новом направлении. Процесс оказывается завершенным при возвращении в начальную вершину, причем все смежные с ней вершины уже должны быть посещены.
Таким образом, основная идея поиска в глубину – когда возможные пути по ребрам, выходящим из вершин, разветвляются, нужно сначала полностью исследовать одну ветку и только потом переходить к другим веткам (если они останутся нерассмотренными).
Алгоритм поиска в глубину

Шаг 1. Всем вершинам графа присваивается значение не посещенная. Выбирается первая вершина и помечается как посещенная. 

Шаг 2. Для последней помеченной как посещенная вершины выбирается смежная вершина, являющаяся первой помеченной как не посещенная, и ей присваивается значение посещенная. Если таких вершин нет, то берется предыдущая помеченная вершина. 

Шаг 3. Повторить шаг 2 до тех пор, пока все вершины не будут помечены как посещенные (рис. 5).
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Рис.5. Демонстрация алгоритма поиска в глубину

//Описание функции алгоритма поиска в глубину

void Depth_First_Search(int n, int **Graph, bool *Visited, 
                        int Node){

  Visited[Node] = true;

  cout << Node + 1 << endl;

  for (int i = 0 ; i < n ; i++)

    if (Graph[Node][i] && !Visited[i])

      Depth_First_Search(n,Graph,Visited,i);

}

Также часто используется нерекурсивный алгоритм поиска в глубину. В этом случае рекурсия заменяется на стек. Как только вершина просмотрена, она помещается в стек, а использованной она становится, когда больше нет новых вершин, смежных с ней.

Временная сложность зависит от представления графа. Если применена матрица смежности, то временная сложность равна 
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: рассматриваются все вершины и все ребра.

Поиск в ширину
При поиске в ширину, после посещения первой вершины, посещаются все соседние с ней вершины. Потом посещаются все вершины, находящиеся на расстоянии двух ребер от начальной. При каждом новом шаге посещаются вершины, расстояние от которых до начальной на единицу больше предыдущего. Чтобы предотвратить повторное посещение вершин, необходимо вести список посещенных вершин. Для хранения временных данных, необходимых для работы алгоритма, используется очередь – упорядоченная последовательность элементов, в которой новые элементы добавляются в конец, а старые удаляются из начала.

Таким образом, основная идея поиска в ширину заключается в том, что сначала исследуется все вершины, смежные с начальной вершиной (вершина с которой начинается обход). Эти вершины находятся на расстоянии 1 от начальной. Затем исследуется все вершины на расстоянии 2 от начальной, затем все на расстоянии 3 и т.д. Обратим внимание, что при этом для каждой вершины сразу находятся длина кратчайшего маршрута от начальной вершины.
Алгоритм поиска в ширину

Шаг 1. Всем вершинам графа присваивается значение не посещенная. Выбирается первая вершина и помечается как посещенная (и заносится в очередь).

Шаг 2. Посещается первая вершина из очереди (если она не помечена как посещенная). Все ее соседние вершины заносятся в очередь. После этого она удаляется из очереди.
Шаг 3. Повторяется шаг 2 до тех пор, пока очередь не пуста (рис. 6). 
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Рис.6. Демонстрация алгоритма поиска в ширину

//Описание функции алгоритма поиска в ширину

void Breadth_First_Search(int n, int **Graph, 

                          bool *Visited, int Node){

  int *List = new int[n]; //очередь
  int Count, Head;        // указатели очереди

  int i; 

  // начальная инициализация

  for (i = 0; i < n ; i++)

    List[i] = 0;

  Count = Head = 0;

  // помещение в очередь вершины Node

  List[Count++] = Node;

  Visited[Node] = true;

  while ( Head < Count ) {

    //взятие вершины из очереди

    Node = List[Head++];

    cout << Node + 1 << endl;

    // просмотр всех вершин, связанных с вершиной Node

    for (i = 0 ; i < n ; i++)

      // если вершина ранее не просмотрена

      if (Graph[Node][i] && !Visited[i]){

        // заносим ее в очередь

        List[Count++] = i;

        Visited[i] = true;

      }

  }

}

Сложность поиска в ширину при нематричном представлении графа равна 
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Ключевые термины

Вес (длина) ребра – это число или несколько чисел, которые интерпретируются по отношению к ребру как длина, пропускная способность.

Вес вершины – это число (действительное, целое или рациональное), поставленное в соответствие данной вершине. 

Взвешенный граф – это граф, каждому ребру которого поставлено в соответствие его вес.

Граф – это совокупность двух конечных множеств: множества точек и множества линий, попарно соединяющих некоторые из этих точек. Вершины (узлы) графа – это множество точек, составляющих граф. 

Замкнутый маршрут – это маршрут в графе, у которого начальная и конечная вершины совпадают.

Кратные ребра – это ребра, соединяющие одну и ту же пару вершин. 

Маршрут в графе – это конечная чередующаяся последовательность смежных вершин и ребер, соединяющих эти вершины.

Матрица инцидентности – это двумерный массив, в котором указываются связи между инцидентными элементами графа (ребро и вершина). 
Матрица смежности – это двумерный массив, значения элементов которого характеризуются смежностью вершин графа 
Мультиграф – это граф, у которого любые две вершины соединены более чем одним ребром.

Неориентированный граф (неорграф) – это граф, у которого все ребра неориентированы, то есть ребрам которого не задано направление.

Обход графа (поиск на графе) – это процесс систематического просмотра всех ребер или вершин графа с целью отыскания ребер или вершин, удовлетворяющих некоторому условию. 

Ориентированный граф (орграф) – это граф, у которого все ребра ориентированы, то есть ребрам которого присвоено направление.

Открытый маршрут – это маршрут в графе, у которого начальная и конечная вершины различны.

Петля – это ребро, соединяющее вершину саму с собой. 

Поиск в глубину – это обход графа по возможным путям, когда нужно сначала полностью исследовать одну ветку и только потом переходить к другим веткам (если они останутся нерассмотренными).

Поиск в ширину – это графа по возможным путям, когда после посещения вершины, посещаются все соседние с ней вершины.

Простой граф – это граф, в котором нет ни петель, ни кратных ребер. 

Путь – это открытая цепь, у которой все вершины различны.

Ребра (дуги) графа – это множество линий, соединяющих вершины графа.

Связный граф – это граф, у которого для любой пары вершин существует соединяющий их путь.

Смежные вершины – это вершины, соединенные общим ребром. 

Смешанный граф – это граф, содержащий как ориентированные, так и неориентированные ребра.

Список ребер – это множество, образованное парами смежных вершин 
Тупик – это вершина графа, для которой все смежные с ней вершины уже посещены

Цепь – это маршрут в графе, у которого все ребра различны.

Цикл – это замкнутая цепь, у которой различны все ее вершины, за исключением концевых.

Краткие итоги

1. Графы являются моделью представления данных, основанных на отношениях между элементами множеств.

2. Для представления графов используется несколько способов: список ребер, матрица смежности, матрица инцидентности.
3. Для организации поиска на графах используются обходы в глубину и в ширину.
4. Реализацию обходов можно осуществлять рекурсивными и нерекурсивными алгоритмами.
5. От вида графа и способа его представления зависит временная сложность выполнения алгоритма.
Набор для практики

Вопросы

1. Как связаны между собой различные способы представления графов?

2. Как от вида или представления графа зависит временная сложность алгоритмов поиска в глубину и в ширину?

3. Как при реализации в коде выполняется возвращение из тупиковых вершин при обходе графа?

4. Как выполняется обход в несвязном графе? 

5. Распространяются ли понятия «поиск в глубину» и «поиск в ширину» на несвязный граф? Ответ обоснуйте.

6. Охарактеризуйте трудоемкость рекурсивного и нерекурсивного алгоритмов обхода графа.

Упражнения

1. На основании приведенной в лекции функции реализуйте программу, в которой выполняется алгоритм обхода графа на основе поиска в глубину.

2. На основании приведенной в лекции функции реализуйте программу, в которой выполняется алгоритм обхода графа на основе поиска в ширину.

3. Используйте обход графа в ширину для определения всех вершин графа, находящихся на фиксированном расстоянии d от данной вершины. 

4. Перенумеруйте вершины графа в порядке обхода в глубину и вычислите среднюю плотность графа как частное от деления количества его ребер на число вершин. Можно ли оба эти действия выполнить за один обход графа?

5. В вершинах неориентированного графа хранятся положительные целые числа. Подсчитайте количество пар дружественных чисел в вершинах графа, которые соединены ребрами.
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Лекция 45. Алгоритмы на графах. Алгоритмы нахождения кратчайшего пути. 

Краткая аннотация лекции. 

В лекции рассматриваются постановка задачи и описание алгоритмов нахождения кратчайшего пути в графах, приводятся программные реализации алгоритмов Дейкстры, Флойда и переборного алгоритма.

Цель лекции: изучить основные алгоритмы поиска кратчайшего пути и научиться решать задачи поиска кратчайшего пути на основе алгоритмов Дейкстры, Флойда и переборных алгоритмов.

Текст лекции.
Нахождение кратчайшего пути на сегодняшний день является жизненно необходимой задачей и используется практически везде, начиная от нахождения оптимального маршрута между двумя объектами на местности (например, кратчайший путь от дома до университета), в системах автопилота, для нахождения оптимального маршрута при перевозках, коммутации информационного пакета в сетях и т.п.

Кратчайший путь рассматривается при помощи некоторого математического объекта, называемого графом. Поиск кратчайшего пути ведется между двумя заданными вершинами в графе. Результатом является путь, то есть последовательность вершин и ребер, инцидентных двум соседним вершинам, и его длина.

Рассмотрим три наиболее эффективных алгоритма нахождения кратчайшего пути: 

· алгоритм Дейкстры;

· алгоритм Флойда;

· переборные алгоритмы.

Указанные алгоритмы легко выполняются при малом количестве вершин в графе. При увеличении их количества задача поиска кратчайшего пути усложняется. 

Алгоритм Дейкстры
Данный алгоритм является алгоритмом на графах, который изобретен нидерландским ученым Э. Дейкстрой в 1959 году. Алгоритм находит кратчайшее расстояние от одной из вершин графа до всех остальных и работает только для графов без ребер отрицательного веса.

Каждой вершине приписывается вес – это вес пути от начальной вершины до данной. Также каждая вершина может быть выделена. Если вершина выделена, то путь от нее до начальной вершины кратчайший, если нет – то временный. Обходя граф, алгоритм считает для каждой вершины маршрут, и, если он оказывается кратчайшим, выделяет вершину. Весом данной вершины становится вес пути. Для всех соседей данной вершины алгоритм также рассчитывает вес, при этом ни при каких условиях не выделяя их. Алгоритм заканчивает свою работу, дойдя до конечной вершины, и весом кратчайшего пути становится вес конечной вершины.

Алгоритм Дейкстры
Шаг 1. Всем вершинам, за исключением первой, присваивается вес равный бесконечности, а первой вершине – 0.

Шаг 2. Все вершины не выделены.

Шаг 3. Первая вершина объявляется текущей.

Шаг 4. Вес всех невыделенных вершин пересчитывается по формуле: вес невыделенной вершины есть минимальное число из старого веса данной вершины, суммы веса текущей вершины и веса ребра, соединяющего текущую вершину с невыделенной.

Шаг 5. Среди невыделенных вершин ищется вершина с минимальным весом. Если таковая не найдена, то есть вес всех вершин равен бесконечности, то маршрут не существует. Следовательно, выход. Иначе, текущей становится найденная вершина. Она же выделяется.

Шаг 6. Если текущей вершиной оказывается конечная, то путь найден, и его вес есть вес конечной вершины.

Шаг 7. Переход на шаг 4. 
В программной реализации алгоритма Дейкстры построим множество S вершин, для которых кратчайшие пути от начальной вершины уже известны. На каждом шаге к множеству S добавляется та из оставшихся вершин, расстояние до которой от начальной вершины меньше, чем для других оставшихся вершин. При этом будем использовать массив D, в который записываются длины кратчайших путей для каждой вершины. Когда множество S будет содержать все вершины графа, тогда массив D будет содержать длины кратчайших путей от начальной вершины к каждой вершине.

Помимо указанных массивов будем использовать матрицу длин C, где элемент C[i, j] –длина ребра (i, j), если ребра нет, то ее длина полагается равной бесконечности, то есть больше любой фактической длины ребер. Фактически матрица C представляет собой матрицу смежности, в которой все нулевые элементы заменены на бесконечность.

Для определения самого кратчайшего пути введем массив P вершин, где P[v] будет содержать вершину, непосредственно предшествующую вершине v в кратчайшем пути (рис. 1).
[image: image70.png]Hrepanus S w | D[2] | D[3]|D[4] | D[5]
HAYaI0 {1} — 10 oo 30 | 100
1 {1,2} 2 [ 10 | 60 | 30 [ 100
2 {1,2,4} 4 110 | 50 [ 30 | 90
3 {1,2,4,3} 3110 [ 50 ] 30 [ 60
4 11,2,4,3,5 | 5| 10 [ 50 | 30 | 60
Maccus P: 1 4 1 3
Kparuaiimmii nyte u3 1 8 5: {1, 4, 3,5}





Рис.1. Демонстрация алгоритма Дейкстры

//Описание функции алгоритма Дейкстры

void Dijkstra(int n, int **Graph, int Node){

  bool *S = new bool[n];

  int *D = new int[n];

  int *P = new int[n];

  int i, j;

  int Max_Sum = 0;

  for (i = 0 ; i < n ; i++)

    for (j = 0 ; j < n ; j++)

      Max_Sum += Graph[i][j];

  for (i = 0 ; i < n ; i++)

    for (j = 0 ; j < n ; j++)

      if (Graph[i][j] == 0) 
        Graph[i][j] = Max_Sum;

  for (i = 0 ; i < n ; i++){

    S[i] = false;

    P[i] = Node;

    D[i] = Graph[Node][i];

  }

  S[Node] = true;

  P[Node] = -1;

  for ( i = 0 ; i < n - 1 ; i++ ){

    int w = 0;

    for ( j = 1 ; j < n ; j++ ){

      if (!S[w]){

        if (!S[j] && D[j] <= D[w])
          w = j;

      }

      else w++;

    }

    S[w] = true;

    for ( j = 1 ; j < n ; j++ )

      if (!S[j])

        if (D[w] + Graph[w][j] < D[j]){

          D[j] = D[w] + Graph[w][j];

          P[j] = w;

        }

  }

  for ( i = 0 ; i < n ; i++ )

    printf("%5d",D[i]);

  cout << endl;

  for ( i = 0 ; i < n ; i++ )

    printf("%5d",P[i]+1);

  cout << endl;

  delete [] P;

  delete [] D;

  delete [] S;

}

Сложность алгоритма Дейкстры зависит от способа нахождения вершины, а также способа хранения множества непосещенных вершин и способа обновления длин.

Если для представления графа использовать матрицу смежности, то время выполнения этого алгоритма имеет порядок 
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, где n – количество вершин графа.

Алгоритм Флойда
Рассматриваемый алгоритм иногда называют алгоритмом Флойда-Уоршелла. Алгоритм Флойда-Уоршелла является алгоритмом на графах, который разработан в 1962 году Робертом Флойдом и Стивеном Уоршеллом. Он служит для нахождения кратчайших путей между всеми парами вершин графа. 

Метод Флойда непосредственно основывается на том факте, что в графе с положительными весами ребер всякий неэлементарный (содержащий более 1 ребра) кратчайший путь состоит из других кратчайших путей. 

Этот алгоритм более общий по сравнению с алгоритмом Дейкстры, так как он находит кратчайшие пути между любыми двумя вершинами графа. 
В алгоритме Флойда используется матрица A размером 
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, в которой вычисляются длины кратчайших путей. Элемент 
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 равен расстоянию от вершины i к вершине j, которое имеет конечное значение, если существует ребро (i, j), и равен бесконечности в противном случае. 

Алгоритм Флойда

Основная идея алгоритма. Пусть есть три вершины i, j, k и заданы расстояния между ними. Если выполняется неравенство 
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, то целесообразно заменить путь 
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. Такая замена выполняется систематически в процессе выполнения данного алгоритма.
Шаг 0. Определяем начальную матрицу расстояния 
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 и матрицу последовательности вершин 
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. Каждый диагональный элемент обеих матриц равен 0, таким образом, показывая, что эти элементы в вычислениях не участвуют. Полагаем k = 1.

Основной шаг k. Задаем строку k и столбец k как ведущую строку и ведущий столбец. Рассматриваем возможность применения замены описанной выше, ко всем элементам 
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. Если выполняется неравенство 
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), тогда выполняем следующие действия: 

1) создаем матрицу 
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2) создаем матрицу 
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[image: image90.wmf]1

-

k

S

 элемента 
[image: image91.wmf]]

,

[

j

i

S

 на k. Полагаем k = k + 1 и повторяем шаг k. 

Таким образом, алгоритм Флойда делает n итераций, после i-й итерации матрица А будет содержать длины кратчайших путей между любыми двумя парами вершин при условии, что эти пути проходят через вершины от первой до i-й. На каждой итерации перебираются все пары вершин и путь между ними сокращается при помощи i-й вершины (рис. 2).
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Рис.2. Демонстрация алгоритма Флойда
//Описание функции алгоритма Флойда

void Floyd(int n, int **Graph, int **ShortestPath){

  int i, j, k;

  int Max_Sum = 0;

  for ( i = 0 ; i < n ; i++ )

    for ( j = 0 ; j < n ; j++ )

      Max_Sum += ShortestPath[i][j];

  for ( i = 0 ; i < n ; i++ )

    for ( j = 0 ; j < n ; j++ )

      if ( ShortestPath[i][j] == 0 && i != j ) 
        ShortestPath[i][j] = Max_Sum;

  for ( k = 0 ; k < n; k++ )

    for ( i = 0 ; i < n; i++ )

      for ( j = 0 ; j < n ; j++ )

        if ((ShortestPath[i][k] + ShortestPath[k][j]) < 
             ShortestPath[i][j])

          ShortestPath[i][j] = ShortestPath[i][k] + 
            ShortestPath[k][j];

}

Заметим, что если граф неориентированный, то все матрицы, получаемые в результате преобразований симметричны и, следовательно, достаточно вычислять только элементы, расположенные выше главной диагонали.

Если граф представлен матрицей смежности, то время выполнения этого алгоритма имеет порядок 
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, поскольку в нем присутствуют вложенные друг в друга три цикла.

Переборные алгоритмы

Переборные алгоритмы по сути своей являются алгоритмами поиска, как правило, поиска оптимального решения. При этом решение конструируется постепенно. В этом случае обычно говорят о переборе вершин дерева вариантов. Вершинами такого графа будут промежуточные или конечные варианты, а ребра будут указывать пути конструирования вариантов.

Рассмотрим переборные алгоритмы, основанные на методах поиска в графе, на примере задачи нахождения кратчайшего пути в лабиринте. 
Постановка задачи. 

Лабиринт, состоящий из проходимых и непроходимых клеток, задан матрицей A размером 
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 проходима. В противном случае 
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Требуется найти длину кратчайшего пути из клетки (1, 1) в клетку 
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Фактически дана матрица смежности (только в ней нули заменены бесконечностями, а единицы – нулями). Лабиринт представляет собой граф.

Вершинами дерева вариантов в данной задаче являются пути, начинающиеся в клетке (1, 1). Ребра – показывают ход конструирования этих путей и соединяют два пути длины k и k+1, где второй путь получается из первого добавлением к пути еще одного хода.
Перебор с возвратом

Данный метод основан на методе поиска в глубину. Перебор с возвратом считают методом проб и ошибок («попробуем сходить в эту сторону: не получится – вернемся и попробуем в другую»). Так как перебор вариантов осуществляется методом поиска в глубину, то целесообразно во время работы алгоритма хранить текущий путь в дереве. Этот путь представляет собой стек Way.

Также необходим массив Dist, размерность которого соответствует количеству вершин графа, хранящий для каждой вершины расстояние от нее до исходной вершины.

Пусть текущей является некоторая клетка (в начале работы алгоритма – клетка (1, 1)). Если для текущей клетки есть клетка-сосед Neighbor, отсутствующая в Way, в которую на этом пути еще не ходили, то добавляем Neighbor в Way и текущей клетке присваиваем Neighbor, иначе извлечь из Way.

Приведенное выше описание дает четко понять, почему этот метод называется перебором с возвратом. Возврату здесь соответствует операция «извлечь из Way», которая уменьшает длину Way на 1. 
Перебор заканчивается, когда Way пуст и делается попытка возврата назад. В этой ситуации возвращаться уже некуда (рис. 3).

Way является текущим путем, но в процессе работы необходимо хранить и оптимальный путь OptimalWay.
Усовершенствование алгоритма можно произвести следующим образом: не позволять, чтобы длина Way была больше или равна длине OptimalWay. В этом случае, если и будет найден какой-то вариант, он заведомо не будет оптимальным. Такое усовершенствование в общем случае означает, что как только текущий путь станет заведомо неоптимальным, надо вернуться назад. Данное улучшение алгоритма позволяет во многих случаях сильно сократить перебор.
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Рис.3. Демонстрация алгоритма перебора с возвратом

/*Описание функции переборного алгоритма методом поиска в глубину */

void Backtracking(int n, int m, int **Maze){

  int Begin, End, Current;

  Begin = (n - 1) * m;

  End = m - 1;

  int *Way, *OptimalWay;

  int LengthWay, LengthOptimalWay;

  Way = new int[n*m];

  OptimalWay = new int[n*m];

  LengthWay = 0;

  LengthOptimalWay = m*n;

  for (int i = 0 ; i < n*m ; i++ )

    Way[i] = OptimalWay[i] = -1;

  int *Dist;

  Dist = new int[n*m];

  for (int i = 0 ; i < n ; i++ )

    for (int j = 0 ; j < m ; j++ )

      Dist[i * m + j] = ( Maze[i][j] == 0 ? 0 : -1 );

  Way[LengthWay++] = Current = Begin;

  while ( LengthWay > 0 ){

    if(Current == End){

      if (LengthWay < LengthOptimalWay){

        for (int i = 0 ; i < LengthWay ; i++ )

          OptimalWay[i] = Way[i];

        LengthOptimalWay = LengthWay;

      }

      if (LengthWay > 0) Way[--LengthWay] = -1;

      Current = Way[LengthWay-1];

    }

    else{

      int Neighbor = -1;

      if ((Current/m - 1) >= 0 && !Insert(Way, Current - m) &&

        (Dist[Current - m] == 0 || Dist[Current - m] > LengthWay)

        && Dist[Current] < LengthOptimalWay)

          Neighbor = Current - m;

      else 
        if ((Current%m - 1) >= 0 && !Insert(Way,Current - 1)&&

          (Dist[Current - 1]== 0 || Dist[Current - 1] > LengthWay)

          && Dist[Current] < LengthOptimalWay )

            Neighbor = Current - 1;

        else 
          if ((Current%m + 1) < m && !Insert(Way,Current + 1) &&

           (Dist[Current + 1]== 0 || Dist[Current + 1] > LengthWay)

          && Dist[Current] < LengthOptimalWay )

            Neighbor = Current + 1;

         else 
           if ((Current/m + 1) < n && !Insert(Way,Current + m) &&

            (Dist[Current + m]== 0 || Dist[Current + m] > LengthWay)

           && Dist[Current] < LengthOptimalWay )

             Neighbor = Current + m;

      if ( Neighbor != -1 ){

        Way[LengthWay++] = Neighbor;

        Dist[Neighbor] = Dist[Current] + 1;

        Current = Neighbor;

      }

      else {

        if (LengthWay > 0) Way[--LengthWay] = -1;

        Current = Way[LengthWay-1];

      }

    }

  }

  if ( LengthOptimalWay < n*m ) 

    cout << endl << "Yes. Length way=" << LengthOptimalWay<< endl;

  else cout << endl << "No" << endl;

}

Волновой алгоритм

Этот переборный алгоритм, который основан на поиске в ширину, состоит из двух этапов:

1. распространение волны;
2. обратный ход.

Распространение волны и есть собственно поиск в ширину, при котором клетки помечаются номером шага метода, на котором клетка посещается. При обратном ходе, начиная с конечной вершины, идет восстановление пути, по которому в нее попали путем включения в него клеток с минимальной пометкой (рис. 4). Важной особенностью является то, что восстановление начинается с конца (с начала оно зачастую невозможно).
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Рис.4. Демонстрация волнового алгоритма

Заметим, что перебор методом поиска в ширину по сравнению с перебором с возвратом, как правило, требует больше вспомогательной памяти, которая необходима для хранения информации, чтобы построить путь при обратном ходе и пометить посещенные вершины. Однако он работает быстрее, так как совершенно исключается посещение одной и той же клетки более чем один раз.

Ключевые термины

Алгоритм Дейкстры – это алгоритм нахождения кратчайшего пути от одной из вершин графа до всех остальных, который работает только для графов без ребер отрицательного веса.

Алгоритм Флойда – это алгоритм поиска кратчайшего пути между любыми двумя вершинами графа.

Волновой алгоритм – это переборный алгоритм, который основан на поиске в ширину и состоит из двух этапов: распространение волны и обратный ход.

Кратчайший путь – это путь в графе, то есть последовательность вершин и ребер, инцидентных двум соседним вершинам, и его длина.

Переборный алгоритм – это алгоритм обхода графа, основанный на последовательном переборе возможных путей.

Краткие итоги

1. Нахождение кратчайшего пути на сегодняшний день является актуальной задачей

2. К наиболее эффективным алгоритмам нахождения кратчайшего пути в графах относятся алгоритм Дейкстры, алгоритм Флойда и переборные алгоритмы. Эти алгоритмы эффективны при достаточно небольших количествах вершин.
3. В реализации алгоритма Дейкстры строится множество вершин, для которых кратчайшие пути от начальной вершины уже известны. Следующие шаги основаны на добавлении к имеющемуся множеству по одной вершине с сохранением длин оптимальных путей.

4. Сложность алгоритма Дейкстры зависит от способа нахождения вершины, а также способа хранения множества непосещенных вершин и способа обновления длин.

5. Метод Флойда основывается на факте, что в графе с положительными весами ребер всякий неэлементарный кратчайший путь состоит из других кратчайших путей. 

6. Если граф представлен матрицей смежности, то время выполнения алгоритма Флойда имеет порядок 
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7. Переборные алгоритмы являются алгоритмами поиска оптимального решения.

8. Волновой алгоритм  является переборным алгоритмом, который основан на поиске в ширину и состоит из двух этапов: распространение волны и обратный ход.

9. Перебор методом поиска в ширину, по сравнению с перебором с возвратом, требует больше вспомогательной памяти для хранения информации, однако, он работает быстрее, так как исключается посещение одной и той же вершины более чем один раз.

Набор для практики

Вопросы

1. С какими видами графов работают алгоритмы Дейкстры, Флойда и переборные алгоритмы?
2. Как от представления графа зависит эффективность алгоритма его обхода?

3. За счет чего поиск в ширину является достаточно ресурсоемким алгоритмом?
4. В чем преимущества алгоритмов обхода графа в ширину?

5. Каким образом в алгоритме перебора с возвратом при обходе графа обрабатывается посещение тупиковых вершин?
6. Поясните на примере обхода графа этап обратного хода в волновом алгоритме. Почему его удобно выполнять с конца?
7. При программной реализации алгоритмов обхода графа с помощью рекурсии что выделяется в качестве базы и как организована декомпозиция? 
Упражнения

1. На основании приведенной в лекции функций реализуйте программы, в которых выполняются алгоритм Дейкстры и алгоритм Флойда.

2. На основании приведенной в лекции функции реализуйте программу, в которой выполняется переборный алгоритм методом поиска в ширину.

3. Оля (A), Маша (B), Витя (C), Дима (D), Ваня (E) и Катя (F) живут в разных городах. Стоимость билетов из разных городов известна (рис.). Добраться до городов можно разными способами. Определить наименьшую сумму, которую нужно потратить, чтобы Оля могла навестить каждого из своих друзей. 


4. Квадратное озеро задается матрицей M×N и покрыто мелкими островками. В левом верхнем углу находится плот размером m×m. За один шаг плот может передвигаться на одну клетку по вертикали или горизонтали. Требуется определить кратчайший путь плота до правого нижнего угла. 

5. Напишите алгоритм, находящий строку длиной 100 символов, состоящую только из букв «A», «B», «C», такую, что в ней никакие две соседние подстроки не равны друг другу. Воспользуйтесь перебором с возвратом.
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Лекция 46. Решение задач на использование алгоритмов обработки данных.

Краткая аннотация лекции. 

В лекции даются общие рекомендации по решению задач повышенной сложности, рассматривается примеры программной реализации задач обработки данных, которые решаются с помощью алгоритмов сортировок, обходов графа и сжатия данных.
Цель лекции: изучить основные приемы разработки алгоритмов обработки данных, научиться применять их при решении задач и учитывать трудоемкость и эффективность используемых алгоритмов.

Текст лекции.
Рассмотренные в предыдущих лекциях алгоритмы в основном относятся к базовым алгоритмам обработки данных и являются результатом исследований и разработок, проводившихся на протяжении десятков лет. Они, как и прежде, продолжают играть важную роль во все расширяющемся использовании в вычислительных процессах. На этих алгоритмах строится большинство задач повышенной сложности и задач олимпиадного уровня.

Приведем общую схему решения задач по программированию.

1. Чтение условия. Необходимо внимательно прочесть условие задачи, не пропуская ни одной фразы.

2. Построение математической модели. Необходимо понять, в чем заключается задача – построить ее математическую модель (на листке бумаги или образно), то есть достаточно формально и математически строго понять условие.

3. Построение общей схемы решения. Теперь следует перейти от понимания того, что необходимо сделать, к пониманию того, как это сделать, то есть наметить эффективный алгоритм решения задачи и пути его реализации.

4. Стыковка. Под стыковкой понимается уточнение решений, принятых на предыдущем этапе. Необходимо достаточно медленно и тщательно продумать, из каких частей будет состоять программа, какие массивы и структуры будут выделены и т.д.

5. Реализация. На этом этапе собственно пишется сама программа. Иногда предпочтительнее программирование «сверху вниз», иногда – «снизу вверх» или их комбинация.

6. Тестирование и отладка. Добившись того, чтобы программа компилировалась, необходимо убедиться в ее правильности. Проблемы могут быть в мелких ошибках, допущенных в процессе написания: перепутанные имена переменных, неверный знак в формуле и т.д. Решение может быть принципиально неправильным или неэффективным. Размер массивов может быть недостаточным или, напротив, чрезмерным, что будет вызывать ошибку «превышен предел памяти».

Алгоритмы сортировки данных

Данную тему следует рассматривать в двух аспектах. Во-первых, при решении различных задач повышенной сложности данные довольно часто требуется упорядочить по некоторому признаку (то есть отсортировать). При этом, если специально не оговорено иное, считается, что массив требуется отсортировать в порядке неубывания значений его элементов (для различных элементов – в порядке возрастания). Во-вторых, задача сама по себе может требовать построения оптимального в смысле определенных требований или нестандартного алгоритма сортировки. Помимо этого, специфика задач повышенной сложности может состоять в формализации критерия, по которому следует сортировать данные.
Особую роль при выборе метода сортировки играет его трудоемкость и эффективность. Приведем таблицу, в которой для известных универсальных алгоритмов сортировки приведены порядки для количества выполняемых тем или иным алгоритмом в худшем случае операций сравнения и присваивания.
	Название сортировки
	Количество сравнений
	Количество присваиваний

	Простой обмен (пузырьковая)
	O(N2)
	O(N2)

	Прямой выбор
	O(N2)
	O(N)

	Простая вставка
	O(N2)
	O(N2)

	Быстрая 
	O(N2) 

(на практике O(N logN))
	O(N2) 

(на практике O(N logN))

	Слияниями
	O(N logN)
	O(N logN)

	Пирамидальная 
	O(N logN)
	O(N logN)


Таким образом, наилучшую теоретическую оценку имеют два последних из перечисленных в таблице алгоритмов, однако, в практическом программировании для упорядочивания данных обычно используют быструю сортировку, как в силу высокой производительности (особенно выигрывает данный алгоритм по числу реально выполняемых присваиваний), так и в силу простой реализации. Тем не менее, в задачах повышенной сложности данные могут быть представлены так, что отсортировать за отведенное время их можно будет лишь с помощью пирамидальной сортировки или какой-либо другой.

Пример 1. Задача «Поразрядная сортировка»

Поразрядная сортировка была изобретена в 1920-х годах как побочный результат использования сортирующих машин. Такая машина обрабатывала перфокарты, имевшие по 80 колонок. Каждая колонка представляла отдельный символ. В колонке было 12 позиций, и в них для представления того или иного символа пробивались отверстия. Цифру от 0 до 9 кодировали одним отверстием в соответствующей позиции (еще две позиции в колонке использовали для кодировки букв).

Запуская машину, оператор закладывал в ее приемное устройство стопку перфокарт и задавал номер колонки на перфокартах. Машина «просматривала» эту колонку на картах и по цифровому значению 0, 1, ..., 9 в ней распределяла («сортировала») карты на 10 стопок.

Несколько колонок (разрядов) с закодированными цифрами представляли натуральное число, т.е. номер. Чтобы получить стопку карт, упорядоченных по номерам, оператор действовал так. Вначале он распределял карты на 10 стопок по значению младшем разряде. Эти стопки в порядке возрастания значений в младшем разряде он складывал в одну и повторял процесс, но со следующим разрядом, и т.д. Получив стопки карт, распределенных по значениям в старшем разряде, оператор складывал их по возрастанию этих значений и получал то, что нужно.

Значения в разрядах номеров заданы цифрами, поэтому поразрядную сортировку еще называют цифровой. Заметим, что цифры от 0 до 9 упорядочены по возрастанию, поэтому цифровая сортировка располагает числа в лексикографическом порядке.

Пример.
	Входные данные
	Выходные данные

	733 877 323 231 777 721 123
	123 231 323 721 733 777 877


Описание решения.

Принцип решения разберем на конкретном примере. Пусть задана последовательность трехзначных номеров:

733   877   323   231   777   721   123

Распределим данную последовательность по младшей цифре на стопки:

231   721

733   323   123

877   777

Далее сложим получившиеся стопки в одну в порядке возрастания последней цифры.

231   721  733   323   123  877   777

На следующем шаге номера, которые обрабатываются именно в этой последовательности, распределяются по второй цифре на следующие стопки.

721   323   123

231   733

877   777

Затем из них также образуется одна последовательность.

721   323   123   231   733   877   777

Обратим внимание, что перед последним шагом все номера с числом сотен 7, благодаря предыдущим шагам, расположены один относительно другого по возрастанию.

На последнем шаге номера распределяются по старшей цифре на стопки:

123

231

323

721   733   777

877

и образуется окончательная последовательность:

123   231   323   721   733   777   877.
Далее приведем код программы.

#include "stdafx.h"

#include <iostream>

using namespace std;

const int D = 3;

const int B = 10;

typedef int T[D];

typedef T *List;

void SortD(int k);

void Done();

void outDigs(int i);

List Data;

int PFirst[B], PLast[B], *PQNext;

int first, n, newL, tempL, i, nextI;

int _tmain(int argc, _TCHAR* argv[]){

  int k;

  cout << "Введите количество элементов массива n  ";

  cin >> n;

  Data = new T[n];

  PQNext = new int[n];

  for ( k = 0 ; k < n ; k++ ){

    PQNext[k] = k + 1;

    for ( int r = 0 ; r < D ; r++ )

      Data[k][r] = 0;

  }

  for ( k = 0 ; k < n ; k++ )

    for ( int r = 0 ; r < D ; r++ )

      Data[k][r] = rand()%B;

  first = 0;

  Done();

  cout << endl;

  for ( k = D - 1 ; k >= 0 ; k-- )

    SortD(k);

  Done();

  cout << endl;

  delete [] PQNext;

  delete [] Data;

  system("pause");

  return 0;

}

// описание функции поразрядной сортировки
void SortD(int k){

  for ( tempL = 0 ; tempL < B ; tempL++ ){

    PFirst[tempL] = n;

    PLast[tempL] = n;

  }

  i = first;

  while (i != n){

    tempL = Data[i][k];

    nextI = PQNext[i];

    PQNext[i] = n;

    if ( PFirst[tempL] == n )

      PFirst[tempL] = i;

    else PQNext[PLast[tempL]] = i;

    PLast[tempL] = i;

    i = nextI;

  }

  tempL = 0;

  while ( tempL < B && PFirst[tempL] == n )

    tempL++;

  first = PFirst[tempL];

  while ( tempL < B - 1 ){

    newL = tempL + 1;

    while ( newL < B && PFirst[newL] == n )

      newL++;

    if ( newL < B )

      PQNext[PLast[tempL]] = PFirst[newL];

    tempL = newL;

  }

}

/*описание функции вывода элементов в соответсвии со списком индесов в массиве PQNext*/
void Done(){

  int i = first;

  while ( i != n ){

    outDigs(i);

    i = PQNext[i];

  }

}

/*описание функции вывода элементов из массива Data, индекс которого задан ее аргументом*/
void outDigs(int i){

  int j = 0;

  while ( Data[i][j] == 0 && j < D )

    j++;

  if ( j == D )

    cout << 0;

  else

    while ( j < D )

      cout << Data[i][j++];

  cout << "  ";

}

Алгоритмы на графах
Многие прикладные задачи и задачи повышенной сложности легко сформулировать в терминах такой структуры данных как граф. Для ряда подобных задач хорошо изучены эффективные (полиномиальные) алгоритмы их решения.

Для хранения графа в программе можно применить различные методы. Самым простым является хранение матрицы смежности, с помощью которой легко проверить, существует ли в графе ребро, соединяющее вершину одну с вершиной с другой. Основной же ее недостаток заключается в том, что матрица смежности требует, чтобы объем памяти был достаточен для хранения 
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 значений, даже если ребер в графе существенно меньше, чем 
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. Это не позволяет построить алгоритм со временем порядка 
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 для графов, имеющих 
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 ребер.

Данного недостатка лишены такие способы хранения графа, как одномерный массив длины N списков или множеств вершин. В таком массиве каждый элемент соответствует одной из вершин и содержит список или множество вершин, смежных ей.

Для реализации некоторых алгоритмов более удобным является описание графа путем перечисления его ребер. В этом случае хранить его можно в одномерном массиве длиной M, каждый элемент которого содержит запись о номерах начальной и конечной вершин ребра, а также его весе в случае взвешенного графа.

При решении многих задач, как для ориентированных, так и для неориентированных графов, необходим эффективный метод систематического обхода вершин графа. На практике применяется два принципиально различных порядка обхода, основанных на поиске в глубину и поиске в ширину соответственно.

Для определения и нахождения длины кратчайшего пути в графе в основном используют известные алгоритмы, такие как алгоритм Дейкстры, Флойда и переборные алгоритмы.

Графы широко используются в различных областях науки и техники для моделирования отношений между объектами. Объекты соответствуют вершинам графа, а ребра – отношениям между объектами.

Пример 2. Задача «Тетраэдр»

Дано треугольное поле в виде равностороннего треугольника. Оно разбито на одинаковые равносторонние треугольники со сторонами в М раз меньшими, чем сторона большого треугольника (рис. 1).


Рис. 1 Общий вид треугольного поля

Маленькие треугольники пронумерованы подряд с верхнего ряда вниз по рядам, начиная с 0. Числами показаны номера треугольников. I-му треугольнику приписана пометка 
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Имеется также тетраэдр (правильная треугольная пирамида) с ребром, равным длине стороны маленького треугольника. Тетраэдр установлен на S-м треугольнике. Все грани тетраэдра пронумерованы следующим образом:

1) основание тетраэдра;

2) правая грань тетраэдра, если смотреть сверху тетраэдра в направлении стороны АВ перпендикулярно ей;

3) левая грань тетраэдра, если смотреть сверху тетраэдра в направлении стороны АВ перпендикулярно ей;

4) оставшаяся грань.

Например, при 
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 жирной линией выделено нижнее ребро третьей грани, а при 
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 жирной линией выделено нижнее ребро второй грани. J-я грань тетраэдра имеет пометку 
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Имеется возможность перекатывать тетраэдр через ребро, но при каждом перекатывании взимается штраф, равный квадрату разности между пометками совмещаемой грани тетраэдра и треугольника. Требуется перекатить тетраэдр с треугольника S на D с наименьшим суммарным штрафом (
[image: image110.wmf]D
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Входные данные находятся в текстовом файле INPUT.TXT. Первая строка содержит целые числа S, D и М (
[image: image111.wmf]90
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). Каждая из следующих 
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 строк содержит пометку соответствующего треугольника. В последней строке записаны пометки граней тетраэдра. Пометки (как граней, так и треугольников) – целые неотрицательные числа, не превосходящие 300. Числа в одной строке разделены пробелами.

В выходной файл OUTPUT.TXT должно быть записано одно число – минимально возможный штраф.
Пример.
	Входные данные
	Выходные данные

	     0 4 3

         4
         3

         8

       100

         7

         3

         2

        49

         9
7 50 100 8
	9446


Описание решения.

Перейдем к графу следующим образом: вершина – маленький треугольник. Ребро – наличие возможности перекатить тетраэдр через ребро из одного треугольника в другой. Тогда, например, поле, изображенное на рис. 2, превратится в граф на рис. 3.


Рис. 2. Пример треугольного поля


Рис. 3 Начальное положение развертки тетраэдра

На этом графе требуется найти путь минимальной стоимости из одной вершины в другую. Поскольку веса ребер в этом графе зависят от того, какой именно гранью тетраэдр придет на соответствующий треугольник, то воспользуемся поиском в ширину. Но прежде проясним процесс перекатывания тетраэдра. В соответствии с условиями задачи начальное положение развертки тетраэдра показано на рис. 4.


Рис. 4. Перекатывание тетраэдра

Обозначим его 1u (в основании грань номер 1, повернутая вверх). Очевидно, что всего существует 8 возможных различных состояний тетраэдра: 1u, 2u, Зu, 4u, 1d, 2d, 3d, 4d. На рис. 5 и рис. 6 приведены соответствующие развертки:


Рис. 5. Развертки перекатывания тетраэдра вверх



Рис. 6. Развертки перекатывания тетраэдра вниз

Составим теперь таблицу, отображающую, в какое из состояний переходит тетраэдр при перекатывании его вниз, вверх, вправо, влево из текущего состояния.

	
	Вниз
	Вверх
	Вправо
	Влево

	1u
	4d
	x
	3d
	2d

	1d
	x
	4и
	2и
	3u

	2и
	3d
	х
	4d
	1d

	2d
	х
	3и
	1и
	4u

	3и
	2d
	х
	1d
	4d

	3d
	х
	2и
	4и
	1u

	4и
	1d
	х
	2d
	3d

	4d
	х
	1u
	3и
	2u


Для удобства использования этой информации введем следующее кодирование:
	x
	1u
	1d
	2u
	2d
	3u
	3d
	4u
	4d

	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8


	Вниз
	Вверх
	Вправо
	Влево

	1
	2
	3
	4


Получаем двумерный массив Т (8 строк, 4 столбца), который описывает все возможные перекатывания тетраэдра.
	Т
	
	1
	2
	3
	4

	
	1
	8
	0
	6
	4

	
	2
	0
	7
	3
	5

	
	3
	6
	0
	8
	2

	
	4
	0
	5
	1
	7

	
	5
	4
	0
	2
	8

	
	6
	0
	3
	7
	1

	
	7
	2
	0
	4
	6

	
	8
	0
	1
	5
	3


Основная идея решения заключается в следующем: 

1) заносим в очередь стартовую позицию S;

2) пока очередь не пуста, берем из очереди очередную позицию, ставим в очередь позиции, в которые тетраэдр может попасть за одно перекатывание.

При установке в очередь очередной элемент включает номер вершины на графе, тип прихода (1u…4d), текущий штраф после перехода в эту вершину. Элемент не нужно ставить в очередь, если текущий штраф больше ранее запомненного для этой вершины графа.
Далее приведем код программы.

#include "stdafx.h"

#include <iostream>

#include <cmath>

using namespace std;

void InputData();

void OutResult();

void InitGraph();

void Put(long long v, long long tv, long long cv);

void Get(long long *v, long long *tv, long long *cv);

void PutAll(long long v, long long tv, long long cv);

long long SQR(long long a);

int MaxM = 10;

int Table[8][4]  =  {

          8, 0, 6, 4,

          0, 7, 3, 5,

          6, 0, 8, 2,

          0, 5, 1, 7,

          4, 0, 2, 8,

          0, 3, 7, 1,

          2, 0, 4, 6,

          0, 1, 5, 3

          };

int MaxQ = MaxM * MaxM * MaxM;

int *p, *cp, *Pw, **g, **Q;

long long *R;

long long i, S, D, M, j, a, TS, QBegin, QEnd, V, TV, CV, Last;

//V – номер вершины

//TV – тип вершины

//CV – текущее значение штрафа
int _tmain(int argc, _TCHAR* argv[]){

  p = new int[MaxM * MaxM];

  cp = new int[MaxM * MaxM];

  Pw = new int[MaxM * MaxM];

  for (i = 0; i < MaxM * MaxM; i++)

    p[i] = cp[i] = Pw[i] = 0;

  g = new int*[MaxM * MaxM];

  for (i = 0; i < MaxM * MaxM; i++ ){

    g[i] = new int[4];

    g[i][0] = g[i][1] = g[i][2] = g[i][3] = 0;

  }

  Q = new int*[MaxQ + 1];

  for (i = 0; i < MaxQ  + 1; i++ ){

    Q[i] = new int[4];

    Q[i][0] = Q[i][1] = Q[i][2] = Q[i][3] = Q[i][4] = 0;

  }

  R = new long long[5];

  R[0] = R[1] = R[2] = R[3] = R[4] = 0;

  InputData();

  InitGraph();

  QEnd = 0;

  QBegin = 1;

  Put(S,TS,0);

  while (QBegin <= QEnd){

    Get(&V,&TV,&CV);

    PutAll(V,TV,CV);

  }

  OutResult();

  system("pause");

  return 0;

}

//описание функции ввода исходных данных

void InputData(){

  FILE *f;

  f = fopen("input.txt","r");

  fscanf(f,"%d %d %d",&S,&D,&M);

  for ( i = 0; i < M * M; i++ )

    fscanf(f,"%d",p + i);

  for ( i = 1; i < 5; i++ )

    fscanf(f,"%d",R + i);

  fclose(f);

}

//описание функции вывода результата
void OutResult(){

  FILE *f;

  f = fopen("output.txt","w");

  fprintf(f,"%d",cp[D]);

  fclose(f);

}

//описание функции создания графа по исходным данным
void InitGraph(){

  Pw[0] = 1;

  g[0][1] = 2;

  for ( i = 1; i < M; i++)

    for ( j = i * i; j < (i + 1) * (i + 1) - 1; j++){

      g[j][++Pw[j]] = j + 1;

      g[j + 1][++Pw[j + 1]] = j;

    }

  a = 4;

  TS = 1;

  for ( i = 1; i < M - 1; i++){

    for ( j = i * i; j < (i + 1) * (i + 1); j += 2){

      g[j][++Pw[j]] = j + a;

      g[j + a][++Pw[j + a]] = j;

      if ( S == j ) TS = 2;

    }

    a += 2;

  }

  for ( i = 0; i < M * M; i++)

    cp[i] = INT_MAX;

}

//описание функции постановки в очередь одной вершины графа
void Put(long long v, long long tv, long long cv){

  QEnd++;

  Q[QEnd][1] = v;

  Q[QEnd][2] = tv;

  Q[QEnd][3] = cv;

  cp[v] = cv;

}

//описание функции взятия из очереди очередной вершины графа

void Get(long long *v, long long *tv, long long *cv){

  *v = Q[QBegin][1];

  *tv = Q[QBegin][2];

  *cv = Q[QBegin][3];

  QBegin++;

}

/*описание функции постановки в очередь всех вершин, смежных с текущей*/
void PutAll(long long v, long long tv, long long cv){

  long nv, ntv, ncv, Dir, Base;

  for ( i = 1 ; i <= Pw[v]; i++ ){

    nv = g[v][i];

    if ( nv == v + 1 )

      Dir = 2;

    else if ( nv == v - 1 )

      Dir = 3;

    else if ( nv > v )

      Dir = 0;

    else Dir = 1;

    ntv = Table[tv-1][Dir];

    Base = (ntv + 1) / 2;

    if ( Base > 0 ) {

      ncv =  cv + SQR(p[nv] - R[Base]);

      if ( ncv < cp[nv] )

        Put(nv,ntv,ncv);

    }

  }

}

//описание функции возведения в квадрат
long long SQR(long long a){

  return a*a;

}

Алгоритмы сжатия данных

Характерной особенностью большинства типов данных является их избыточность. Степень избыточности данных зависит от типа данных. Например, для видеоданных степень избыточности в несколько раз больше, чем для графических данных, а степень избыточности графических данных, в свою очередь, больше чем степень избыточности текстовых данных. Другим фактором, влияющим на степень избыточности, является принятая система кодирования.

Существует много разных практических методов сжатия без потери информации, которые, как правило, имеют разную эффективность для разных типов данных и разных объемов. Однако в основе этих методов лежат три теоретических алгоритма:

· алгоритм RLE (Run Length Encoding);

· алгоритмы группы KWE (Key Word Encoding);

· алгоритм Хаффмана.

Пример 3. Задача «Энтропийное кодирование»

Энтропийное кодирование – это метод кодирования данных, который обеспечивает компрессию данных за счет удаления избыточной информации. Например, английский текст, закодированный с помощью таблицы ASCII, является примером сообщения с высокой энтропией. В тоже время сжатые сообщения, например zip-архивы, имеют очень маленькую энтропию, и потому попытки их энтропийного кодирования не принесут пользы.

Английский текст, закодированный с помощью ASCII, имеет высокую степень энтропии, потому что для кодирования всех символов используется одно и тоже количество битов – восемь. В то же время известный факт состоит в том, что буквы E, L, N, R, S и T встречаются со значительно более высокой частотой, чем другие буквы английского алфавита. Если найдется способ закодировать только эти буквы четырьмя битами, то закодированный текст станет существенно меньше и при этом будет содержать всю исходную информацию и иметь меньшую энтропию. Однако, как различить при декодировании, четырьмя или восемью битами закодирован очередной символ? Эта проблема решается с помощью префиксного кодирования.

В такой схеме кодирования любое количество битов может быть использовано для конкретного символа. Однако для того, чтобы иметь возможность восстановить информацию, запрещено, чтобы последовательность битов, кодирующая некоторый символ, была префиксом битовой последовательности, используемой для кодирования любого другого символа. Это позволяет читать входную последовательность бит за битом, и как только встречено обозначение символа – его декодировать.

Рассмотрим текст AAAAABCD. Кодирование, использующее ASCII, требует 64 бита. Если же символ А будет кодироваться битовой последовательностью 00, символ В – последовательностью 01, символ С – последовательностью 10, a D – последовательностью 11, то для кодирования потребуется всего 16 битов. Результирующий поток битов будет такой: 0000000000011011.

Но это все еще кодирование с фиксированной длиной, здесь просто использовались для каждого символа два бита вместо восьми.

Символ А встречается чаще, тогда будем его кодировать с помощью меньшего количества битов. Следовательно, закодируем символы такими последовательностями битов:

А – 0

В –10

С – 110
D – 111

Используя такое кодирование, получим только 13 битов в закодированном сообщении: 0000010110111. Коэффициент сжатия в этом случае равен 4,9 к 1. Это означает, что каждый бит в последнем закодированном сообщении содержит столько же информации, сколько и 4,9 бит в первом закодированном сообщении (с помощью ASCII).

Попробуйте читать сообщение 0000010110111 слева направо – и убедитесь, что «префиксное» кодирование обеспечивает простое декодирование текста, даже несмотря на то, что символы кодируются различным количеством битов.

В качестве другого примера рассмотрим текст THE CAT IN THE HAT.
В этом тексте символы Т и пробел встречаются чаще других. Поэтому их нужно кодировать меньшим количеством битов. А символы C, I и N встречаются только по одному разу, потому будут кодироваться самыми длинными кодами. Например, так:

пробел – 00

А – 100

С – 1110

Е – 1111

Н – 110

I – 1010

N – 1011

Т – 01

При таком кодировании исходного предложения потребуется только 51 бит против 144, которые необходимы, чтобы закодировать исходное сообщение с помощью 8-битного ASCII-кодирования. Коэффициент сжатия равен 2,8 к 1.

Входной файл будет содержать список текстовых сообщений, по одному в строке. Сообщения будут состоять только из больших английских букв, цифр и символов подчеркивания (вместо пробелов). Конец файла обозначается строкой END. Эту строку не нужно обрабатывать.

В выходном файле будет содержаться для каждого входного сообщения количество битов в восьмибитовом ASCII-кодировании, количество битов при оптимальном префиксном кодировании и коэффициент сжатия с точность до одного знака после десятичной точки.

Пример.
	Входные данные
	Выходные данные

	AAAAABCD

THE_CAT_IN_THE_HAT

END
	64 13 4.9

144 51 2.8


Описание решения.

В данной задаче проведем кодирование текста алгоритмом Хаффмана. Отличиями являются представление входных и выходных данных. Каждую входную строку нужно кодировать по отдельности. Строка «END» обозначает конец ввода, ее кодировать не нужно.

На выходе нужно указать три числа:

1. длину сообщения в битах при стандартном восьмибитовом кодировании;

2. длину сообщения в битах при выполненном оптимальном кодировании;

3. коэффициент сжатия.
Приведем программную реализацию данной задачи.

#include "stdafx.h"

#include <iostream>

using namespace std;

void InputData(FILE *f);

long MinK();

void SumUp(FILE *f);

void BuildBits();

void OutputData(FILE *f);

void Create();

void Clear();

void Destroy();

int MaxK = 1000;

long *k, *a, *b;

char **bits;

char *sk;

bool *Free;

char **res;

long i, j, n, m, kj, kk1, kk2;

char str[256];

int _tmain(int argc, _TCHAR* argv[]){

  FILE *in, *out;

  in = fopen("input.txt","r");

  out = fopen("output.txt","w");

  while ( !feof(in) ) {

    Create();

    Clear();

    InputData(in);

    cout << str << endl;

    SumUp(out);

    if (kj != 1) BuildBits();

    if (kj != 1) OutputData(out);

    Destroy();

  }

  fclose(out);

  fclose(in);

  return 0;

}

//описание функции выделения памяти
void Create(){

  if ( (k = new long[MaxK + 1]) == NULL ){

    printf ("Memory for k no!\n");
    system("pause");

    exit(0);

  }

  if ( (a = new long[MaxK + 1]) == NULL ){

    printf ("Memory for a no!\n");

    system("pause");

    exit(0);

  }

  if ( (b = new long[MaxK + 1]) == NULL ){

    printf ("Memory for b no!\n");

    system("pause");

    exit(0);

  }

  if ( (bits = new char*[MaxK + 1]) == NULL ){

    printf ("Memory for bits no!\n");

    system("pause");

    exit(0);

  }

  for (i = 0; i < MaxK + 1 ; i++)

    if ( (bits[i] = new char[40]) == NULL ){

      printf ("Memory for bits[%d] no!\n",i);

      system("pause");

      exit(0);

    }

  if ( (sk = new char[MaxK + 1]) == NULL ){

    printf ("Memory for sk no!\n");

    system("pause");

    exit(0);

  }

  if ( (Free = new bool[MaxK + 1]) == NULL ){

    printf ("Memory for Free no!\n");

    system("pause");

    exit(0);

  }

  if ( (res = new char*[256]) == NULL ){

    printf ("Memory for res no!\n");

    system("pause");

    exit(0);

  }

  for (int i = 0; i < 256 ; i++)

    if ( (res[i] = new char[40]) == NULL ){

    printf ("Memory for res[%d] no!\n",i);

    system("pause");

    exit(0);

  }

}

//описание функции обнуления данных в массивах
void Clear(){

  for (i = 0; i < MaxK + 1; i++){

    k[i] = a[i] = b[i] = 0;

    sk[i] = 0;

    Free[i] = true;

    for (j = 0; j < 40; j++)

      bits[i][j] = 0;

  }

  for (i = 0; i < 256 ; i++)

    for (j = 0; j < 40; j++)

      res[i][j] = 0;

}

//описание функции освобождения памяти

void Destroy(){

  delete [] res;

  delete [] Free;

  delete [] sk;

  delete [] bits;

  delete [] b;

  delete [] a;

  delete [] k;

}

//описание функции ввода данных
void InputData(FILE *f){

  char c;

  long *s = new long[256];

  for ( i = 0; i < 256; i++)

    s[i] = 0;

  fscanf(f,"%s", str);

  if (strcmp(str,"END") == 0) {

    system("pause");

    exit(0);

  }

  for ( n = 0; n < strlen(str); n++ ){

    c = str[n];

    s[c]++;

  }

  j = 0;
  for ( i = 0; i < 256; i++)

    if ( s[i] != 0 ){

      j++;

      k[j] = s[i];

      sk[j] = i;

    }

  kj = j;

}

/*описание функции нахождения минимальной частоты символа в исходном тексте*/
long MinK(){

  long min;

  i = 1;

  while ( !Free[i] && i < MaxK) i++;

  min = k[i];

  m = i;

  for ( i = m + 1; i <= kk2; i++ )

    if ( Free[i] && k[i] < min ){

      min = k[i];

      m = i;

    }

  Free[m] = false;

  return min;

}

//описание функции посчета суммарной частоты символов
void SumUp(FILE *f){

  long s1, s2, m1, m2;

  if ( kj == 1 ){

    fprintf(f,"%d %d %.1f\n",8*strlen(str),strlen(str),8);

    return;

  }

  for ( i = 1; i <= kj; i++ ){

    Free[i] = true;

    a[i] = 0;

    b[i] = 0;

  }

  kk1 = kk2 = kj;

  while (kk1 > 2){

    s1 = MinK();

    m1 = m;

    s2 = MinK();

    m2 = m;

    kk2++;

    k[kk2] = s1 + s2;

    a[kk2] = m1;

    b[kk2] = m2;

    Free[kk2] = true;

    kk1--;

  }

}
//описание функции формирования префиксных кодов
void BuildBits(){

  bits[kk2] = "1";

  Free[kk2] = false;

  strcpy(bits[a[kk2]],bits[kk2]);

  strcat( bits[a[kk2]] , "0");

  strcpy(bits[b[kk2]],bits[kk2]);

  strcat( bits[b[kk2]] , "1");

  i = MinK();

  bits[m] = "0";

  Free[m] = true;

  strcpy(bits[a[m]],bits[m]);

  strcat( bits[a[m]] , "0");

  strcpy(bits[b[m]],bits[m]);

  strcat( bits[b[m]] , "1");

  for ( i = kk2 - 1; i > 0; i-- )

    if ( !Free[i] ) {

      strcpy(bits[a[i]],bits[i]);

      strcat( bits[a[i]] , "0");

      strcpy(bits[b[i]],bits[i]);

      strcat( bits[b[i]] , "1");

    }

}

//описание функции вывода данных
void OutputData(FILE *f){

  long b8, bh;

  for ( i = 1; i <= kj; i++ )

    res[sk[i]] = bits[i];

  b8 = 8 * strlen(str);

  bh = 0;

  for (i = 0; i < strlen(str); i++)

    bh += strlen(res[str[i]]);

  double k = b8 * 1.0 / bh;

  fprintf(f,"%d %d %.1f\n",b8,bh,k);

}

Ключевые термины

Цифровая (поразрядная) сортировка – это упорядочивание данных по ключу, которое выполняется отдельно с каждым разрядом с последующим объединением результатов.

Энтропийное кодирование – это метод кодирования данных, который обеспечивает компрессию данных за счет удаления избыточной информации.
Краткие итоги

1. При решении задач повышенной сложности рекомендовано придерживаться общей схемы решения задач по программированию.

2. При решении различных задач повышенной сложности данные часто требуется упорядочить по некоторому признаку, а задача может требовать построения оптимального в смысле определенных требований или нестандартного алгоритма сортировки.

3. Многие прикладные задачи и задачи повышенной сложности удобно сформулировать в терминах такой структуры данных как граф.

4. Существует много разных практических методов сжатия без потери информации, которые имеют разную эффективность для разных типов данных и разных объемов.

Набор для практики

Вопросы

1. На каком этапе общей схемы решения задач по программированию следует определиться с моделью представления данных?
2. В чем заключается преимущества поразрядной сортировки по отношению к быстрым сортировкам?
3. Приведите пример данных, при сортировке которых поразрядная сортировка трудоемка по времени. Ответ обоснуйте.
4. Приведите другую модель представления данных в задаче о перекатывании тетраэдра.
5. На чем основана однозначность представления данных при шифровании в энтропийном кодировании?

Упражнения

1. Наберите коды программ из Примеров 1-3. Откомпилируйте и протестируйте полученные коды.

2. Латинским квадратом порядка n называют квадратную матрицу размером n(n, элементы которой принадлежат множеству 
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,  причем каждое число из M встречается ровно один раз в каждой строке и в каждом столбце. Напишите рекурсивную функцию, которая при заданном натуральном n методом перебора с возвратом подсчитывает количество латинских квадратов
3. Имеется N кубиков разной массы, у которых грани раскрашены в разные цвета. Необходимо построить максимально высокую башню из таких кубиков, чтобы выполнялись требования:
· нельзя класть тяжелый кубик на более легкий;

· цвета соприкасающихся граней кубиков должны быть одного цвета.

Входные данные: первая строка файла содержит число N (1< N<500). Следующие i строк содержат информацию о цветах граней каждого кубика в таком порядке: передняя, задняя, левая, правая, верхняя, нижняя (цвета описываются целыми числами от 1 до 100). Считается, что кубики вводятся в порядке увеличения масс.
Выходные данные: высота башни, перечень куликов с их порядковым номерами из входных данных с указанием вида верхней грани в башне.

Пример входного файла:

10

1 5 10 3 6 5 

2 6 7 3 6 9 

5 7 3 2 1 9

1 3 3 5 8 10

6 6 2 2 4 4 

1 2 3 4 5 6

10 9 8 7 6 5 

6 1 2 3 4 7

1 2 3 3 2 1

3 2 1 1 2 3 

Пример выходного файла:

8

1 bottom

2 back

3 right

4 left

6 top

8 front

9 front

10' top
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Тесты «Алгоритмы сортировки массивов. Алгоритмы на графах»

Задача 1.

Вариант 1 Задачи 1. Укажите последовательности, которые являются бинарными пирамидами.

+8, 4, 7, 3, 1, 5, 2, 2, 0

8, 7, 4, 3, 1, 5, 2, 2, 0

+8, 5, 7, 4, 3, 3, 2, 2, 3

8, 5, 7, 4, 6, 3, 2, 2, 3

Вариант 2 Задачи 1. Укажите последовательности, которые не являются бинарными пирамидами.
7, 5, 7, 4, 2, 6, 5, 3, 2
+7, 5, 7, 4, 6, 2, 5, 3, 2
8, 6, 8, 3, 0, 7, 6, 1, 3

+8, 6, 8, 3, 0, 7, 6, 1, 3, 1
Вариант 3 Задачи 1. Укажите последовательности, которые являются бинарными пирамидами.
+9, 6, 8, 3, 5, 7, 4, 2, 1, 4

9, 5, 8, 3, 4, 7, 4, 2, 1, 6

9, 6, 6, 2, 5, 8, 7, 0, 1, 3

+9, 6, 8, 2, 5, 6, 7 0, 1, 3

Задача 2.

Вариант 1 Задачи 2. В вершину пирамиды помещен элемент. На какой позиции он остановится в результате спуска вниз? Нумерация элементов начинается с нуля.


1

3

+4

7
Вариант 2 Задачи 2. В вершину пирамиды помещен элемент. На какой позиции он остановится в результате спуска вниз? Нумерация элементов начинается с нуля.


2

+5
6

8
Вариант 3 Задачи 2. В вершину пирамиды помещен элемент. На какой позиции он остановится в результате спуска вниз? Нумерация элементов начинается с нуля.
8

4

+3

2

Задача 3.

Вариант 1 Задачи 3. Дан массив элементов: 4, 7, 3, 8, 5, 6, 3, 7, 2, 6, 8. Укажите порядок элементов этого массива после выполнения первого прохода сортировки Хоара по невозрастанию. Опорный элемент расположен на средней позиции.
8, 8, 7, 7, 6, 6, 5, 4, 3, 3, 2

8, 7, 5, 4, 3, 6, 8, 7, 6, 3, 2

+8, 7, 7, 8, 6, 5, 3, 3, 2, 6, 4
7, 4, 8, 3, 6, 5, 7, 3, 6, 2, 8
Вариант 2 Задачи 3. Дан массив элементов: 4, 7, 3, 8, 5, 6, 3, 7, 2, 6, 8. Укажите порядок элементов этого массива после выполнения второго прохода сортировки Хоара по неубыванию. Опорный элемент расположен на средней позиции.
+3, 2, 4, 3, 5, 6, 6, 7, 7, 8, 8

2, 3, 3, 4, 5, 6, 6, 7, 7, 8, 8

4, 3, 3, 2, 5, 6, 7, 7, 8, 6, 8

3, 4, 5, 7, 8, 2, 3, 6, 6, 7, 8

Вариант 3 Задачи 3. Дан массив элементов: 7, 9, 0, 3, 2, 4, 7, 6, 5, 2, 0. Укажите порядок элементов этого массива после выполнения второго прохода сортировки Хоара по невозрастанию. Опорный элемент расположен на средней позиции.
9, 7, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 2, 0, 0

7, 9, 5, 6, 7, 4, 2, 3, 0, 2, 0

+7, 9, 7, 6, 5, 4, 2, 3, 2, 0, 0
7, 9, 5, 6, 7, 4, 2, 3, 0, 2, 0
Задача 4
Вариант 1 Задачи 4. Дан массив элементов: 4, 7, 9, 0, 3, 2, 6, 8, 7. Укажите порядок элементов этого массива после выполнения одного прохода сортировки Шелла по неубыванию с шагом h=4.

4, 7, 0, 9, 2, 3, 6, 8, 7

+3, 2, 6, 0, 4, 7, 9, 8, 7

0, 2, 3, 4, 6, 7, 7, 8, 9

0, 4, 7, 9, 2, 3, 6, 8, 7
Вариант 2 Задачи 4. Дан массив элементов: 4, 7, 3, 0, 3, 2, 6, 8, 7, 2, 6, 4. Укажите порядок элементов этого массива после выполнения одного прохода сортировки Шелла по невозрастанию с шагом h=6.
7, 4, 3, 0, 3, 2, 8, 6, 7, 2, 6, 4

8, 7, 7, 6, 6, 4, 4, 3, 3, 2, 2, 0

8, 7, 6, 6, 4, 2, 7, 4, 3, 3, 2, 0

+6, 8, 7, 2, 6, 4, 4, 7, 3, 0, 3, 2

Вариант 3 Задачи 4. Дан массив элементов: 5, 0, 6, 4, 9, 7, 9, 2, 1, 0. Укажите порядок элементов этого массива после выполнения одного прохода сортировки Шелла по неубыванию с шагом h=5.

0, 4, 5, 6, 9, 0, 1, 2, 7, 9

0, 5, 4, 6, 7, 9, 2, 9, 0, 1

+5, 0, 2, 1, 0, 7, 9, 6, 4, 9

5, 0, 0, 2, 1, 7, 9, 9, 6, 4

Задача 5
Вариант 1 Задачи 5. В алгоритме внешней сортировки используется три вспомогательных файла и отдельно реализуются распределение и слияние. Определите характеристики такой сортировки.

однофазная 

+двухфазная

двухпутевая 

+многопутевая

Вариант 2 Задачи 5. В алгоритме внешней сортировки используется два вспомогательных файла и совмещены распределение и слияние. Определите характеристики такой сортировки.

+однофазная 

двухфазная

+двухпутевая 

многопутевая

Вариант 3 Задачи 5. В алгоритме внешней сортировки используется два вспомогательных файла и отдельно реализуются распределение и слияние. Определите характеристики такой сортировки.

однофазная 

+двухфазная

+двухпутевая 

многопутевая

Задача 6
Вариант 1 Задачи 6. Во входном файле дан массив чисел: 

5  6  9  3  2  3  4  5  4  7  8  6  0

Выполните первое распределение входных данных по двум вспомогательным файлам f1 и f2, используя сортировку по неубыванию естественным слиянием.
f1: 5  6  9  3  4  7  8  6 

f2: 2  3  4  5  0
+f1: 5  6  9  2  3  4  5  6
f2: 3  4  7  8  0

f1: 5  6  2  3  4  7  0

f2: 9  3  4  5  8  6
f1: 5  6  9  4, 5  4  0

f2: 3  2  3  7  8  6
Вариант 2 Задачи 6. После распределения по двум файлам были получены данные (серии разделены апострофом). 

f1:  3 7     2 8      5 9     1 3

f2:  6 9     3 5     7 7
Выполните слияние этих результатов в один файл согласно алгоритму простой сортировки по неубыванию.

3 7 6 9 2 8 3 5 5 9 7 7 1 3

3 7 2 8 6 9 3 5 5 9 1 3 7 7 

3 7 2 8 5 9 1 3 6 9 3 5 7 7

+3 6 7 9 2 3 5 8 5 7 7 9 1 3

Вариант 3 Задачи 6. Во входном файле дан массив чисел: 

5  6  9  3  2  3  4  5  4  7  8  6  0

Выполните первое распределение входных данных по двум вспомогательным файлам f1 и f2, используя сортировку по невозрастанию естественным слиянием.
f1: 5  6  2  3  4  7  0 

f2: 9  3  4  5  8  6
f1: 9  8  7  6  6  5  5

 f2: 4  4  3  3  2  0
+f1: 5  9  3  2  4  7

 f2: 6  3  5, 4  8  6  0
f1: 9  6  5  4  3  3  2

 f2: 8  7  6  5  4  0
Задача 7
Вариант 1 Задачи 7. Укажите порядок вершин при обходе графа в ширину, начиная с вершины 1.

1 2 5 7 3 4 6 8

1 2 3 4 5 6 7 8

1 2 7 3 5 8 4 6

+1 2 4 5 7 3 6 8
Вариант 2 Задачи 7. Укажите порядок вершин при обходе графа в глубину, начиная с вершины 1.

1 2 4 5 7 3 6 8

+1 2 3 4 6 5 7 8

1 2 3 4 6 4 5 1 7 8

1 2 3 4 6 5 7 8
Вариант 3 Задачи 7. Укажите порядок вершин при обходе графа в ширину, начиная с вершины 5.

+5 1 4 7 2 3 6 8

5 1 7 8 4 3 6 2

5 1 7 8 2 4 3 6

5 1 4 7 8 2 3 6
Задача 8
Вариант 1 Задачи 8. Дано описание алгоритма поиска кратчайшего пути на графе. «Алгоритм находит кратчайший путь из данной вершины до остальных вершин. Построим множество S вершин, для которых кратчайшие пути от начальной вершины уже известны. На каждом шаге к множеству S добавляется та из оставшихся вершин, расстояние до которой от начальной вершины меньше, чем для других оставшихся вершин.» Укажите название алгоритма.

+алгоритм Дейкстры

алгоритм Флойда

волновой алгоритм

алгоритм перебора с возвратом
Вариант 2 Задачи 8. Дано описание алгоритма поиска кратчайшего пути на графе. «Алгоритм находит кратчайшее расстояние между двумя любыми вершинами графа на основании факта о том, что всякий неэлементарный кратчайший путь состоит из других кратчайших путей.» Укажите название алгоритма.

алгоритм Дейкстры

+алгоритм Флойда

волновой алгоритм

алгоритм перебора с возвратом

Вариант 3 Задачи 8. Дано описание алгоритма поиска кратчайшего пути на графе. «Алгоритм находит оптимальное решение задачи о кратчайшем пути на графе методом проб и ошибок (попробуем сходить в эту сторону: не получится – вернемся и попробуем в другую).» Укажите название алгоритма.

алгоритм Дейкстры

алгоритм Флойда

волновой алгоритм

+алгоритм перебора с возвратом
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